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Introduction

Les méthodes de Monte Carlo utilisent la simulation de variables aléatoires dans le but
de résoudre un probléme numérique. Leur développement tient a la fois aux capacités croissantes
de calcul informatique et a leur facilité d’adaptation a de trés nombreux contextes. Le champ
des applications est vaste : statistique, analyse numérique, optimisation, résolution de problémes
inverses, d’équations diaérentielles, etc......

L’opération de base est la simulation d’une loi % dé..nie sur un espace d’état E. Si
I’espace E est complexe, par exemple ..ni mais de grand cardinal, les méthodes de simulation
classiques ne fonctionnent pas. Une alternative est de construire une chaine de Markov ergodique
de transition P et de loi invariante %. Alors, pour n grand et © une loi initiale, on retiendra °P"
comme réalisation approximative de %. L’étude de ces méthodes, de leurs variantes et de leurs
applications est I'objet de ce cours. L’article des freres Geman (IEEE-PAMI, 1984) a initié les
développements théoriques autant qu’appliqués sur le sujet.

Le chapitre 1 résume les résultats de base sur les chaines de Markov a nombre ..ni
d’états. Les deux principales méthodes de simulations sont ensuite présentées au chapitre 2 : (i)
I’échantillonneur de Gibbs, applicable si I’espace d’état a une structure exponentielle (E = FS);
(ii) la simulation par dynamique de Metropolis. Dans ces deux cas, les chaines considérées sont
homogénes, c’est-a-dire a transition constante dans le temps.

Un probleme d’optimisation, “minimiser la fonction U : E ¥ R*”, peut étre interprété
comme le probléme de simulation suivant : “simuler %4 ; la loi uniforme sur I’ensemble Eq ou
U atteint son minimum?”. Pour ce faire, on peut construire une suite de transitions (Pt ))n_o,
dépendant d’un parametre T (n); dit de température, telle que la chaine de Markov inhomogéne
converge vers %4 . C’est I'algorithme de Recuit Simulé que nous présenterons au chapitre 3. Au
préalable, on établira dimérents résultats d’ergodicité d’une chaine inhomogene.

Le chapitre 4 présente des applications a la résolution de problemes inverses : on veut
reconstruire (..Itrer) un objet x 2 E au vu d’une observation y = ©(x; M). M est un modéle
de bruitage et © traduit le processus de formation de I'observation y. Pour cela, on va munir
E d’une structure de champ de Markov a..n de traduire les informations a priori que I’expert
a sur I'objet x. Couplée avec la simulation et/ou I'optimisation, cette information permet une
reconstruction algorithmique e¢cace de x.

La question centrale dans la simulation par chaine de Markov est la suivante : “quand
faut-il arréter la chaine pour étre assré que ©P " est proche de % ?”. Nous présentons au chapitre
5 deux approches permettant de répondre a cette question. L’une, liée a I’étude du phénomene
de convergence abrupte (cutoa) d’une chaine de Markov, permet de proposer une régle d’arrét
assurant que la chaine est bien entrée dans son régime stationnaire (B. Ycart). L’autre est la
simulation exacte par couplage depuis le passé (Coupling From The Past, CFTP). L’idée, simple
et trés novatrice, revient a Propp et Wilson (1996) : I'algorithme test automatiquement quand il
doit s’arréter, produisant un échantillon sans biais de %. Cette approche a fortement redynamisé
les recherches sur la simulation.

Les livres de références sur ces sujets sont nombreux : sur les aspects théoriques, on peut
citer M. Duzto (1997), S. Geman (St. Flour, 1990), X. Guyon (1995), G. Winkler (1995) ; et sur
les applications, Aarts et Korst (1989), S. Li (1995), B.Chalmond (2000) et B.Ycart (1997).
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Chapitre 1

Chaines de Markov a nombre ..ni
d’états

Ce chapitre présente les résultats de base sur les chaines de Markov a nombre ..ni d’états
qui nous seront utiles par la suite. Des références sur le sujet sont : Aldous et Fill [3], Feller [30],
Isaacson et Madsen [53], Kemeny et Snell [59], Seneta [92] et Tweedie [102]. Les situations ou
I’espace d’état n’est pas ..ni, par exemple RY, seront toujours précisées.

1.1 Chaine de Markov

1.1.1 Dé..nitions et notations de base

Soit E = f1;2;¢¢¢ ;rg un espace d’états ..ni. Une transition sur E est une matrice P, de
taille r £r, a coeCcients tous _ 0, la somme de chaque ligne valant 1 :

P = (pij)l i 8i;j 2E; Pij - Oet8i 2 E, §j2E pij =1

P est encore appelée matrice stochastique : chaque ligne de P est une distribution de probabilité
sur E.

Une chaine de Markov sur E de transition P est une suite X = (Xg; X1; X»;t¢¢) de variables
aléatoires indexées par N et a valeurs dans E telle que 8n _ 0,on a:

Y

PXn+1=in+1] X =030 | n)=PXn+1 =ln+1j Xn =1in)
P (Xn+1 =] J Xn = 1) = pjj

La premiere égalité traduit la propriété de Markov : la loi de Xn+1 conditionnelle au passé
(Xn; Xnj1; et ; Xq; Xo) dépend uniquement de I’état au dernier instant X, = i, : la i-eme ligne
de P n’est autre que la loi (Xh+1 j Xn = 1). La deuxieme égalité dit que ces transitions sont
indépendantes de n; on dit que la chaine est homogene. On étudiera également dans ce cours
des chaines de Markov inhomogénes ou la transition P, au temps n dépend de n.

La formule des probabilités totales montre que la loi de X est complétement caractérisée par
P et par la loi initiale 15 de Xy (noté Xp » 1), les lois ..ni-dimensionnelles étant données par :

P(Xo =10; X1 =i1;¢¢¢ ; X = in) = Ly(ip) pioilpi1i2¢¢¢pinilin

Réciproguement, il est facile de Véri..er que si la loi de X est de cette forme, X Véri..e la propriété
de Markov et est une chaine homogéne de transition P.

Par convention, nous repérons une loi sur E par un vecteur ligne 1 £r. Si 1, est la loi de
Xn, alors la loi de Xn+1 est 1., = 1P, produit a gauche du vecteur ligne 1, par la matrice

7



8 CHAPITRE 1. CHAINES DE MARKOV A NOMBRE FINI D’ETATS

P. En enet,

- X - - - -
P(Xn+1=j) = PXn+s1=jjXn=0DPXn=1)
i2E

En particulier, P" étant la puissance n-ieme de P, ona: 1, = 1,P".

1.1.2 Loi invariante et Ergodicité

Une question importante est la suivante : a quelle condition existe-t-il une loi % sur E telle
que 1, ¥ % (par exemple pour la norme I; sur R"), ceci indépendamment de la loi initiale ? Si
tel est le cas, on dit alors que la chaine est ergodique. Une autre question est de savoir a quelle
vitesse cette convergence a lieu.

L’un des objectifs de ce cours étant la simulation de lois %; on va répondre a cette question ainsi
reposée : soit % une loi sur E (il est su¢sant de connaitre % a un facteur multiplicatif pres) :

| Déterminer une transition P telle que : 81, 1,P" ¥ ¥, |

Dans ce probléme, on dispose de beaucoup de liberté pour choisir P: Donc P peut étre choisi
en fonction de criteres, par exemple la facilité de construction (chaine réversible), la moindre
complexité algorithmique, ou encore la vitesse de la convergence. Malheureusement, concernant
la vitesse, les réponses théoriques ayant un intérét pratique pour le choix exectif de P sont rares,
sauf dans des cas trés particuliers ou la vitesse peut étre facturée avec précision.

Si une telle convergence a lieu, 1,P™! ¥ YP, mais aussi 1,P"*! ¥ Y. Y% véri.e donc
nécessairement la condition :

Yo =YP

On dit d’une telle loi % que c’est une loi invariante pour P. En eget, si Xo est de loi %, Xn
est aussi de loi ¥ pour tout n _ 0. De plus, la loi de la chaine est invariante par translation, X
est stationnaire. On va voir que si P est irréductible, une telle loi invariante existe et est unique
(cas E ..ni). Mais cela ne su€t pas a garantir I’ergodicité.

1.1.3 Chaine irréductible : existence et unicité de la loi invariante

La transition P est irréductible si, pour tout couple (i;j) 2 EZ?, il existe un entier n(i;j) . 1
t.q. P"GD(i; j) > 0. Dans la pratique, on établira Iirréductibilité en proposant, pour tout (i: j),
un chemin C(i;j) de i vers j (i @ j), de longueur n(i;j) réalisable avec une probabilité >0 :

avec Pi;siy., = 0 pour I =1;n(i;j) i 1. On dit alors que I’état i communique avec I’état j.

Une condition forte d’irréductibilité est celle ou on peut choisir un méme k = n(i; j) commun
aux (i; j) 2 E? : tous les états communiquent par des chemins de méme longueur k. On dit alors
que la transition est réguliére (ou que P est primitif), P¥ a tous ses termes >0. On va voir que
pour E ..ni : P réguliére , P ergodique.

Notation : que A soit un vecteur ou une matrice, on notera A > 0 (resp. A _ 0) si tous les
coeCcients de A sont > 0 (resp. _ 0).

Proposition 1.1 Si P est irréductible et E ..ni, il existe une unique loi invariante % telle que
Y > 0; c’est-a-dire : 8i 2 E, ¥%; > 0.

Preuve ([91]) :
1:Si 1= Y(1;1;¢66¢ ;1) est le vecteur unité de R", P1 = 1. Il existe donc v & 0 t.q. VP =v.
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2. I|V_9tons jvj le vecteur de composantes jvij. Montrons que jvj P = jvj. Puisque v; = P i ViPij,
j‘yjj i il Pij- Suppo&ns que pour un état jo, cette inégalité soit stricte. P étant s'gmhasthue
iJvil = jjIvilPij > j]vjj ce qui n’est pas possible. Donc pour tout j,dyjj = ;jvij Pij et
jvj est vecteur propre a gauche pour P associé a la valeur propre 1. Puisque i Jvjj & 0, il existe

une loi invariante ¥% associée a P; ¥ = BVl (pour I'existence de %, on remarquera que seule la

Vi
propriété “E ..ni"”" a est utilisée).

3: Montrons que chaque %; > 0. Puisque P est irréductible, 91 t.q. A = (1 +P)' > 0 (prendre
| = sup;; n(i;j)). Donc 0 < %A = 2'¥, c’est & dire % > 0.

4: Si uP = u, véri..ons que u a toutes ses coordonnées de méme signe. On a vu que pour un
tel u, jujP = juj, et donc u* = l(u + juj) est aussi vecteur propre de P associée a 1. Deux cas
se présentent : (i) u* =0etdoncu O0; (ii) u™ & 0. D’apres le point 3, u™ >0 et donc u > 0.

5: Soient % et %' deux lois invariantes; u =% j ¥ est vecteur propre associé a 1, et tel que

i Ui = 0. D’apres le point 4, ceci n’est possible que si u =0 : il y a unicité de la loi invariante.
j@]

1.1.4 Le Théoreme de Perron-Frobénius

Le résultat précedent est en partie une conséquence du théoréme suivant utile a I’étude du
comportement asymptotique des systémes dynamiques linéaires et a coe¢cients _ 0 ([36]; [57];
[69]; [92]).

Théoréme 1.1 (Perron-Frobénius) Soit A une matrice r £r a coeCcients _ 0, A& 0.

(1) Il existe .o >0 et up . 0 non nul t.g. Aug = _oUp.

(2) Si , est une autre valeur propre (sur C) de A, j.j .o.Deplussij.j= .o, =..4
est une racine de I'unité et pour p 2 N, “P_q est une valeur propre de A.

(3) S’il existe k t.q. Ak > 0; _( est de multiplicité 1 et on peut choisir uy > 0. Toute autre
valeur prope Vvéri..e j.j < ,o.

Preuve : Nous nous limiterons au cas A > 0. Le point (3) en découlera facilement puisqu’il
suct de remarquer que (_*;u) est un couple (valeur,vecteur) propre de Ak dés que (_;u) Iest
pour A.

+ Valeur/vecteur propre de Frobénius : Soit P I’ensemble des probabilités sur E. Dé..nissons
la fonction continue h: P I R* :

h(m) = Am(i)
1r m(i)
P étant un sous-ensemble compact de R", il exite un plus grand élement _o de h(P) et une
probabilité mg t.q. h(mg) = . Montrons que mg est un _g-vecteur propre de A. Par dé..nition
de h, Amg(i) . .omg(i) pour tout i. Si I'inégalité est stricte pour un i, A étant > 0, A(Amg j
.omo) > 0, c’est-a-dire h(Amo) > _o, ce qui est en contradiction avec la dé..nition de _o. Donc,
Amgy = _gmg et mg > 0.
++ L’espace propre de Frobénius est de dimension 1 : Soit u un _o-vecteur propre de A (si u
est complexe, T est aussi vecteur propre et on retiendra R(u) et I m(u) comme vecteurs propres
réels). Soit ¢ = infj=1.r n‘j(')l On a pour tout i : u(i) . cmp(i) et il est facile de voir que si, pour
un indice, I'inégalité est strlcte ceci contredit la dé..nition de c. En conséquence, u = cmqg et
I’espace propre de Frobénius est de dimension 1.
+++ Reste a voir que toute autre valeur propre _ Véri.e j.j < .o. Soit v & 0 un _-vecteur
propre et + = inf; A;j, £ > 0. Puisque (A j £l)v =(, i *)v, on a pour tout i :
X
I E170) (Aij i £lij)iv()i
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F)
soit encore : 8i;(x +j. i ) jv(D)j j Aijjv()j. Revenant a la dé..nition de o, on obtient :

20 . (EFL i)

Si ., & _o, ceci entraine bien j_j < _o (plus précisément, _ est dans la boule ouverte centrée en
t,0<t< _getderayon _o i 1). o

Revenons au contexte d’une chaine de Markov. Si P = A est une matrice stochastique,
.0 = 1. En eret, il su¢t d’écrire Aup = _oup et de sommer Ieslgoordonnées de chacun de ces
deux vecteurs : les colonnes de A se sommant a 1, et puique que  ; ugi & 0, 1 = _. Un résultat
important est que toute valeur prope . de P Véri.e j.j .o, cette inégalité étant stricte si

& .o dés que P est réguliere.

5

5

1.2 Reésultats d’ergodicité

1.2.1 Utilisation du théoreme de Frobénius
Le théoreme de Frobénius joint a la réduction de Jordan de P permettent d’obtenir facilement
la condition nécessaire et su¢sante d’ergodicité suivante,

Proposition 1.2 Supposons que P est irréductible. Alors P est ergodique si et seulement si P
est réguliere.

Preuve :
) Puisque P est irréductible, P admet une @nlqublm invariante % > 0 telle que pour toute loi
initiale 1y, 1,P" ¥ Y. En particulier P" ¥ > 0 est la matrice dont chaque ligne est %.

Onen dedwt donc que pour un k assez grand, Pk >0 : P est réguliere.
( P étant irréductible, notons % sa loi invariante.

Nous allons utiliser la réduction de Jordan de P sur C et a gauche ([44], 835). Soient o =
1; .1;¢0¢¢; s les valeurs propres de P, de multiplicités respectives 1; rq;¢¢¢ ;rs. Associée a ces
valeurs propres, on peut construire une base de Jordan de R", le I-ieme espace E = E,, associé a

= .1, de multiplicité r|, étant engendré par des vecteurs eq;ep;¢t¢ ;er, tels que : e1P = _ejet

eiP =ej;1+ € pouri=2;r. Pour | =0, on prendra % comme vecteur propre. Chaque espace
E, est stable pour P. Il est alors facile de Véri..er que si u 2 E;, uP™ = _'Q;(n), ou Q;(n) est un
vecteur de E; a coordonnées polynomiales en n de degrésp nil

Soit alors %, une distribution initiale, et *o = ®%+ ,_;. v, ot v; 2 E; sa décomposition
sur la base de Jordan. On a:

X
P =%+  {Qi(n) (1.1)

1=1;s
D’apreés le point (3) du théoréme de Perron-Frobénius, j’lg <1sil _ 1. Donc r,P" n'! ®Y.
Puisque 4P " est une probabilité, sa limite aussi, soit ® ;% = 1 = ®. L’ergodicité de P est

démontrée. o

Commentaire : Notons % = %(P) = supfj_j; . valeurs propre de P, _ & 1g; et p+1 le plus
grand ordre de multiplicité des valeurs propres de module %. Si P est ergodique, % <1, et (1.1)
donne :

KL,P" j Yk, CnP%" (1.2)

Pour étre utile, on doit contrdler dans cette formule : %, c.a.d. la valeur propre sous dominante ;
p son ordre de multiplicité; et C qui dépend de 1, et de I’expression explicite de la base de
Jordan. Sauf cas tres particulier, le contréle explicite (1.2) s’avére impossible, ce qui en limite
I'intérét pratique.

D’autres controles explicites existent. Ils donnent une majoration géométrique en +", pour
une valeur = trés proche de 1. Décrivons deux de ces controles.
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1.2.2 Lemme de contraction pour P

Proposition 1.3 (Kemeny et Snell, [59]) Supposons que P est réguliere : 9k _ 1, t.g. " =
infi; Pi'j > 0. Alors, notant [x] la partie entiere de X, ¥% la loi invariante de P, et r le cardinal
de E,ona:

k1P j vk, r(1j 2"

Preuve : Il su¢t d’établir le résultat pour k = 1; le cas régulier k _ 1 s’en déduisant en
travaillant avec la transition Q = PX. Supposons donc que " = inf;;; Pij > 0. Commencons par
établir le lemme de contraction suivant,

Lemme 1.1 Soit X 2 R", My = maxXj, mg = minXx;, M; = max(Px); et m; = min(Px);.
Alors P est une contraction au sens ou

mg my Mi; Moet0 (Miimg) (1i2")(Moi mo)

Preuve du lemme : Soit | un indice t.g. X, = mg et X’ 2 R"; de méme coordonnée | que X, les
autres coordonnées de X’ valant Mg. Puisque P _ 0,

Px)i  PxX)i=Mo i (Mo i mo)pii Mo i (Mo i mo)"

Donc M1 =sup(Px)i Mg i (Mg j mg)". Tenant le méme raisonnement pour le vecteur j X,
onobtient: jm;  img i (imo+ Mp)". Le résultat annoncé s’obtient en sommant ces deux
inégalités.a

Soit alors x = '+; ou #; est la loi initiale concentrée en j. Pour M,, et my, dé..nies comme
précedemment, mais associées a P", on a :

mp i’}z(P“x)i Mpet0<" m mp, M, M;=1

Les suites (mn) et (My) sont adjacentes, de limite commune %; veri.ant my % Mp. Onen
déduit que %j i P Mnimn (1§27 o

On verra au chapitre 3 que I'utilisation du coe€cient de contraction de Dobruschin permet
d’obtenir un meilleur contréle :

kKLoP" § %k, 21§ r)"

1.2.3 Ergodicité et couplage de chaine de Markov

Alors que les approches précédentes sont algébriques, celle qui suit est, elle, purement pro-
babiliste. Elle repose sur la technique de couplage, ici spécialisée dans le contexte de chaines de
Markov (Doeblin, [27]; Aldous, [3]; Lindvall, [68]; Thorisson, [97]; voir également le chapitre
5 et ses exercices). Commencons par dé..nir la notion générale de couplage de mesures. Aprés
quoi nous construirons un couplage particulier dans le cas de chaines de Markov, couplage qui
nous permettra de contrdler la vitesse d’ergodicité.

Inégalité de Couplage.

Soit (F;F) un espace mesurable, Q une mesure sur (F2;F~2), 1 et © deux mesures sur
(F;F). On dit que Q est un couplage de * et de © si 1 (resp. ©) est la premiere (resp. la
deuxieme) marginale de Q. Il y a de multiple facon de construire des couplages, depuis le couplage
indépendant Q = 1 — © jusqu’aux couplages avec dépendances. Rappelons que la norme en
variation totale pour une mesure * sur (F;F) de masse totale ..nie est dé..nie par ktk,+ =
supf fd* ;kfk,; =1g, valant si 1(E) =0,

ktky7 = 2supfit(A)jjA 2 Fg= sup 1(A) i inf 1(A)
A 2F A 2F

Si F = E est ..nie, cette norme coincide avec la norme I : ktk,+ = ;¢ jLij = k*k;. On ale
résultat fondamental suivant :
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Lemme 1.2 Si Q est un couplage de * et de ©, si Q est positive et si ¢ est la diagonale de F?,
ona:

k* i °yr Q(¢)

Preuve : 1(A) i °(A) = QAE£E) i QEEEA) =QAELA") i QLAEA) Q(c°). Il en est
de méme pour ©(A) § L(A). On obtient alors I'inégalité annoncée. o

On dit que le couplage est maximal s’il y a égalité. Il existe des conditions assurant I’existence
et permettant la construction du couplage maximal.

Un couplage de chaines de Markov.

On va proposer ici un premier couplage naturel de chaines de Markov. D’autres couplages
plus edcaces seront étudiés au chapitre 5. Soit P une transition sur E, X = (Xp; X7; Xz;t6¢)
et Y = (Yo;Yz1;Y2;¢6¢) deux chaines indépendantes de méme transition P, Xg » et Y » ©.
Notons T = inffn _ 0 t.g. Xn = Ynxg le temps ou les deux trajectoires se touchent pour la
premiére fois. Dé..nissons alors le couplage suivant Q = (X% Y?) :

Y2 _
X'~ X

sit<T,Y!=YetY=X;sinon

A partir du temps T, la trajectoire de Y n’est autre que celle de X : T est le temps de couplage
des deux chaines X et Y. Y! étant encore une chaine de Markov de transition P, Q = (X', Y?)
est un couplage de (X;Y). A partir de cette construction, on obtient le résultat suivant :

Proposition 1.4 Supposons que " = infjj Pj; > 0 et notons % la loi invariante de P. Alors :
(1) Inégalité de couplage : k*P" j °P"k, P(T >n).
(2) Le couplage est réussi : P(T >n) . '!1 O;onamémeP(T>n) (@;i")™
(3) En particulier, pour le choix © =%, ona : k*P" j %k, (1 i ™)™

Preuve :
(1) se déduit de I'inégalité de couplage puisque (T > n) = (X! & Y = ¢°.
(2) Reste a évaluer P(T > n). On a la description :

L
(T>n)= X; =a;;Y; & 4a5,) =0;ng

a2En+1

Les variables X;j et Y; étant indépendantes, on a :

>
P(T =>n) = P(Xg=ap;ttt; Xy, =an) £A(Q)
a2En+1

avec A(a) = P(Yo & ap;ttt;Yn 6 an) = [1 § 4] szl;n

tout B ¥ E non vide, on a :

P(Y; & aj j Yj;1 & aj;1). Mais, pour

P(Yj &ajetYj;12B)
5 P(Yj;12B)
b2 P(Yj &5 ] Yji1 =Db)P(Yj;1=Db)
P(Yj;12B)

P(Yj & aijjilzB)z

Ti"

puisque, en ecet, P(Yj & a; j Yj;1 =b) (1 i ™). Ce qui conduit au résultat annoncé.
(3) Il su¢t de remarquer que si Yo >» % , alors Y, >» ¥% pour tout n _ 0. o
On verra au chapitre 5 (cf. ex.5.9) que d’autres couplages plus ..ns sont permettant d’amé-
liorer le contrdle de la vitesse de convergence.
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1.3 Reéversibilité et mesure invariante

Les transitions %-réversibles vont jouer un réle important dans la construction des algo-
rithmes de simulation.
On dit que la transition P sur E est %-réversible si elle véri..e I’équation de bilan détaillé :

8i;j 2E: 1/4ipij = 1/4jpji (1.3)

p La pren]}gre conséquerﬁge est que % est loi invariante pour P. En eoet, on a pour tout j :

P%iPij = i Y%§Pji =% i Pji = %j, c’est adire %P = ¥%. Aussi, chaque fois que I’on construira
une transition véri..ant (2.3), on saura que Y% est invariante pour cette transition.

La deuxieme remarque concerne la loi de (Xp; X1) : si la loi initiale est Xy » % et si la
transition de la chaine est P, alors la loi du couple (Xg; X1) est symétrique ; en eoet :

P(Xo =j;X1 = i) = 1/4jpji = 1/4ipij = P(Xo = i;Xl =J)
En particulier, la transition de X; a Xq est encore P

PXo=1;X1=j) _

La chaine X, de loi initiale %, est réversible.

1.4 Ergodicité pour un espace d’état général

Nous présentons ici les résultats d’ergodicité qui nous semblent a la fois les plus utiles et
les plus faciles a manipuler. Dans le contexte de ce cours, on supposera toujours connue la loi
invariante de la transition (on veut simuler ¥ donnée, et on aura construit P de telle sorte que %
soit invariante pour P). Aussi I'objectif visé est trés dicérent de celui en modélisation aléatoire
ou la question préliminaire qui se pose est de reconnaitre quand une chaine de transition P
admet une loi invariante et une solution stationnaire (cf. Meyn-Tweedie [75],Dufo [29], Tweedie
[102]).

Les résultats d’ergodicité pour un espace discret sont exposés dans Feller ([30], tome 1) et
Isaacson et Madsen [53]; ceux relatifs a un espace d’état général (du type E = RP) sont étudiés
par Tierney ([98], [99]).

La notion d’irréductibilité reste inchangée pour un espace discret in..ni. Par contre, elledoit
étre redé..nie pour un espace d’état général. Modulo cette notion, on dira que le noyau de tran-
sition P, Y-irréductible, est périodique si il existe un entier d _ 2 et une suite TE1; Ey;¢t¢ ; Eqg
de d événements non vides t.q., pour i =0;1;¢¢¢ ;d j 1 et x 2 E;,

P(x;Ej) =1 pour j =i+1 (mod d)

Sinon, on dira que P est apériodique.

1.4.1 Espace d’état discret

C’est le cas ou E est ..ni ou dénombrable, muni de la tribu de toutes ses parties. Considérons
une chaine de transition P.

Proposition 1.5 ([30], tome 1, p. 394; [53], Théoréme 111.2.2)

Soit P une transition irréductible et apériodique sur un espace discret E. Alors les deux
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe une loi invariante ¥% pour P.

(ii) P est ergodique : 8°; °P" 1
De plus, la loi invariante est unique et % > 0.
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L’existence d’une loi invariante étant assurée si E est ..ni, on a les équivalences :

| Cas E ..ni: P ergodique , P apériodique et irréductible , P réguliére |

1.4.2 Espace d’état général

Soit (E;E) un espace mesurable, E admettant une famille génératrice dénombrable (i.e.
(RP; B(RP)). Un noyau de transition sur (E;E) est une fonction P : E £E ¥ [0; 1] telle que :

(i) Pour tout x 2 E, P(X;:) est une probabilité sur E

(ii) Pour tout A2 E, x ® P(x;A) est mesurable.

La transition de la chaine est alors dé..nie par : P (Xp+1 2 Aj Xn =X) = P(X; A).

Le noyau P, de mesure invariante %, est dit Y%-irréductible si pour tout A 2 E t.q. %(A) > 0,
et tout x 2 E, il existe un entier n = n(x; A) t.q. P"(x; A) > 0. On note Py la loi de la chaine
partant de x. On dit que la chaine est récurrente si pour tout A t.q. %4(A) >0; on a:

+ Px(Xn 2 Ais.) >0 pour tout x

t+ Py(Xn 2 Ais) =1%-ps. enx
La chaine est Harris-récurrente si la deuxiéeme égalité a lieu pour tout x.

On a alors le résultat suivant ([98], Théoréme 1), ou kik, ; est la norme en variation totale,

Proposition 1.6 ([98],[99]) Soit P une transition de loi invariante ¥, Y-irréductible. Alors, P
est récurrente et % est I’'unique loi invariante. Si de plus P est apériodique, alors %-p.s. en X :

kKP(x;:) i Y%()ky T r.1!!10

Tierney établit également un résultat qui sera utile pour I’étude de I’échantillonneur d’un modeéle
de Gibbs sur RY,

Corollary 1 (J98]). Soit une P une transition Y-irréductible telle que %P = P: Si pour tout x
P (X;:) est absolument continue par rapport a Y%(:), alors P est Harris-récurrente.

1.5 Exercices

Exercice 1.1 Calcul de A" pour une matrice diagonalisable

On suppose que A est une matrice r £ r diagonalisable, de vecteurs propres a gauche
X1; X2;0¢¢ ; X,; associés aux valeurs propres _1;.2;¢¢¢; . On note C la matrice dont les lignes
sont dans cet ordre Xi;Xp;6¢¢ ; X, et D la matrice diagonale, Dj; = i=1;r.

(i) Véri.er que A=CilDC. En déduire I’expression de A".

(ii) Démontrer que si on écrig C il =(ty; ty,;00¢; by,), ty; est vecteur propre a droite de A
pour .. En déduire que A" = ;.. .1 yixi.

(iii) Application : Véri..er que la transition P;

s

1=2 7=24 1=6 1=24 1
p— B 156 11=24 1=6 5=24 §

1=2 7=24 1=6 1=24

1=6 5=24 1=6 11=24

admet pour valeurs/vecteurs propres

| Valeur propre | Vecteur propre a gauche | Vecteur propre a droite |

1 h=x1=(33%5% yi= @ L511)
1=3 X2 =(%;2;0; i 1) 2= iL5i))
1=4 X3 = (0;3:0; i3%) va=(i24i23)
0 X4 = (3:0,13:0) va=G3iad)
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Donner la valeur de P° avec quatre décimales. Pour la loi initiale 1, = (1; 0; 0; 0); de combien
1,P 10 dingre-t-elle de ¥%?
Exercice 1.2 Irréductible et apériodique ) réguliere

Montrer directement que si P est une matrice de transition ..nie, irréductible et apériodique,
P est réguliére.

Exercice 1.3 Transition particuliére sur un espace produit

Soit une chaine de transition P sur E = 0;1;2;3;¢¢¢g. On dé..nit la transition R sur EELE :
Mty = PikPil
(n) () (M)

(i) Montrer que r(lj) e = Pik Py -
(ii) Montrer que si P est irréductible et apériodique, il en est de méme pour R.

Exercice 1.4 Un modele de météorologie markovien

Un régime météorologique est décrit par les trois états : s =soleil, n =nuageux et p =pluie,
et, pour les états pris dans cet ordre, par la matrice de transition :

O
0:5 05 0
P=@05 025 025 A
0O 05 05

La chaine est-elle irréductible ? apériodique ? réguliére ? Déterminer sa loi invariante %. La chaine
est-elle % réversible ? Sur la base des divers contréles de la vitesse d’ergodicité (diagonalisation,
contraction, coeCcient de contraction (cf. chapitre 3)), évaluer k°P" j %k. Déterminer N t.q.,
pour toute loi initiale © :

sup jOP"() i %(@i) j< 1073
n_N;°;j
Exercice 1.5 Irréductibilité et apériodicité sur un espace dénombrable
Vis a vis de I'irréductibilité, de I'apériodicité et de la régularité, que penser d’une matrice
de transition P dont la premiere ligne et la premiéere colonne sont > 0?

Exercice 1.6 Transition ayant “le mal du pays”

(1) Une matrice de transition est doublement stochastique (D.S.) si la somme de chacune
de ses colonnes est 1. Véri..er que si P est D.S., la loi uniforme est invariante pour P. Si % est
I’'unique loi invariante de P, démontrer I’équivalence : P est D.S. et réversible , P est symétrique.

(2) Soit la marche aléatoire sur E = f1' 2; 3;49 a barriéres rétéchissantes, de transition

1
05 05 0 0
0:5 : 0
P—g 0:5
O 05 0:5

P est-elle réversible? P est-elle réguliére?
(3) On dit d’une transition qu’elle “a le mal du pays” si elle Véri..e (R)

(R) : 8i;], pii .. pij
D’autre part, on dit gu’une transition est invariante par permutations si tout couple de lignes
s’échange par permutation des colonnes, (P) : 8i & I, 9% t.0.8K; pr.x = Pi.wk)-
(3-1) Véri..er que pour P dé..nie en (2), P et P2 véri..ent (P).
(3.2) Démontrer que si P est symétrique et véri..e (P), P2 véri.e (R) (utiliser I'inégalité du
produit scalaire). Pour P dé..nie en (2), montrer que P# véri..e (R).
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Exercice 1.7 Ergodicité sur un espace dénombrable

(i) Soit une transition P sur E = f0;1;2; 3;¢t¢g véri..ant

)
Poj &0

Sii_1:pij&0 ,

j=0;1
J=ijloui+1
P est elle irréductible ? apériodique ? .
(i) On spéci..e P par : poo = poy = 3 etpour i _ 1, piiij1 = Lt pisivs = kr. Déterminer
la probabilité invariante % de P si elle existe. P est elle ergodique ?
Exercice 1.8 Chaine de Markov, retournement du temps et réversibilité

Soit X = (Xp; X1;t¢¢ ; Xn) une chaine de Markov sur E™ (E ..ni et n ..x€), de loi initiale %,
de transitions (inhomogénes) Py, k =0;n j 1. On note 1, la loi de Xy, k =0; n.

(i) Démontrer que, aprés retournement du temps, et si X, » 1., le processus retourné
X" = (Xn; Xnj1;tte; Xo) véri..e la propriété de Markov, et que c’est une chaine de Markov de
transitions (Qx;k =n; 1) :

STELUSEY
(i)

(ii) Préciser Q si la chaine est homogéne, de transition P, la loi initiale étant la loi invariante
Y. A quelle condition a-t-on Q(j;i) =P (i;J)?

Exercice 1.9 Chaine de Markov et champ de Markov

Qk(ikiikj1) =PXKkj1 = lkj1 ] Xk = lk) = Pri1(ik;1;ik)

On se place dans le contexte de I'exercice précédent.
(i) Démontrer que X = (Xp; X1;tt¢ ; Xp) posséde la propriété de Markov bilatérale suivante
(on parle alors d’un champ de Markov) : pour toutk, 0 <k <n:

P 1(ik;i1; k)P (i; Tk+1)
[Pkilpk](ikil; ik+1)

(ii) Réciproguement, si X posséde cette propriété de Markov bilatérale, plus les deux pro-
priétés de Markov naturelles “de bordure”, montrer que X est une chaine de Markov (sur un
sous-intervalle de N, il y a donc équivalence entre la propriété de Markov causale (chaine) et
non-causale (champ); cette équivalence tombera sur N2).

(iii) On considére la chaine homogéne et stationnaire sur E = fj1;+1g de transition p =
PXn=1jXpn;1=1etq=P(X,n=iljXn;1=il), 0<p;q<1. Déterminer la transition
bilatérale Q(y j x;z), pour X;y et z dans E. Montrer que cette transition peut s’écrire

P(sziij|=i|;O | netl&k)sz(ikjikil;ik+1)=

QWY j x;2) = Zit(x;y) expfx(h + (v + 2))g

oth=1 log § et h = % log TGy (2 il(x;y) est la constante de normalisation faisant de Q
une probabilité en x). Interpréter les situations: h=0((p =q); =0(p+q=1).
Exercice 1.10 Chaine de Markov a régime markovien et chaine de Markov cachée

Soit Py; P, deux transitions réguliéres sur E = fa;b; cg de lois invariantes Y ;%,. Soit X =
(Xn) un processus sur E ainsi dé..ni :

21 = (Iy); I 2 f1;2g est une chaine de Markov homogeéne de transition déterminée par :
P(In & Inj1j Inj1) =p. | est le régime de X,

22 Sachant I, ((Xn j In);n _ 0) est une chaine de Markov inhomogene de transitions (Py,,)
((X'j I est donc une chaine de Markov inhomogeéne).

(1) Montrer que (X; 1) = (Xn; In)n est une chaine de Markov dont on déterminera la tran-
sition P. Véri..er que si 0 <p <1, P est réguliére.

(2) Véri..er que X = (Xp) n’est pas une chaine de Markov.
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Exercice 1.11 Processus de Markov de mémoire 2

Soit le processus de Markov sur f0; 1g, de mémoire deux, et de transition :
Pab:c = P (Xn+2 =€ Xn = a; Xn+1 = b);a;b;¢ 2 10; 1g

Montrer que Y, = (Xn; Xn+1) est une chaine de Markov. Déterminer sa transition P. Si chaque
Pab:c = 0, Véri..er que P2 >0 et donc que P est réguliére. Comment se généralisent ces résultats
au cas d’une mémoire d’ordre p?

Exercice 1.12 Perte de la propriété de Markov par agrégation d’états

Soit X un chaine de Markov de transition P sur E = fa;b;cg et Y le processus a deux états
ffa;bg; cg (on a agrégeé les deux états a et b) :

Y =fa;bg si X 2 fa;bg;Y =csi X =c

Montrer que en général, Y n’est plus une chaine de Markov. (voir que P(Y2 =cj Yo =Xo;Y1 =
fa; bg) dépend en général de Xp pour Xo = c).

Les exercices suivants portent sur la simulation de variables aléatoires de base. Sur ce sujet,
on pourra consulter Devroye [19], Jonhson et Kotz [54] et Robert [88].

Exercice 1.13 Simulation d’une variable de fonction de répartition F connue

Soit X une v.a. de fonction de répartition F connue, et
Fi(uy=inffx2R;F(x) . ug

(Fi =F il lafonction réciproque de F, si F est continue). Montrer que si U est la loi uniforme
sur [0;1], F1(U) est de loi F.

Applications : obtenir la simulation des lois : exponentielle ; exponentielle symétrique; loi de
Cauchy ; loi de Pareto; loi Gamma j( ;.) dans le cas ou I'index est entier.

Exercice 1.14 Simulation d’une loi discréete

(1) Soient p1; p2;ttt; py; k probabilités de somme 1, et X; = szl;i pj, i = 1;k. Véri..er que
si U est uniforme sur [0;1];P(Xi U < Xj+1) = pj.

(2) En déduire une méthode de simulation de la loi discréte P (X = a;) = pj;i = 1;k.

(3) Applications. Simuler les lois suivantes : Bernoulli B(p); binomiale B(n;p) (proposer
deux méthodes) ; géométrique G(p) (proposer deux méthodes); de Poisson P ().

Exercice 1.15 Simulation de la loi gaussienne et lois déduites

(1) Justi..er le fait que X = Pizl;lz(ui i 0:5) est approximativement une loi normale réduite
si les U; sont i.i.d. uniformes sur [0; 1].

(2) Méthode de Box-Muller : véri..er analytiqguement que si U; et U, sont uniformes sur [0; 1]
et indépendantes, alors les deux variables X; et X, dé..nies ci-dessous sont (exactement) N (0; 1)
et indépendantes :

P— P
X1 = j2logUicos(2%Uy); X1 = j2logU;sin(2%Uy)

(3) En déduire la simulation des lois A2; Tn; Fnom ?

Exercice 1.16 Génération d’une loi de Poisson, processus de Poisson et lois exponentielles
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(1) Démontrer que si Xz;Xp;tt¢ sont des lois exponentielles i.i.d. de parametre _, et si N
est une loi de Poisson de parametre _;

P(N=K)=P(X1+ 000X, 1<Xq+066+ Xy + Xyar)

En déduire une plggcédure de simulation de la loi de Poisson.

Notant Sk = ; Xj, So =0, le processus de Poisson d’intensité , sur R* est donné par la
suite P = fSy; k _ 0Og.

(2) Processus de Poisson emacé : Montrer que si on ecace de facon i.i.d. avec la probabilité
p (et indépendemment de P) les points du processus P, on obtient un processus de Poisson
d’intensité _p dont les intervalles de séparation constituent une suite i.i.d. d’exponentielles de
parameétre _p.

Exercice 1.17 Méthode de simulation par acceptation-rejet

(1) On veut simuler X une v.a. réelle de densité f concentrée sur [0; 1]. Soit g la densité sur
[0; 1] d’une loi aisée a simuler (par exemple la loi uniforme), et M une constante telle que sur
[0;1] : F(X) Mg(x). On dé..nit I'algorithme suivant :

1-Simuler z suivant g et, indépendamment, u suivant la loi U([0;1])
2-Accepter x=z si Mg(z)Eu T(2)
3-Sinon reépéter 1.

Montrer que X suit la loi de densité f.

(2) Comment généraliser ce résultat si X est concentrée sur un intervalle )®; (; intervalle
éventuellement de longueur in..nie ?

(3) Applications : construire un simulateur de

¥ laloi j(,; ), . 1, dedensité, f(x)=i( )i, ei-Xx il1(x>0)

¥ laloi “(ajb);a _ leth _ 1, de densité %Xail(l i x)Pil1(x 2]0; 1)



Chapitre 2

Simulation par Chaine de Markov

2.1 Le probléme et la méthode

Soit E = f1;2;¢¢¢ ;rg un espace d’état ..ni, et % une loi de probabilité sur E : comment
obtenir une réalisation de la variable X de loi % ?

Si r; le cardinal de E; n’est pas trop grand (de I’ordre du millier), on simule % par la méthode
classique : on forme la suite croissantelge [0; 1] dé..nissant la fonction de répartition de X > ¥,

(i) Fo=0etpour0<i r,F= i

(i) on tire une loi uniforme U sur [0; 1], et

(iii) on retient la réalisation x = x(U) si Fx;1 <U  Fyx
Si cette méthode de simulation est directe et exacte, elle est inapplicable dés que le cardinal de
E est trés grand. Par exemple pour I’espace produit E = f0; 1g1°210, (x 2 E est la réalisation
d’une variable de présence ou d’absence sur le réseau carré f1;2;¢¢¢ ;10g% a 100 points), r =
2100 = 1:27 £10% : il n’est pas question de pouvoir mettre en mémoire 1:27 £ 10%° valeurs
Fj. Notons au passage que cet exemple est de “petite taille” : la réalisation est binaire et la
taille de la fenétre petite. Un probléme réel en imagerie fera plutdt intervenir une valeur de
r = 25651285121 (256 niveaux de gris, image a 512 £ 512 pixels).

La méthode de simulation par chaine de Markov.

L’idée est de simuler approximativement ¥ comme loi limite d’une chaine de Markov ergodique
X de transition P. Ceci implique :

(1) de proposer une transition P sur E telle que %P =% (P est % invariante).

(2) de s’assurer de I’ergodicité de la chaine : °P" ¥ Y

(3) de savoir a partir de quelle valeur ng on peut dire que pour n _ ng, °P" est proche de %:
Ainsi, pour une loi initiale © arbitraire, et si ng est assez grand, ©P "° réalise approximativement
Y. Si on veut un échantillon approximatif de %, on recommence indépendamment cette opération
(on a alors des chaines indépendantes) ; ou encore, sur la méme chaine, on espace d’une valeur
K grande les réalisations successives, ©P "o; ©pMo+K. opno+2K. ot ainsj de suite.

Beaucoup de choix de P sont possibles : du point de vue purement paramétrique, P dépend
de r(r j 1) parametres, et I'invariance de % impose (r j 1) contraintes d’égalité : on dispose
donc de (r j 1) degré de liberté dans le choix de P et I'ensemble des transitions ergodiques
convergeant vers % contient un ouvert non-vide de R(MiD?,

Relativement aux points (1) et (2), le choix de P doit répondre a la commodité de mise en
oeuvre pratique et a une bonne e@cacité algorithmique. A ce niveau, le savoir faire prend toute
son importance.

Le point (3) est diccile : quand pourra-t-on accepter que la chaine démarrant suivant la
loi © est entrée dans son régime stationnaire ? Comme nous I’avons vu au premier chapitre, le

19
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contrble théorique sur la vitesse d’ergodicité est inopérant dans la pratique de la plupart des
exemples réels. Il existe des approches empiriques pour tester si la chaine est entrée dans son
régime stationnaire ([86]; [43]) : le savoir-faire et I’expérience seront plus utiles que des résultats
théoriques inexplicites, ou, s’ils sont explicites, ine¢caces parce que donnant une majoration en
%" pour une valeur de % si proche de 1 qu’elle est inutilisable.

Ce point (3) et la di¢culté a y répondre sont a I’origine de plusieurs développements théo-
riques :

(i) I'étude du phénomeéne de cutoa pour une chaine de Markov ([24], [91], [109]; cf. chapitre
5) : la convergence vers % se fait de fagcon abrupte autour d’un instant de coupure (cuto=). Avant
cet instant, k°P" j Yk reste grand, alors que cette norme devient exponentiellement petite au-
dela.

(ii) la simulation exacte par couplage depuis le passé ([84], [61], [78]; cf chapitre 5) : la
simulation se fait depuis un passé j T et la procédure permet de s’assurer que Xp suit exactement
la loi % si T est assez grand.

Avant de passer aux deux grandes familles de procédures de simulation (Gibbs, Métropolis),
résumons les propriétés que la transition P doit véri..er :

(1) P est %-invariante
(2) P est irréductible et apériodique
Alors, 8 ©,°pn 1 ¥,

Un fagon simple de Véri..er (1) est de construire P qui soit Y%-réversible,

| (1") P est Y-réversible : 8i;j 2 E; Y%ipij = %;pji |

Quant a (2) elle est équivalente au fait que P est réguliére,
[ (2") : 9k _ 1tel que P*>0 |
Notons dés a présent que dans les procédures de construction de P que nous allons développer,

il su¢t de connaitre % a un facteur multiplicatif pres, c’est-a-dire de connaitre pour tqut i2E
la forme %; = ce;, ou les e; sont explicites, mais pas la constante de normalisationc = ( ;e;)il.

2.2 L’échantillonneur de Gibbs

La construction de I’échantillonneur de Gibbs (encore appelé dynamique de Glauber) n’est
possible que pour un espace d’état produit, E = F; £ F, £((¢ £ F, ou puissance E = F".
Cette méthode de simulation a été introduite par les fréres Geman ([37], [39]) a..n de résoudre
des problémes de reconstruction en imagerie. Pour simpli..er la présentation, nous supposerons
que E = F" est un egpace puissance ..ni. Rien n’est fondamentalement changé pour un espace
produit général E = ~,_,. | Fi de composantes F; ..nies.

Quelques notations : on dé..nit S = F1;2;¢6¢ ; ng comme I'espace des sites; E =FS =F"; F
I’espace des états en chaque site ; X = (Xj; i 2 E) une con..guration sur I’ensemble des sites (c’est
a dire un élément de E) ; pour une partie non vide A% S de I’ensemble des sites; xa = (Xj;i 2 A
)etsi A& S, x* = (x;;i 2 A) (de fagon simpli..ée, on notera x; pour Xgiget x' pour xM9). En..n,
on note %;(: j x' ) la loi conditionnelle a x' au site i :

. Ya(xj; X!

hi(xi jx') = W

WX = ,2F %(@;x') etant la loi marginale sur Snfig. On supposera connues explicitement
ces lois conditionnelles. Ainsi, le cadre dans lequel I’échantillonneur de Gibbs peut étre construit
est le suivant :
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Cadre requis pour I’Echantillonneur de Gibbs :
(1) E=F" (ou esp. produit)
(2) 8i 2 S, les lois %;(: j x') sont connues

2.2.1 Echantillonneur de Gibbs

Considérons la suite de visites 1 2 @ ¢¢¢ A (n j 1) @ n correspondant a un balayage
de I’ensemble des sites S. Soit x = (X;) une con..guration initiale, y = (y;) une con..guration
..nale. La transition P de I'’échantillonneur de Gibbs pour ce balayage qui fait passer de x a 'y
est dé..nie par :

Y
P(xy) = Vi (Yi J Y13 Y2: 008 Yigas Xiea; Xia2; 666 5 Xn)

i=1;n

Au i-ieme pas de ce balayage, on relaxe la valeur x; au site i en y; suivant la loi conditionnelle
Y j yn; 06t ;i1 Xiw1;¢6¢ 5 Xn) @ dans le conditionnement, les (i j 1) premiéres valeurs x ont
déja été relaxées, alors que les (n j i j 1) dernieres ne I'ont pas encore étées. Cet algorithme
est séquentiel ou asynchrone. Il se distingue fondamentalement des algorithmes simultanés ou
synchrones, ou paralléles que nous étudierons plus loin.

Proposition 2.1 Supposons que % > 0. Alors % est invariante pour P et P > 0. Plus preécise-
ment, pour " = infix %i(X; j X'), on a, pour tout X;y : P(x;y) . + ="" > 0. En particulier,
pour toute loi initiale ©, °PX ¥ % pour k ¥ 1.

Preuve : Q
Invariance de % : pour montrer que % est P -invariante, il sucCt de constater que P = ~,,5 Pj et
que % est Pj-invariante, P; correspondant au i-ieme pas du balayage. En eret, si deux transitions
P et Q admettant ¥ comme loi invariante, la transition composée P Q admet également % comme
loi invariante puisque Y(PQ) = (%P)Q = %Q = %. Montrons donc que % est invariante pour
P;. P; fait passer d’'un état u a un état v ou seule la coordonnée i a été relaxée, cela avec la
probabilité ¥;(vi j u');

o ” Yi(vi jub) siul = v
Pi(uiv) = 0 sinon

A v .xé, seules les con..gurations u ol u' = vi peuvent mener a v :

BWPi(u;v) = %(uis vVDYY%i(vi jv) = Ya(vi; v%iui j V') = Ya(v)

u Uj Uj

Ys est invariante pour P;. _
Régularité de P : pour chaque x, %(x) > 0. Donc, " = infizsx2e %i(Xi j X') > 0 : pour tout
X;5y2E,P(xy) . £="">0. o

Commentaires.

(i) Il su¢t que % soit connue a un facteur preés pour construire P : si %(x) = ce(x), la
probabilité conditionnelle %;(: j :) ne dépend pas de c.

(ii) P n’est pas Y-réversible bien que chaque P; le soit (une composition de transitions Y-
réversibles n’est pas nécessairement Yi-réversible, cf. exercice 2.6).

(iii) Tout autre balayage de S; %(1) ® %(2) A ¢t¢ A %(n) visitant tous les sites (3% est alors
une permutation de f1;2;¢¢¢ ; ng) donne le méme résultat. Il est facile de voir qu’on obtient le
méme résultat d’ergodicité pour un balayage de longueur N, visitant tous les sites, certains sites
pouvant étre visités plusieurs fois.
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(iv) On démontrera au chapitre 3 que I'on peut s’autoriser des balayages successifs qui
changent au cours du temps, la transition au k-iéme balayage étant P (k) : une condition su¢sante
d’ergodicité de la chaine inhomogene (P (k)) est que le k-ieme balayage satisfasse (iii), le nombre
N (k) étant uniformément borné en k.

(v) Dans la pratique, il parait raisonnable d’itérer environ 100 fois les balayages pour simuler
Y.

Exemple 2.1 Simulation d’un modéle d’lIsing

Considérons I’ensemble de sites consitués par la grille carrée S = f1;2;¢¢¢;ng?, F =
fijl;+1g;E = FS. Le modéle d’Ising aux 4-pjgs proches Misins (noté p.p.v.) est dé..ni de
la fagon suivante : notons pour x 2E, U(X) =h g Xi+ i XiXj, ou h; sont deux para-
metres réels, et h:; :i est la relation de voisinage aux 4-p.p.v. : pour i;j 2 S, hi;ji , ki j jk; = 1.
La loi % d’énergie U est dé..nie par

X X
wx) =Zitexpfh X+~ XiXjg (2.1)
i2s hi:ji
ouzZ=2zZkh; )= Py2E exp U (y) est la constante de normalisation qui fait de % une probabilité.
La condition de positivité de ¥ est bien Véri..ée et il est facile de s’assurer que la loi condigipnnelle
en i, dépend seulement des voisins @i = fj 2 S : hi;jig de i par l'intermédiaire de vi = j54; X;
(cf. le chapitre 4 sur les champs de Markov) :

Yi(Xi J X') = % (Xi j Xgi) = Z1H(h; 7 vi) expxi(h + Tvi)g

avec Zi(h; ;vj) =2cosh(h + vj). On notera que si la constante globale Z est incalculable (et
inutile dans la construction de I'algorithme), les constantes Z; sont explicites (et indispensables
pour la construction de I’algorithme).

La situation h = 0 donne une distribution ou toutes les marginales X; sont équidistribuées
sur F = fjl;+1g. Si de plus >0, il y a corrélation spatiale, d’autant plus importante que
~ est grand. Dans ce cas, on peut prendre * = (1 +¢e® )il; pour — = 1; " " 34 £10i% on
comprend que si la positivité de cette constante est essentielle pour assurer I’ergodicité, elle est
inopérante pour un réel controle de la vitesse d’ergodicité.

Exemple 2.2 Texture de niveau de gris et ©-modéle

Plus généralement, I’échantillonneur de Gibbs permet la simulation d’une large classe de den-
sités associées a un modeéle de Gibbs sur E = FN o0 F % R, par exemple F = f0; 1;2;¢¢¢ ; 2559

Y(x) = Ztexp U(x)

En analyse d’image, F est un ensemble de niveaux de gris; une modélisation classique de texture
de niveaux de gris est la suivante ( [40], [39]) :

X 1
UX) = uVa(X) ot Va(X) =  ©a(Xi i Xj), ©d4(U) = —g

- 1+(3)
hi;ji d
L’avantage de ces ©-modeles par rapport aux modeéles gaussiens est de permettre des contrastes
jXi i X;jj importants en des sites voisins, la ol un modele gaussien ne le permet pas (parce que
donnant un poids exp i (Xi i Xj)? trop faible). y et d sont deux parameétres qui réglent le type de
texture : des contrastes plus importants sont permis si d augmente, p contrélant la corrélation

spatiale. Pour ce modeéle, la loi conditionnelle au site i est
X
Vi § Xei) = Z1(xgi) expfi ©a(Xi i Xj)9
Jehizji
X X
avec Z(xgi) =  expfu ©a(xi i Xj)g
Xi2F Jehizji
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2.2.2 Echantillonneur de Gibbs a balayage aléatoire

Soit © une probabilité sur S. L’échantillonneur de Gibbs a balayage aléatoire correspond a
I’algorithme suivant : soit x I’état initial,

(1) ochoisit un site i, indépendamment du passé, suivant ©

(2) orelaxe la valeur x; en ce site en proposant y; suivant %;(: j x')
La nouvelle con..guration est y = (yi; x'). La transition Q associée est concentrée sur les chan-
gements en au plus un site :

> o o
Qxy) = <il(X' =y")ilyi]x")
i=1;n
Proposition 2.2 L’échantillonneur de Gibbs aléatoire est ergodique convergeant vers % des que
O et % sont > 0.

Preuve : Comme dans la démonstration précédente, il est facile de voir que % est invariante
pour Q. Montrons que Q" > 0. Soit " = infj.x %;i(X; j x');" > 0. Soient x;y 2 E arbitraires. Dans
le calcul de la transition Q"(x;y); il existe un choix de balayage aléatoire visitant successivement
tous lessites 1™ 27 3 ¥ (¢¢ A n, ceci avec la probabilité ©,°,¢¢¢°, > 0, la i-eme relaxation
changeant X; en y;. Notons ¢ = ©1°,¢¢¢°,. On obtient donc la minoration :

Y
Q"(xy) . ¢ Bi(Yi Y1 y2; 000 Yiai Xiei Xiae2i 060 1 Xn) L " >0
i=1;n

En fait, la minoration peut étre ad¢née puisque I’'argument est valable pour tout balayage
dé..ni par une permutation de f1;2;¢¢¢; ng. On obtient alors Q"(Xx;y) . &n!""; par exemple,
pour un balayage aléatoire uniforme de S, Q(x;y) . n!('—r;)“. <]

Comparaison des stratégies de balayages.

Amit et Grenander [4] comparent les stratégies de balayage pour le cas spéci..que gaussien (Voir
ci-dessous I’échantillonneur d’un loi continue sur RP) et pour le critére de la vitesse d’ergidicité
opn 1 Y. Ce contexte permet d’obtenir un contréle des valeurs propres de la transition d’un
balayage a partir de la covariance de la variable et de la matrice de visite des sites. Leur conclusion
est la suivante : (1) le balayage aléatoire semble préférable au balayage systématique ; (2) il existe
de mauvais balayages sytématiques. Cela ne permet pas pour autant de rejeter les balayages
systématiques périodiques : plus simples d’un point de vue algorithmique, ils sont probablement
edcaces si les sites successifs visités sont éloignés (ce que fait bien, en moyenne, un balayage
aléatoire).

2.2.3 Echantillonneur avec balayages synchrones

Une fagon d’accélérer la simulation est d’ecectuer les n relaxations simultanément et indé-
pendamment : on parle alors de relaxations synchrones ou simultanées. La transition R(X;y) est
donnée par :

Y .
ROGY) = %iyijx')
i2S
Soulignons la dieérence avec I’échantillonneur de Gibbs séquentiel : ici le conditionnement au site
esten (X1;X2; 00 ; Xi;1; Xi+1; Xi+2; ¢0¢ ; Xn) alors quil était en (y1;y2; €66 ; Vi 15 Xi+1; Xiw2; 606 ; Xn)
pour I'algorithme séquentiel.

Pour que ces relaxations soient réalisées simultanément, il faut disposer d’une machine a
architecture paralléle : un microprocesseur est attaché a chaque site i, i 2 S, ces processeurs
réalisant simultanément et indépendamment les relaxations x; @ y; suivant les lois %;(: j x').

Malheureusement, bien que R soit ergodique;¥% n’est en général pas invariante pour R et
cette méthode par parallélisation totale ne permet pas de simuler %. On a le résultat suivant :
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Proposition 2.3 Echantillonnage avec balayages synchrones.

La transition R est réguliére. Il existe donc une loi 2 telle que pour toute loi initiale ©,
OR"™ ¥ 1 En général, % nest pas invariante pour R, et donc 1 & Y%. 2 est appelée loi virtuelle
associée a Y.

Preuve : Pour " = infix %i(Xi j X'), infxy R(X;y) . "™ : R est réguliére. D’autre part, il est
facile de voir que % n’est en général pas invariante pour R (cf. exercice). o]

En général, on ne sait pas expliciter analytiqguement % : les relations entre 1 et la loi d’origine
Y+ ne sont donc pas connues. Dans I’'un des exercices, on étudie un cas particulier de modele d’Ising
(2.1) ou * peut étre explicitée : on constate que % et 1 sont trés dissemblables. Par exemple, si
les voisins de i pour ¥ sont les 4-p.p.v., ceux pour % sont les 4 voisins diagonaux. Ceci incite a
penser que loi virtuelle et loi d’origine sont “assez dixérentes”.

Simulation de % par parallélisation partielle.

On peut proposer des algorithmes partiellement paralleles pour la simulation de %. Pour préciser
cela, reprenons le contexte de I’exemple (2.1) du modeéle d’lIsing.

Sur S = f1;2;¢¢¢ ;ng?, n pair, considérons la partition en deux couleurs : S = B [ N,
B = fi = (iy;i2) t.q. i1 + i est pairg, N = SnB (dans le cadre ou S est un échiquier n £ n,
B est I'’ensemble des “72 cases blanches, N est I'ensemble des “72 casebnoires). Il est aisé de
voir que la loi dé(XB J Xn) (resp. de (Xn j XB)) est Pe(XB j XN) = jop %i(Xi J Xgi) (resp.
PO I XB) = o Y ] Xgi).

Considérons alors I’échantillonneur de Gibbs pour le balayage suivant de S : on commence
par visiter les “72 sites de N, puis on termine par la visite des “72 sites de B. Notons P la transition
de cet échantillonneur; puisque la relaxation des sites de N (resp de B) ne fait intervenir que
Xg (resp. yn),ona:

P(X;y) =Pn(Yn ] XB)PB(YB ] YN)

Cet échantillonneur réalise bien la simulation de %. Disposant d’une machine paralléle, cet al-
gorithme est réalisable en deux itérations, chacune exectuant “72 relaxations synchrones. On
dispose la d’un algorithme de simulation de ¥ partiellement paralléle.

Il est facile de généraliser cette construction pour un ensemble S muni d’'un graphe de
voisinage pour lequel il est possible d’obtenir une partition de S en k couleurs, avec les propriétés
d’indépendances précédentes. Si tel est le cas, on dispose d’un algorithme partiellement paralléle
réalisable en Kk itérations.

2.2.4 Echantillonneur de Gibbs sur E =R" (ou (R)")

Les résultats de Tierney [98] présentés au premier chapitre se mettent facilement en oeuvre
dans la situation suivante, I’absolue continuité étant dé..nie par rapport a la mesure de Lebesgue
sur E = (RY)" :

+ Y est une loi a densité %(x) >0

++ la transition P (x;y) admet une densité p(Xx;y) > 0 pour tout x;y 2 E.

t++ Y% est la loi invariante pour P:

Dans ce cas, la chaine de transition P est %-irréductible, apériodique et Harris récurrente. On
en déduit que, pour la norme en variation totale et pour toute loi initiale ©, °P" ¥ ¥,

Exemple 2.3 Simulation d’un vecteur gaussien

Supposons que F = R, la loi de X = (X1; Xy; ¢ttt ; X,) étant gaussienne de moyenne 0 et de
matrice de covariance 8, inversible. Si la moyenne est m, il su€ra de simuler une gaussienne de
moyenne 0 et de lui ajouter ensuite m.

L’échantillonneur de Gibbs de X consiste a visiter séquentiellement lessites1 @ 2 A ¢¢¢ A n,
la i-iéme relaxation se faisant suivant la loi conditionnelle (X j y1;¢¢¢ ; yiz1; Xi+1;¢¢¢ ;Xpn). Cette
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loi conditionnelle est gaussienne, explicitable lorsque Q = &1! I'est. La transition P (x;y) admet
donc une densité, positive partout, tout comme la densité de X. L’échantillonneur de Gibbs
fournit bien une simulation de %.

Rappelons que la loi conditionnelle au site i est donnee en fonction des coedcients (gjj) de

Q par:
i iyl il < il
Loi(Xi j x") » N1(iqjf GijXj ; Gt )
jijei
Dans le cas d’un champ gaussien et markovien (cf. chapitre 4), Q = §il prend une forme
simpli..ée, %i(x; j x') dépendant de x' par I'intermédiaire de Xgi, @i le voisinage de i pour le
graphe markovien. En particulier, gij & 0 , j 2 @i. Plagons nous sur S = f1;2;¢¢¢ ;ng? et
considérons la variable gaussienne X sur S de densité :
X X

_ N 1
w(x) =ZitexpU(x) ot U(X) = j > 'xQx, avec 'xQx =a  x?+bh XiXj
i2S Kijjk,=1
Si 2 <1, Qest dé..nie positive et
O b X 1
Loi(Xj j x") » N1(i— Xj; =)
aj:ki iik=1 a

Cette méthode de simulation peut étre comparée a la méthode classique. Soit 8 = T 'T une
décomposition de Cholesky de §, " un échantillon gaussien réduit de taille N = n? : alors, X =T"
est alors Ny (0; 8). Pour la décomposition de Cholesky et pour un champ sur f1;2;¢¢¢ ; 100g?,
8§ est de dimension 10% £ 10*. Pour la simulation par I’échantillonneur de Gibbs, il faut réaliser
100 balayages, soit 100£ 10* visites successives des sites, avec a chaque visite la simulation d’une
gaussienne, mais sans recherche de la forme de Cholesky de 8.

Exemple 2.4 Espace d’état mixte E = (= £ R)"

L’échantillonneur de Gibbs est aussi adapté a la simulation de modéle markovien a espace
d'état E = (@ £R)" mixte : & = f1;2;¢¢¢ ; rg est un espace qualitatif repérant le label _; du site
i, alors que R repére le niveau de gris X; en ce méme site i. Ces modeéles, tres utiles en analyse
d’images ou en théorie du signal, seront précisés au chapitre 4.

2.3 La dynamique de Metropolis-Hastings

Proposée par Métropolis en 1953 ([74]), I’algorithme a pris sa forme générale avec Hastings
en 1970 ([51]). A la dirérence de I’échantillonneur de Gibbs, I’algorithme de Metropolis-Hastings
(noté dorénavant M.H.) est utilisable sur un espace d’état E général (pour I’échantillonneur de
Gibbs, E doit étre un ensemble produit).

2.3.1 Construction de la transition de M.H.

Soit E = f1;2;¢¢¢ ; rg un espace d’état ..ni, % > 0 une loi sur E. Deux familles de lois sont
a la base de I'algorithme,

(i) Q une transition irréductible sur E, dite proposition de changement : Q(X;y) est la
probabilité de proposer le changement x A y

(ii) a: E £E 1]0;1] la fonction d’acceptation du changement : a(x;y) est la probabilité
d’accepter le changement x A y. On supposera que pour tout x, a(x;x) = 1 : si on ne bouge
pas, on I'accepte.
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L’algorithme de M.H. est alors le suivant : soit x I’état initial :
(1) on propose le changement x A y suivant Q(X;:)
(2) on accepte ce changement avec la probabilité a(x;y). Sinon, on ne modi..e pas la valeur

La transition P de cet algorithme est donc :
Y
X;y)a(x;y) si X &y
CY= Quux)+ yyex QUYL § a(xiy)] sinon 2

Il y a deux tirages aléatoires indépendants a ecectuer : le premier suivant la loi Q(x;:) sur E;
le second suivant une loi uniforme U sur [0;1] : si U  a(X;y), on accepte le changement x A y.
Sinon on reste en X.

Comme on peut le constater, a ce stade, Q et a sont libres de %. On va imposer a P d’étre
Y-réversible, auquel cas ¥ sera automatiquement P-invariante. Sous condition d’irréductibilité
et d’apériodicité, P sera alors ergodique, ®P" convergeant vers % pour toute loi initiale ©.

2.3.2 Yi-réversibilité de M.H. et ergodicité

La condition de réversibilité s’écrit :
8x;y 2 E;x &y 1 u(X)q(x;y)a(x;y) = ¥(y)a(y; x)aly; X) (2.3)

Puisque %2 >0eta >0, q(x;y) &0 , q(y;X) & 0:sous (2.3), Q est “faiblement symétrique”.
En d’autres termes, on peut aller de x vers y, si et seulement si on peut aller de y vers x. Ceci
est réalisé, par exemple, si Q est symétrique. Dans la construction de I'algorithme de M.H., on
commence par choisir Q; a devra donc Véri..er :

a(x;y) _ %(y)ay;x)
a(y;x)  %0acy)

r(x;y) (2.4)

On remarque que pour Véri..er (2.4), il su¢t de connaitre % a un facteur multiplicatif pres.
Donnons deux exemples de choix classiques de a. SoitF :]J0; +1.[ ¥ ]0; 1], une fonction véri..ant
la condition :

82=0:F(@)= zF(%)
Pour r dé..nie en (2.4), si a Véri..e :
a(x;y) = F(r(x;y))
alors a véri..e la condition de réversibilité (2.4).

Exemple 2.5 Dynamique de Barker, F(z) = 35 [8]

%(y)

/i()aty:x) Si Q est symétrique, a(X;y) = 7555y

a(X.Y) = Ty TR

Exemple 2.6 Dynamique de Metropolis, F (z) = minfl;zg[74]

a(x;y) = minfl, %g Si Q est symétrique, a(x;y) = minfi; nggg L’algorithme de Métro-
polis prend alors la forme suivante :

| Algorithme de Metropolis, le cas Q symétrique |
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i) Soit x I’état initial : choisir y suivant Q(X;:)

i) Si %(y) . “(X), garder y. Revenir en (i).

1) Si %(y) <¥%(x), tirer une loi uniforme U sur [0;1] :
2s5iU p= ng(;,garder y.

22 gi U =p, garder la valeur initiale x.

(iv) Revenir en (i).

Ergodicité de P.
Puisque a > 0, P est ergodique si Q est réguliére. De méme, P est irréductible si Q est irréduc-
tible. Restera a s’assurer de I'apériodicité de P.

Proposition 2.4 Ergodicité de I’algorithme de M.H.

Supposons que Q soit irréductible et que a véri..e la condition de réversibilité (2.4). L’ergo-
dicité de P, et donc la convergence °P" 1 ¥ pour toute loi initiale ©; est assurée sous I'une des
conditions suivantes :

(i) Q est réguliere.

(i) 9%p t.g. Q(Xo;Xo) > 0.

(iii) 9(xo;Yo) t.q. r(Xo;yo) < 1.

(iv) Q est symétrique et % n’est pas la loi uniforme.

Preuve : (i) est bien su¢sante puisque a > 0. Pour les trois autres conditions, montrons
gu’il existe Xp t.g. P (Xo; Xo) > 0. Cette condition garantit I'apériodicité de P. Sous (ii) ou (iii),
utilisant I’'expression (2.2) donnant P (x; Xx) en fonction de Q et de a, il est facile de voir que
P (Xo; X0) > 0.

Examinons (iv): Q étant irréductible, tous les états communiquent. Notons x » y si q(X;y) >
0 (» q(y;x) > 0). Puisque % n’est pas uniforme et que tous les états communiquent, il existe
Xo » Yo tels que %(xo) = %(yo). On a donc :

Yu(Yo)
Y(Xo)

P (Xo0;X0) . q(Xo;Yo)[1 i 1=0

2.3.3 Exemples
Exemple 2.7 Loi % issue d’une énergie U : %(x) = Z itexpU(x)

Si Q est symétrique, la dynamique de Metropolis dépend des ratios p = ngg =expfU(y) i
U (x)g et donc du signe de ¢U =fU(y) i U(X)g :si €U _ 0, on retient y; sinon, y est retenue

avec la probabilité exp ¢U. Notant a* = supf0; ag, la transition s’écrit pour x &y,

P(xy) = Q0 y)exp i[U(X) i UWI™:
Exemple 2.8 Dynamique d’échange de spins pour un modéle d’Ising

Considérons le modeéle d’Ising (2.1) sur S = f1;2;¢¢¢ ;ng?, la valeur du spin L2} i étant
xigg fil; +1g, la loi jointe sur E = fj1; +1g° étant donnée par I'énergie U(X) =h ;55 Xi +
 kiijk,=1 XiXj. Soit X une con.guration initiale.

On choisit la proposition de changement Q suivante : on commence par choisir au hasard
uniforme deux sites i et j de S; on propose alors la con..guration y identique a x partout a ceci
pres que les valeurs x; et x; ont été interchangées :

yfl;Jg = XfI;Jg;yi e Xj et yj e Xi
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Q est symétrique. U ne faisant intervenir que les interactions X;X; pour des sites voisins, ¢U (X;y)
prend une forme simple locale. Si les deux sitﬁ§ choisis pour la permutation des spins sont i et
J. il est facile de véri..er que, en posant vk =  |.j X1, On a:

Yo

CUY) = U(y) i UX) = (X5 i XD vy)si ki jk,>1

oG E XDV T V) T (K i xi)?si kigjk, =1

Un pas de I'algorithme de Metropolis d’échange de spins requiert donc :
(i) le tirage de deux lois uniformes indépendantes sur f1;2;¢¢¢ ; ng
(ii) le calcul de €U (X;y)
(>iii) Si €U (x;y) <0, le tirage d’une variable Z uniforme sur [0; 1], indépendante de (i) ; on
accepte la permutation des spins si Z < exp €U (X;y). Sinon, on ne permute pas les spins.
Soit x(0) la con..guration initiale au pas 0. La proposition de changement Q fait rester dans
I’espace des con..gurations
X X
Eo = EX(O) =fx2E t.qg. Xj = N(O) = X|(O)g
i2S i2S

A chaque proposition de changement, le nombre de spins d’un signe donné est invariant. Sur
Eo; Q est irréductible : en ezet deux con..gurations de Eqg se correspondent par (au moins) une
permutation de S et toute permutation est un produit ..ni de transpositions. D’autre part, si x(0)
n’est pas une con..guration constante et si & 0, % n’est pas constante sur Eg, la transition de
I’algorithme est apériodique. L’algorithme de Metropolis d’échange de spins est donc ergodique
sur Eg; fournissant une simulation de % jg,; la loi ¥% restreinte a Eg.

Exemple 2.9 L’échantillonneur de Gibbs a balayage aléatoire

L’échantillonneur de Gibbs & balayage aléatoire sur E = FS est un algorithme de M.H. pour
la dynamique de Metropolis suivante :

(1) Choisir un site i 2 S au hasard suivant la loi © (° > 0); la transition Q fait passer de
x = (xi;x) ay = (yi; x'), ol y;j est choisie suivant la loi %;(: j x).

(2) On retient toujours y : pour X et y du type précédent, a(x;y) = 1.
Ce choix correspond bien a la dynamique de Metropolis, a(x;y) = supfl; r(x;y)g; en ecet :

Obu(yi; XN %i(xi j X')
O(xi; XD (yi j x)

rexy) =

Exemple 2.10 Simulation sur un espace muni d’un graphe irréductible

Supposons que E (non nécessairement espace produit) est muni d’une structure de graphe G
symétrique, c’est-a-dire d’une relation de “voisinage” X > y symétrique pour x & y. On dé..nit
le voisinage de x comme V(X) = fy j y » Xg et on suppose que pour tout X, v(x) = jV(x)j >0,
ou jAj est le cardinal de A. On dira que le graphe G est irréductible si pour tout x;y 2 E, il
existe un chemin allant de x a y.

Considérons alors la proposition de changement uniforme de X vers I’'un de ses voisins,

2

siy »X
. = v(X)
106Y) 0 sinon

Q est une transition symétrique, irréductible si G est irréductible.

Exemple 2.11 Un probléme de coupe maximale d’un graphe
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Spéci..ons E et ¥ dans le contexte d’un probleme de coupe maximale d’un graphe. Soit
S = f1;2;¢¢¢ ;ng un ensemble de n sites, et w = fw;j;i;j 2 Sg un ensemble de poids reels et
symétriques sur S £S : pour tout i;j 2 S, wijj 2 R et wj; = wji. Posons E = P(S) I’ensemble
des parties de S, et pour A2 E,

X
UA) = Wij
i2A;J2A

Le probleme posé est le suivant : trouver A minimisant U(A). On utilisera pour cela un algo-
rithme de recuit simulé (cf. chapitre 3). Nous allons décrire ici I’algorithme de simulation de la
loi ¥~ suivante :

Ye(A) = Z () expfi” U(A)g

Le rapport entre la simulation de %~ et la minimisation de U est le suivant, c’est I’heuristique du
recuit simulé : I’ensemble M- des modes de %~ tend, lorsque ¥ +1, vers I'’ensemble M ou U
atteint son minimun. Ainsi, la simulation de % pour grand se concentre approximativement
autour de M.
Algorithme de Metropolis pour la simulation de Y.

(1) Les seuls changements autorisés sont A @ B ou B dicére de A en exactement un site;

deux cas se présentent :
1

*()B=A[fsgsi jAj<netsis2A ou
(i) B=Anfsgsi jAj_ 1lets2A

On remarquera que B @ A est possible si A @ B I'est : le graphe de communication associé
A » B est symétrique.

(2) On choisit s uniformément sur S : si s 2 A, on prend B = Anfsg; si s 2 A, on prend
B = A [ fsg. Dans ces deux cas, q(A;B) = %; sinon, q(A;B) = 0.
Q est symétrique et irréductible. Notons que Q n’est pas réguliere, puisque la ou elle n’est pas
nulle, elle change la parité d’un sous-ensemble. P P
p () Evalygr ¢U =U(B) i U(A) : pour (i), €U = ;o5 Wsj T joa Wis; Pour (ii), €U =

i2B Wis i jaa Wsj-

(4) Y est associée a I’energie j U. Donc, si €U 0, on garde B. Sinon, on garde B avec
la probabilitét p=exp j <¢U.

Q étant symétrique, I’algorithme est ergodique des que U n’est pas constante.

2.3.4 Quelques résultats généraux sur les transitions %-réversibles

Soit P une transition ergodique et Y-réversible sur E = f1;2;¢¢¢ ;rg, X = (Xo; X1; Xp;t¢¢)
une chaine homogeéne de transition P. Netpns 12(¥%:) = I%(1/4) I’espace des fonctions réelles dé..nies
sur E muni du produit scalaire hf;gi =  f(X)J(X)%(X). Pour toute loi initiale © et tout f 2 —,
on a [58] :

>
v(f;%;P)= lim Var(T i T (X¢)) existe et est indépendante de ©:
T =0

Proposition 2.5 Spectre d’une transition réversible et valeur de v(f;%;P)
(1) Si P est %-réversible et ergodique, P est auto-adjointe sur 12(%). P est donc diagonalisable
de valeurs propres réelles véri..ant

a=1< o ottt o gl
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.r = il correspondant au cas d’une chaine 2-périodique.
(2) Choisissons les vecteurs propres associés fe; = 1;e,;¢¢¢ ;e,g orthonormaux dans 12(%).
Alors :

K1+ k(P)

v(F;%; P) = —
ey L i ok(P)

hf; exi?, (2.5)

Commentaires :

(1) .- est appelée la valeur propre sous dominante de P : elle permet d’identi..er le facteur
de variance asymptotique v(f;%;P) dans le T.C.L. portant sur T i thiolf(Xt) et, pour ce
critere, permet de comparer deux transitions.

(2) %, = supfj,2j;j.rjg controle quant a lui la vitesse d’ergodicité puisque k°P" j Yk
CO(P)".

(3) Les controles explicites de 2 ou de %, sont en général impossibles. Des majorations et
des minorations du trou spectral (1 j .») de P sont données dans ([29], Ch. 6.11.4, p. 250).

Preuve : =
(1) Posant Ph(x) =  P(x;y)h(y), on Véri..e facilement, en utilisant la réversibilité pour la
deuxieme inégalité, que

X< X<
hf; Pgi = F(X)PT(X)u(X) = TP F(X)%(x) = hP F; gi

F)
(2) Décomposons f sur la base pre: f = i=1.r Qi€ ou a; = hf;eji. Si T est réelle, a; 2 R.
Ona:(i)%(f)=a; (i)P"F= -, ai ;'ei. On en déduit la covariance entre f(Xo) et f(Xn),
en régime stationnaire, et pour f réelle :

X X . X )
EFXo)f(Xn) = i, hfieii = .1 aif” = .18
izl i=1;r i=1:
— ><I 2 . — X 2 n
Var(f(Xo)) = aj, et Cov(fF(Xo); F(Xn)) = ai.;j
i=2;r i=2;r
On en déduit alors facilement (2). o

2.3.5 Comparaison de dicérentes dynamiques de M.H.

Dé..nitions et résultats préliminaires.

Fixant la transition de proposition, on va comparer les dynamiques de M.H. correspondant a
des choix dieérents de la fonction d’acceptation a.

Si P et Q sont deux transitions sur E = f1;2;¢t¢ ;rg, on dit que P domine Q en dehors
de la diagonale (on note P A Q) si pour tout i & j, pij . Gij. Soit % > 0 une loi sur E. Un
opérateur M sur — = RE (c’est a dire une matrice r £r) est positif si pour tout f 2 —,

X
|’l|\/|'|:;'|:i1/,1 = Mijfifjl/zli - 0
1]

avec (MT); = Pj Mijfj.

Le résultat suivant est di a Peskun [82]. Il permet d’établir I'optimalité de la dynamique de
Metropolis dans la famille des dieérents choix possibles de a (2.4) conduisant a une transition P
réversible (a Q ..xé), optimalité pour le critére de la plus petite variance v(f;%;P). Ces résultats
ont été généralisés par Tierney [100] dans le cas d’un espace d’état général.
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Proposition 2.6 Soient P et Q deux transitions Y%-réversibles telles que P A Q.
(1) (Q i P) est un opérateur positif. En particulier :

Covp (F(Xo); F(X1)) Covo(f(Xo); F(X1))

(2) Pour tout f 2 —, v(F;%;P)  v(F;%; Q).

(3) En particulier, _o(P) .2(Q).

Preuve :

(1) Posons, pour #j; la fonction de Dirac, hijj = %i(zij + pij i Gij)- h . Oet

2 P .
p Dii = %i (P et Q sont des transitions)

ihij =%; (P et Q sont Y%-réversibles)

En particulier, hjj = 1. On a la suite d’égalités :

ij

_ > >
hQ i P)F; fi, = @@ij i pipfifi%i =  [Yasij i hijlfif;

’ >
= f-21/4i i fifj hj

La relation entre les covariances est une conséquence directe de cette positivité en prenant f
centrée.

(2) cf. [82], [58].

(3) D’apres (2) et (2.5), et choisissant f = e,(P),

py o L+.2(P) K1+ «(Q e (niz 1T -2(Q)
VEER ST e T @O Q)
puisque ., »(Q) . .k(Q) pour k _ 2 et kep(P)kZ = 1. o
Conséquences.

(1) Optimalité de la dynamique de Metropolis.
Fixons la transition de proposition Q. Les choix de la probabilité d’acceptation a rendant la
transition de M.H. P réversible sont ceux pour lesquels

%(y)Q(y; X)
H)Q(XY)

la dynamique de Metropolis correspondant au choix ay (X;y) = minfl; r(x;y)g. Donc,
Y

sir(x;y) <Lam(x;y) =r(xy) . alx;y)
sir(x;y) . Lam(xy)=1_ a(x;y)

a(x;y) = a(y; X)r(x;y) ou r(x;y) =

Six&y,
Pm (X y) = QX y)am(X;y) . Pmr(Xy) = Q(X;y)a(x;y)

Pour le critere de la variance v(f; %;P), la dynamique Py, de Metropolis est optimale.
(2) Amélioration de I’échantillonneur de Gibbs : Gibbs Métropolisé [70].
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Dans I'échantillonneur de Gibbs a balayage aléatoire, imposons le changement (si le site i
est choisi pour la relaxation) x = (xj;x') ¥ y = (y;;x"'), pour la loi %;(: j xX') avec y; & X;. La
probabilité de transition est

Yi(yi j x')
P1(X;y) = Oi—— "~
106Y) =i i (i jxh)

Pour I'échantillonneur de Gibbs Métropolisé et les mémes propositions de changement x @ y

oy WalyijxY)
106Y) =1 i %i(xij xt)
(si F = fa; bg est a deux états, on change systématiquement x; en I'autre valeur). On acceptera
y avec la probabilité
: L ik ) xY)
am (X y) = minfl; r(x; =minfl, ——————=
m (X y) (X y)9 11 %01 %)

Pour un balayage aléatoire et pour X &y, la transition est

Yiyi j X)) . %ilyij XY
i V(i jxD)T L Yidyi jxP)

P, domine Py : I’échantillonneur de Gibbs Métropolisé est préférable a I’échantillonneur de Gibbs
habituel.
Comparaison des algorithmes de Gibbs et de Metropolis.

Lorsque E est un espace produit, on peut dé..nir simultanément I’échantillonneur de Gibbs (G)
et I’algorithme de Metropolis (M). Plus généralement Frigessi et al [33] étudient la famille des
algorithmes Y-réversibles relaxant les con..gurations site par site, et ils en comparent les valeurs
propres sous dominantes %,. Pour un balayage aléatoire, les auteurs établissent que %, = .2
pour les deux algorithmes. lls montrent que si la relaxation de Metropolis est itérée deux fois
(ou un nombre pair de fois k) en chaque site (algorithmes (Mk)), (G) est préférable & (Mk).
La description compléte de ces algorithmes de relaxation site par site pour le modéle d’Ising est
proposée en exercice.

9. Oitilyi j x') = Pu(x;y)

Pa(X;y) = ©; minf1

2.3.6 Algorithme de M.H. pour un espace d’état général [98]

Soit un E un espace d’état général, . une mesure de référence sur E. Typiquement, E = RY
et , est la mesure de Lebesgue. On étudiera aussi le cas d’espaces du type E = ©g=1.yRY dans
le contexte de la simulation des processus ponctuels de Gibbs, N correspondant a un majorant
du nombre de points de la réalisation du processus. Soit % la loi a simuler : on suppose que Y%
admet une densité par rapport a _, encore notée % et que %(x) > 0 pour toute con..guration X.

Considérons alors Q une transition de proposition a densité q, Q(x; dy) = q(X;y). (dy). Pour
les choix y possibles (c.a.d. tels que q(x;y) > 0), le ratio de M.H. est

%u(y)a(y; X)
HAa(x;y)

Par exemple, la dynamique de Metropolis est associée a la probabilité a(x;y) = minfl; r(x;y)g.
De facon plus générale, pour une probabilité a assurant la condition de réversibilité (2.4) et en
posant p(x;y) = q(x;y)a(x;y) si X &y, 0 sinon, la transition de M.H. est

Z

P(x;dy) =p(xy).(dy) +[1 i p(x;2),(dz)]t«(dy)

rexy) =
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Y4 est invariante pour P. Il faut donc s’assurer de la Y%-irréductibilité et de I’apériodicité de P
pour avoir la convergence

8x2E, kP"(x;)) i %()ky7 ¥ O

Le fait que la convergence ait lieu pour tout x tient au fait qu’une transition de M.H. est Harris
récurrente (cf. Corollaire 2 de [98]).
Si Q est Y-irréductible, P I'est aussi. Une condition su¢sante d’apériodicité est
Z

Jxlg p(x;z).(dz) >0g =0

C’est a dire, sur un ensemble de _-mesure > 0, on ne change pas la con..guration avec une
probabilité > 0.

Exemple 2.12 Simulation d’un Processus Ponctuel de Gibbs sur S = [0; 1]

Nous présenterons au chapitre 4 les processus markoviens d’objets. Lorsque les objets sont
réduits & un point de RY, on parlera de processus ponctuels. Nous présentons ici ces processus
ponctuels ainsi que leur simulation.

Un processus ponctuel (noté par la suite P.P.) sur S = [0; 1]? est une variable aléatoire qui
prend ses états x dans I’espace exponentiel des con..gurations E = [n_oS". Si X = (X1; X2; ¢¢¢ ; Xn),
il y a n =n(x) points de S dans la réalisation du P.P., I'ordre d’énumération des points étant
gardé (il y aura donc chaque fois n! réalisations équivalentes ). Pour une présentation générale
des modeéles de P.P., on pourra consulter ( [14], [94]).

Le P.P. (la mesure) de référence est le P.P. de Poisson (P.P.P.). Le P.P.P. d’intensité 1 sur S
est caractérisé par :

() la probabilité qu’il y ait n points dans la réalisation est (n! £¢)i*.

(ii) s’il y a n points, ceux-ci sont répartis au hasard uniforme sur S.

Ainsi, la densité du P.P.P. est

> =
! W dxq dxs ¢ttt dxn

p(x)=€
n_0

=

Une facon classique de dé..nir d’autres P.P. est de dé..nir leur densité par rapport au P.P.P..
Soit U : E ¥ R une fonction d’énergie invariante par permutation des coordonnées de x (U(X) =
U (%(x)) pour toute permutation % des coordonnées de x), véri..ant la condition d’admissibilité,

> 12
Z= — expU(X)dx < 1
n.o N yogn

Alors la densité f(x) = ZilexpU(x) dé..nit un P.P. sur S. Par exemple, U(x) ~ 0 redonne
le P.P.P. de paramétre 1, U(x) ~ a celle du P.P.P. d’intensité e?. Présentons quelques modéles
classiques.

Exemple : Modéle uniforme a noyau dur (Hardcore model)
Soit r > 0 un rayon ..xé. Un processus a noyau dur est un P.P.P. conditionné au fait que deux
points quelconques de la réalisation sont toujours a une distance _ r. La densité d’un tel modéle
est, si X = (Xg; X2;¢¢¢ ;%) :

f(x) =c1(8i & j,kx; i xjk _ 1)

Par exemple en écologie, ce conditionnement traduit I’existence de zones d’infuence des plantes
situées aux sites x;. En physique, on parle encore de modéle de spheres non-pénétrables : il existe
un rayon d’encombrement irréductible.
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Exemple : Modéle de Strauss
Pour une réalisation a n = n(x) points et pour deux constantes réelles a et b, le modéle de
Strauss (Strauss, [95]; [87]) est un modele d’énergie

U (x) = an(x) + bs(x)

ou s(x) = Pi&j 1(kx; i Xjk <), pour une valeur donnée r. Il s’agit d’'un modele de Gibbs de
potentiels de singletons ©f;;(X) = a, et de potentiels de paires ©g;.jo(X) = bl(kx; § Xjk < ).
a est un parametre d’intensité, et b un paramétre d’interaction. Sous forme exponentielle, la
densité est

f(x) =i ") gvec a=log~ eth=log®

Sionimposen(x) N < 1, U estadmissible. Sans borner n(x), U est admissible si et seulement
sib 0(° 1) ([63]). Pour © =0, on retrouve le modele a noyau dur, © =1estle P.PP,°>1
(et n ..xé) favorise les con..gurations d’agrégats, alors que © < 1 favorise des con..gurations plus
régulieres.
Exemple : Modéles d’interaction d’aires (cf. Chapitre 4)

Ces modeles, d’une utilisation plus souple que le modéle de Strauss, ont été introduits par
Baddeley et van Lieshout [6]. Soit x = (X1;X2;¢¢¢ ;x,) une réalisation. Placons des disques de
rayons r centrés en x;, i = 1;n. Notons A(x) I'aire de la réunion de ces disques. Les modéles a
interaction d’aires ont pour densité

f(X) =7 il—n(X) o A(X)

Ces modeles sont admissibles sans limitation sur © >0 :  régle I'intensité et © discrimine entre
les situations plus réguliéres (° < 1) et celles avec formation d’agrégats (° > 1).
Ces dicérents modéles de P.P. gibbssiens se prétent bien a la simulation par dynamique de
Metropolis ([78], [48], [34]). On examinera séparément la situation ou n(x) = n est ..xé ou non.
(1) Dynamique de Metropolis : le cas n(x) = n ..xe.
f(x) est concentrée sur E = S". Soit E* = fx 2 E; f(x) > 0g le support de f.

| Simulation d”un Processus Ponctuel |

(i) Proposition de changement : soit x = (X1;Xp;tt¢ ;X)) 2 E*
2 Choisir ~ =x; 2 x avec la probabilité uniforme %:
22 Remplacer ~ par » choisi uniformément sur S*(x;")
ou S*(x;7) est tel que F((xn") [») >0 ou (xn") [» = (xnf"g) [ f»g. La proposition
de changement est

XxXBy=xn)[»

1

Si E=E™, la densité de transition est, pour x A y, q(x;y) = S 0 sinon.

(i1) Accepter y avec la probabilité a(x;y) = minfl;%g. Sinon, rester en Xx.
La transition de Metropolis est ergodique dés que g est irréductible et apériodique. Ce qui
est assuré si ¥ > 0 partout. En n pas, on peut passer de tout x a tout y et puisque a > 0, la
chaine est apériodique. Il peut exister des situations ou g n’est pas irréductible (cf. exercice).
(2) Dynamique de Metropolis : le cas non-contraint.
Pour simpli..er la présentation, on supposera que E = E™. E est de dimension variable. On dira
que la densité f du P.P. est héréditaire si pour x 2 Eet»2S,: f(x[») >0 f(x) >0.
(i) Proposition de changement : soit x 2 E
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2 Avec une probabilité p(x); on ajoute un point » choisi sur S avec une densité b(x;:) :
y=x[»

2 Avec la probabilité 1 j p(x), on retire I'un des points ~ de x avec la probabilité d(xn”; "),
“2X:y=xn":

Cela laisse un trés grand choix pour la transition de proposition.
(ii) La probabilité d’acceptation de y est a(x;y) = minfl; r(x;y)g ou

. _ f ») 1ij d(x;» - _
r(X’ X [ ») - ?E)I(:)) [!)(pX()X) bg)):;»; Sty =X [ »

r(&Y) = oy S1Y = xn” avec ~ 2 X

Par exemple, si p(X) =1 j p(x) ~ % si b(x;») ~ é et d(x;») = % sin(X) =n,ona

roox [») = 52 Bsiy =x[»
vy = f Cv = n
rex;y) = %j—&sw—xn, 2 X

L’irréductibilité de q est assurée : pour X ety deux états de E, il existe un chemin de longueur
n(x) + n(y) joignant x ay; il su¢t en exet de passer de x a la con..guration vide ;, et ecacant
les n(x) points de x point apres point, puis, depuis la con..guration vide, de faire apparaitre
progressivement les n(y) points de y.

2.4 Exercices

Exercice 2.1 Loi jointe et lois conditionnelles

(1) Une loi jointe positive est caractérisée par ses lois conditionnelles.
Soit 4> 0 une loi sur E =F; £ F, £¢t¢ £ F,, chaque F; étant ..ni. Soit !; un état de référence
pour chaque Fj, ! = (1;). Véri..er que la loi jointe peut étre reconstruite a partir de ses lois
conditionnelles sur la base de I'identité

Yi(Xi J 115000, Vig1; Xi+1; Xn)

g
1 =1 1
A9 = () Yii(ViJ Tq5000; Vig1; Xiw1; Xn)

i=1

(2) En général et sans contraintes, une famille de n lois conditionnelles ne se recolle pas en
une loi jointe.

Soit F; = f1;2;6¢¢ ;myg et F, = F1;2;¢6¢ ;mpg, my et my > 2. On se donne des familles
de lois (X jY =y) et (Y j X = X) respectivement sur F; et sur Fo, poury 2 F, et X 2 F;.
Evaluer la dimension paramétrique de ces deux familles s’il n’y a pas de contraintes. Quelle est
la dimension d’un modele joint (X;Y) général sur E £ F ? Conclusions.

Exercice 2.2 Echantillonneur de Gibbs pour un processus bivarié a composantes binaires

Soit S = f1;2;¢6¢ ;ng? le tore bidimensionnel, muni de la relation aux 4-p.p.v., relation
prolongée par périodicité. On considére sur S le processus bivarié Z; = (X;:Y;) 2 0;1g%;i 2 S
de loi de Gibbs

) > <
Yz) = Ziexp[ ©1(zi)+  ©a(zi;zj)] avec
i2s hizji
©1(zi) = O®x;+ Vi~ °Xiyi et ©2(zi;zj) = £xiX;j + "Yiyj pour hi;ji
(1) Déterminer les lois conditionnelles suivantes : %;i(zi j z'), %+(xi j x';y) et %2(yi j X; y').

(2) Construire un échantillonneur de Gibbs utilisant les deux familles %} et %2; i 2 S. Etablir
I’ergodicité de cet échantillonneur.
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Exercice 2.3 Simulation d’un processus gaussien bivarié

Dans le méme contexte que I’exercice précédent, on veut simuler la loi gaussienne bivariée
sur S de densité

o X, . =X 1
WZz)=Z"vexpif (Xf+yi)+ (Xiyj +X5yi)g, | J < 5
i2S hi;ji

Déterminer les lois conditionnelles %i(zi j z'), % (xi j X';y) et %2(yi j x;y'). Proposer deux
procédures de simulation.

Exercice 2.4 Engendrer une permutation aléatoire [20]

On veut engendrer une permutation aléatoire de loi % uniforme sur I’ensemble E = 8§, des
permutations de f1; 2;¢¢¢ ; ng. Montrer que la transition P sur E qui permute deux indices i et
J choisis au hasard est %-réversible. En déduire une facon de tirer au hasard une permutation.

Exercice 2.5 Chaine de Markov de champ de Markov ou dynamique spatio-temporelle

On considere S = f1;2;:::;ng, F = f0;1g et la chaine homogéne X = (X(t);t _ 0) sur
E = FS de transition

X
P(X(til;x(®) = Z(x(til)itexp xi(D®+ vi(t) + °wi(t i 1)] avec
i2s
Vi() = Xija(t) +Xier () et wit i 1) =Xiza(ti 1) +xi(t i 1) +Xiwa(ti 1)

avec la convention zi =0sii 2S.
(1) Comment simuler une telle dynamique par échantillonneur de Gibbs? Ecrire les lois
conditionnelles qui interviennent.

(2) Réaliser cette dynamique pour ® = j = 2 et n = 100. Etudier I’évolution des taches
Nt = fi 2 S : Xj(t) = 1g en fonction du paramétre °.
(3) Proposer un modeéle analogue sur S = f1;2;::: ;ng? et le simuler.

Exercice 2.6 La composition de transitions %-réversibles n’est pas automatiquement Y%-réversible

(1) Soient P et Q deux transitions %-réversibles sur E ..ni. Démontrer que 8X;y

HOAPQ(X;y) = %(y)QP (y; X)

(2) Déterminer la forme explicite de I’échantillonneur de Gibbs P = P,P, dans le cas F =
f0; 1g et S = f1; 2g (deux balayages), pour une loi % générale a trois parameétres. En déduire qu’il
existe ¥ telle que P1P, & P, Py, et donc que I’'échantillonneur de Gibbs n’est pas Y-réversible.

Exercice 2.7 Echantillonnages asynchrone et synchrone d’un modéle d’Ising

Réaliser les échantillonneurs .glg Gibbs asynchrone (ou séquentiel) et synchrone pour le mo-
dele d'lsing %(x) = Zitexp™ ;i %iXj, = 0:2;0:5;1, sur le tore bidimenssionnel S =
f1;2;¢¢¢ ;Ng%;, N = 64, muni du graphe de voisinage aux 4-p.p.v.. Comparer les deux types
de réalisations. Calculer la corrélation empirique a distance 1 pour I'une et I'autre des simula-
tions et véri..er que pour la simulation synchrone, celle ci est nulle.

Exercice 2.8 Simulation d’'un modéle d’Ising par la dynamique d’échange de spins

Dans le méme contexte que I'exercice précédent, réaliser la simulation du modele d’lsing
par échange de spins, la con..guration initiale étant équilibrée entre les deux spins +1 et j1.
Calculer la corrélation empirique a distance 1. Comparer cette simulation a celle obtenue par
échantillonneur de Gibbs séquentiel.
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Exercice 2.9 Echantillonneur de Gibbs gaussien : une approche directe [112]

Reprenons les notations du paragraphe relatif a la simulation d’un vecteur gaussien % >» N (0; 8),
de matrice de covariance inverse Q = 8i! = (g;;). Considérons la situation de balayages pério-
diques 1@ 27 ¢¢¢ A ndeS. Si X(k) est I'’état au temps k, et X(k + 1) celui au temps k + 1
apres relaxation au site i = i(k), on a

1 X 1
Xi(k +1) » N(i—__ qinj(k);—__)
Qii jei Qii

Si on se donne un état initial X (0) = x(0) 2 R", X (k) est un vecteur gaussien pour tout k. Il
su¢t donc de montrer que la moyenne M (k) et la variance 8(k) de X (k) tendent respectivement
versOet 8 lorsque k ¥ 1.

Soient A; =1 j Bj ou Bj est la matrice n £ n avec toutes ses lignes nulles sauf la ieme ligne
valant qiiil(Qil;Qiz;¢¢¢ ;Qin). Soit S la matrice n £ n a coe¢cients tous nuls sauf le terme (i;i)
égal a gil.

(1) Véri..er que (Xi(k +1) j X(k)) » N (AiX(k); Si). En déduire que :

M (K + 1) = AjggM (K) et 8(k + 1) = Siu) + Aigo 8(K)'Aig
(2) La loi % étant invariante pour un pas de I’échantillonnage, en déduire que
§(k+1) i 8=ApEK i8Aw
Ainsi, I’ergodicité de I’échantillonneur de Gibbs sera assurée par la convergence
AK) = AigoAixin ttAj ¥ Opourk ¥ 1

(3) Soit hx;yig la norme induite par Q, k:kQ la norme matricielle correspondante. Mon-
trez que pour ce produit scalaire, A; et B sont des projecteurs orthogonaux. Démontrer que
kA(n)kg % < 1. En déduire I'ergodicité de I'échantillonneur de Gibbs.

Remarque : ce résultat s’étend a des balayages non nécessairement périodiques, a condition
que chaque balayage recouvre S et que le nombre de pas d’un balayage soit borné [112].

Exercice 2.10 Echantillonnage synchrone, loi virtuelle * associée a %

(1) La loi virtuelle * dicére en général de %. Soit F = f0; 1g et S = f1;2g et % dé..nie sur E
par : %(0;0) = %(1;1) = 0:1 et %(0; 1) = %(1;0) = 0:4. Expliciter le noyau de Gibbs asynchrone
P et le noyau de Gibbs synchrone Q. Véri..er que %Q & %.

(2) Explicitation de la loi virtuelle pour le modele d’Ising aux p.p.v..

Dans le contexte suivant, on va pouvoir expliciter la loi virtuelle . % est un modéle binaire a
états f0; 1g sur S = f1; 2;¢¢¢ ; ng munie d’un graphe de voisinage h:;:i; de densité

i X
w(x) =Zilexp XiXj
hiji
(2.1) Véri..er que la loi conditionnelle en i est

exivil) _ X
ou vj(x) = Xj
Jehizji

Yo (xi j x') = T+ o)

(2.2) Déterminer le noyau d’échantillonnage synchrone Q. Véri..er que la loi *

Y
10 =it [L+en0)
i=1
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est invariante pour Q ( Q est méme 2-réversible).
(2.3) Véri..er que la loi * est markovienne, avec pour ensemble de cliques
C=1T@i="Fj 2S:hi;jig;i 2 Sg

Exemple : soit S = f1;2;¢¢¢ ;Ng2 le tore bidimensionnel, N pair, et hi; ji la relation aux 4-p.p.v.
prolongée par périodicité. Comparer les graphes de Markov de % et de L. Véri..er par exemple
que si 1™ (resp. 11) est la loi marginale de  sur S™ = fi = (iy;iy) 2 S, iy + iy pairg (resp.
Si =SnS™), alors + =1* —1i,

Exercice 2.11 Echantillonneur de Gibbs métropolisé

Montrer que la transition P de I’algorithme de Gibbs Métropolisé est % réversible et irréduc-
tible. Véri..er que P2(x;x) > 0 et caractériser les con..gurations X t.q. P (x;x) = 0. En déduire
que P est apériodique dés que % n’est pas la loi uniforme.

Exercice 2.12 Dynamique générale de relaxation site par site [33]
Soit F = fj1;+1g; S = f1;2;¢¢¢ ;ng? le tore bidimensionnel, hi; ji la relation aux 4-p.p.v.,
avec conditions de bords périodiques et
X
Wx)=Zitexp™  XiXj
hisji

On va examiner les dynamiques issues de transitions Ps ou seule une relaxation est exectuée
ens: Ps(x;y) =0si x°&ys. Pour s2 S on note m , m(s) le nombre de spins positifs parmi
les quatre voisins de s. On impose :

(i) d’'une part, que Ps ne dépend que de m

Ps(X;y) = Ps(Xs ¥ ys j M) pour Xs =Ys
(ii) d’autre part, la symétrie suivante vis-a-vis de la transformation x A jx
Ps(iXs ¥ jysj4im)=Ps(Xs ¥ ysjm)

(1) Quelles sont les valeurs possibles de m. Montrer que Ps est entiérement déterminée par
les cing paramétres suivants :

as = Ps(il ¥ +1ljm=4)etaz=Ps(+1 ¥ jljm=4)
ap = Ps(j1l ¥ +1jm=3)etay=Ps(+1 ¥ j1jm=23)
a = Ps(+1 ¥ jljm=2)

(2) Montrer que Pg est %-réversible si et seulement si
az=asexp(i8 ) eta; =aexp(i4 )

On supposera ces deux conditions véri..ées et on note a = (ag; ay; a4) 2]0; 1]° les trois para-
meétres dé..nissant la dynamique.

(3) Indiquer les valeurs de a = (ag; az; a4) pour les algorithmes suivants : (i) L’échantillonneur
de Gibbs; (ii) I’échantillonneur de Metropolis.

(4) Montrer que la dynamique associée a une telle transition Ps pour un choix aléatoire
uniforme de s est ergodique.

Exercice 2.13 Diverses transitions de proposition de changement pour la simulation d’une
N (0; 1) [43]
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Le but de cet exercice est de mettre en évidence I'intuence prépondérante du choix de la
transition de proposition de changement q(x ¥ y) dans la dynamique de Metropolis ainsi que
de la valeur initiale Xo. On veut simuler une loi % >» N (0;1). Pour cela, on choisira comme
propositions de changement :

() q(x;:) » N(x;0:5) et xo = j10
(i) q(x;:) » N(x;0:1) et xo =0
(i) g(x;:) » N(x;10) et xo =0

La probabilité d’acceptation de y est celle de la dynamique de Metropolis :

%(y)q(x;y)
" H(x)a(y; x)

Pour chacun de ces choix, représenter graphiquement la trajectoire fx;, 0 t 500g. Evaluer
la probabilité de non-changement dans I'algorithme de Métropolis. Tester la gaussianité des
réalisations et la rapidité a entrer dans le régime stationnaire N (0; 1).

a(x;y) = minfi,

Exercice 2.14 Comparaison des variances de moyennes pour deux dynamiques de M.H.

On a vu que pour deux dynamiques P et Q de M.H. t.q. P AQ,

1 X 1 X
Varp (3 X)) Varglz  FOX)

pour T =1letlorsque T ¥ 1. Comme le montre I’'exemple suivant [100], ceci n’est pas vrai en
général pour d’autres valeurs de T .
Soient les deux transitions symétriques sur I’'espace E a 4 états :

1 O

o

&

P et Q sont Y%-réversibles pour % = (3; 3: :3) et P A Q. Pour f = Y(1; j1; §3;3), Véri.er que

o O s i

Yo
15:4 pour R=P

Varr(fXo) + F(X) +F(X) = e \orrR=0

Exercice 2.15 Processus Ponctuel : un cas ou Q n’est pas irréductible

Sur [0; 1], et pour n(x) ~ 2, déterminer pour un processus a noyau dur la valeur maximale
ro de r . Montrer que pour " > 0 petitet r = rp j ", la transition de proposition q proposée
pour la simulation d’un P.P. n’est pas irréductible (proposer deux con..gurations a deux points
qui ne peuvent communiquer entre elles).

Exercice 2.16 Dynamique de Metropolis pour le P.P. de Strauss

Mettre en oeuvre la simulation par dynamique de Métropolis d’un processus de Strauss a
n(x) = n = 50 ..xé (seul le paramétre b (ou °) est infuent) et pour r = 0:05. Examiner les
con..gurations de simulations pour © = 0:01; 0:5, 1, 2, 10.
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Chapitre 3

Chaine inhomogene et recuit simule

Une chaine de Markov inhomogéne sur un espace d’état ..ni E est un processus de Markov
dont la probabilité de transition a I'instant k dépend de k

P(Xk+1 =] X = 1) = P(i;])

Une chaine inhomogene est donc caractérisée par sa loi initiale © et la suite de ses transitions
(P)k_o. La loi de (Xo; Xg;¢¢¢;Xp) est
A
P (Xo = Xo; X1 = X1;¢6¢ ; Xn = Xn) = °(Xo) Pr(Xk; Xk+1)
k=0

la loi de X, étant donnée par le produit matriciel ©PoP1¢¢¢ Py 1.

Utilisant la notion de coeccient de contraction d’une transition P (Dobrushin [26]; [92],
[47], [106]), nous commencerons par établir des critéres d’ergodicité pour une chaine de Markov
inhomogeéne.

Ensuite, nous présenterons la méthode et les résultats du Recuit Simulé. On montrera qu’a
un probléme d’optimisation général :

Optimiser U : E j* R

peut étre associé canoniquement, pour un schéma de température (Tyx) convergeant vers 0 et une
dynamique donnée, une chaine de Markov inhomogene se concentrant sur les états réalisant le
maximun de U. La recherche du maximun de U est alors liée de I’étude de I’ergodicité de cette
chaine inhomogene.

3.1 Coeccient de contraction de Dobrushin

3.1.1 Préliminaires

Commencons par établir quelques propriétés préliminaires. Soit * une mesure sur E. La
norme en variation de 1 est dé..nie par

X
kik , (X)) = k*k,
X2E
On a la propriété,

41
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Proposition 3.1 Se;ent 1 et © deux probabilités sur E. Alors :
(D kT i°k=2 (FX) i°X))" =2supaye(*(A) i °(A) 2
(@ Kok =217 ipF00:°()g)
(3) kT i °k=suppjnj 1] hOY(X) i °(X))i
En particulier, deux probabilités sont étrangeres si et seulement si k* j °k = 2.
Preuve :
(1) Soit A=1Fx:1(x) . °(X)g; B = EnA. 1 et © étant de méme masse,

> > > 1
CicoN=i (CIi°tN= () i°0)" =3k ik

X2A x2B X2E
@
1 < < < < )
Sktick= () 1°0)= )i )i °)=1i inffr(x);°(x)g
X2A X2E x2B X2A X2E
® _ _
> ->< -
ktick= ) i°0). max- h(Xx)(*(X) i °(X))-
X2E Jhj 1 X2E
Pour I'égalite, choisir h(x) =signe(*(x) i °(x)): o

L’oscillation d’une fonction f: E ¥ R est dé..nie par :
£(f) = sup jf(x) i F(y)i=supf j inff
Xy2E E E

. P
Soit 1(F) =, F(X)1(X):
Proposition 3.2 Soient 1 et © deux probabilités sur E; f: E ¥ R. Alors,

0 i oM Ok i o
Preuve : Soit m un réel .xé. 1 et © étant de méme masse totale, on a :
pEieOI=rEim i im)y ki °kEmaxjf(x) i mj
Il su€t alors de constater que dans le terme majorant, maxyog jF(X) § mj est obtenu pour
m = 3 (supg f +infg F) = J+(f). o
3.1.2 Coeccient de contraction et ergodicités

Coeccient de contraction.

Soit P une probabilité de transition sur E. Le coe€cient de contraction de P est dé..ni par
1
c(P) == max kP(x;)) i P(y; )k (3.1)
2 X;y2E

On a toujours 0  c(P) L1 c(P) = 1siil existe x;y 2 E tels que P(x;:) et P(y;:) sont
étrangéres (c’est a dire a supports disjoints). En..n ¢(P) = 0 signi..e que toute les lignes P (X;:)
de P sont identiques entre elles, égales a une distribution % : P est la transition indépendante de

j %. La propriété suivante donne deux autres expressions de c(P). Notons Ph(x) = P (x;:)h =

22e P (X 2)h(2),
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Proposition 3.3 Deux eygressions de c(P):

@) c(P)=1ij minyy ,InffP(X;2);P(y;z)g.

(2) ¢(P) = 3 MaxXxy MaXnjn 1jPh(X) i Ph(y)j
Preuve : Pour (1) (resp. (2)) on utilise la description (2) (resp. (3)) de la proposition 3.1 décrivant
la horme en variation. o

En particulier, si "(P) = infx.; P (X; z) et r = card(E), on a la majoration :
cP) 1ir'(P) 3.2)

Cette majoration est simple et importante du point de vue théorique. On a par ailleurs les
propriétés de contraction suivantes,

Proposition 3.4 Soient 2, © deux lois sur E et P; Q deux transitions sur E.

(1) k°P j Pk c(P) k° j 1k

(2) c(PQ) c(P)c(Q)
o En comséquence, si P est ergodique de loi invariante Y%, alors, pour toute loi initiale ©; t A
°opt 1 4, est une fonction décroissante de t.

Preuve :
(1) k°P j TPk =maXxj; 1j(°P)h i (*P)hj. Mais :

> > > >
(*P)h= " (FP)@Dh@@)= *XPX2)h@)= (X)) PX2)h(z)=*(Ph)

z Z;x x z
Ainsi,
k°P j Pk = J_rnhja>§j°(Ph) i 1(Ph)j
ke j 1k £jmhja>§f% rg(%ijh(x) i Ph(y)jg=c(P)ke j 1k
@

oPQ) = ZmaxkPQUG) i PQUY; Ik =5 maxkP O )Q i P(;)Qk

NI~ N -

rggka(x; ) i P(y;)ke(Q) = c(P)c(Q) (point (1))

Le résultat suivant contréle I'oscillation de P f et compare les valeurs propres de P a c(P);

Proposition 3.5 Oscillation de Pf , valeurs propres de P et c(P):
@) £(PF)  c(P)x(f)
(2) Soit , & 1 une valeur propre de P. Alors, j.j c(P) 1jir"(P)

Preuve :
(1) Pour deux lois T et ©, j2(F) j °(F)j %i(f) k2 j ©k. Choisissant T =P (x;:) et © = P(y;?),
on obtient :

IPH) i (PHY)I %i(f) kP(x;:) 1 P(y;)k

Il su¢t de prendre le maximun en x;y pour obtenir (1).
(2) Soit . une valeur propre de P, f & 0 une valeur propre associée, Pf = _f. f n’est pas
a coordonnées constantes si _ & 1 : en exet, si T était a coordonnées constantes, P étant une
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matrice de transition, Pf = f = _f, soit , = 1. Pour cet f, utilisons la majoration donnée en

@ :

maxjPF(x) i PT()) =J.imaxjf(x) i T(y)j  c(P)x(f)

Puisque =(f) & 0, on obtient le résultat annoncé. o]
Soit P une probabilité sur un espace mesurable (E;E), F et G deux sous tribus de E. Le
coeccient de ®-mélange entre F et G est dé..ni par ([28]),

®(F;G) = supfiP(A\B) j P(A)P(B)j;A2 F;B 2 Gg

La proposition suivante permet de controler le mélange et la covariance de la chaine de transitions
(Pn) :
Proposition 3.6 Estimations du mélange et de la covariance de la chaine. Soit X une chaine
de loi initiale * et de transitions (P,); T:E ¥ R.

(1) Pour tout 0 k<m, ettout 1, on a: ®X;Xm) 2c(PKM):

(2) Pour tout 0 k <m, et tout 1, on a : jCov(F(Xw); F(Xm))i  2£2(F)c(PXM):

(3) En particulier, si la chaine est homogene, de transition P, on a :

1 > £2(F) 1+ c(P)

Var[— (X _—

IN o ol 13 c(P)

Preuve :
f:]>) Notons P la transitioibP km et © la loi dng(k. Soient A et B deux parties de E : P(A\B) =
izaj2 CiPii, P(A) = 54 %i et P(B) = |2g.j28 ©1P1;j- On obtient donc :
xX X X
¢ =P(A\B) i P(APB)= °f (Piji P9

i2A  j2B I2E

Ecrivant Pi;j = (£igP )j, on obtient facilement la majoration
X XC - X X-o° °
e ®i  (%rigP i °P)j °i trgP i °P 2¢(P)
i2A  j2B i2E  j2E

(2) Notons °f et °Pf les espérances de T(Xy) et de f(X,). On a:
X

Cov(f(Xk); F(Xm)) = iPij(fi i °F)(Fj i °Pf)
géE
= 7 oi(fi i °F)FP(i;)(F i °PF1)g
p3
= oi(fi i °F)fP(i;:)(f i °PF1) i P(;:)(F j °PFl)g; d'ou
i2
JCoV(F(Xi): F(Xm))i 2 °ijfi i °ofjx(F)e(P) 23 (F)c(P)
i2E

(3) Il suct de développer la variance :

1 D < 1 D < X
\Y ar[ﬁ fOXy)] = m[ Var(f(Xy) + 2 cov(f (Xe; F(Xe))]
t=0 i=0 0 t<t® Nijl
1 x £2(F)(1 + c(P))
REINEO +250) N 0P —r o

k=1
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Ergodicité faible et ergodicité forte

Notons P™K = Pr,Pr41 66¢Py; 1 la transition de m a k.
2L a chaine de Markov de transitions (Px)k_o est dite faiblement ergodique si

o o

8m _ 0;8%1;%, lim °°,P™ j opMke =0 (3.3)

22| a chaine de Markov de transitions (Py)«_o est dite fortement ergodique si

o o

9% tq.:8m _ 0; lim (sup copmMk ¢ 1,4, °) =0 (3.4)

La propriété d’ergodicité faible traduit que pour tout m il y a perte de mémoire de la loi
de Xm. La propriété d’ergodicité forte traduit en plus que la loi de la chaine se stabilise autour
d’un loi %4 pour k grand.

Ergodicité des chaines homogenes

On verra au paragreigghe suivant que si la chaine (P,,) admet une suite de lois invariantes (Yn)
(YanPn = Yin) véri.ant o K¥n i Yan+1k < L, alors P'ergodicité faible entrainera I’ ergodicité
forte. En particulier, si la chaine est homogéne de transition P et si P admet une loi invariante %,
les notions de faible et de forte ergodicité coincident. A titre d’illustration, montrons comment
I’ergodicité d’une chaine homogene peut étre obtenue a partir du coe¢cient de contraction.
Notons [x] la partie entiere d’un réel x, r le cardinal de E; "(P) = infx.y P(X;y).

Proposition 3.7 Ergodicité d’'une chaine homogene de transition P.
(1) c(P™) est décroissante.
(2) Si P est réguliéere, c.a.d. s’il existe m t.qg. P™ > 0, alors

cP™ flijr(PMgml ¥0sin® 1

Ce résultat est une conséquence de la propriété de sous-multiplicativité c(PQ) c(P)c(Q), de
I’égalité P"*k = PPk et de la division euclidienne n = mq+s; 0 s < m; de I’entier n par
m. Si P est réguliére, il existe % = %4 invariante pour P. On a donc,

koP" j %a k =KOP" j %1 P"k Kk® j Y%z kc(P") 2¢(P™) ¥ O

La chaine est ergodique.

Ergodicité des chaines inhomogénes ( [26] ;[53] ;[106])

Soit la condition :

8m, lim o(PmPrm-+1¢¢Pi) =0 (3.5)

Proposition 3.8 Critére d’ergodicité faible. Une chaine non-homogéne est faiblement er-

godique si et seulement si elle véri..e (3.5).

Preuve : ° °
2((=) Pour tout m et pour toute loi 1;0, “1pmk j opmk® 1 ; ok c(PMK), ’ergodicité
faible découle alors de la condition limg s 1 ¢(P™X) = 0:
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22(=)) Reéciproquement, choisissons commg lois initiales *+ = tgy; © 5 tgjg; 1 & J. iﬁng?k -
n’est autre que la i-ieme ligne de P ™K. Ainsi "t P ™K § £6,P™KT =" Lo P™X(i; 1) § P™KG; 1),
et

o o

) 1 ° . KS .
c(P™k) = 5 Sup 4P ™K 2 P™Ke B Osik ¥ A
]

j@]
Nous allons maintenant donner une condition su@¢sante d’ergodicité forte. Soit (%4) une suite

de lois sur E véri..ant

>
k1/4n i 1/4n+lk < 1 (3-6)

n>0

(%n) est une suite de Cauchy sur I'espace complet (RE; kik,) : il existe donc une loi %4 telle que
Yag ¥ Yiq.

Soit X = (Xn)n_o une chaine de transitions (P,). On a le résultat d’ergodicité suivant,
Proposition 3.9 Critére d’ergodicité forte. Supposons qu’il existe une suite de lois (%)
invariantes pour (Pp), telle que (%n) Vvéri.e (3.6) et que la suite (Pn) veéri..e (3.5). Alors, il
existe une loi %4 telle que

Slcj)pkOPoPﬁMPn i %1k 1¥O0

Preuve : L’existence de Y% a été établie.
(1) Commencons par controler Aj.x = k%4 PiPi+10¢tPjsk § %2 k- Ona:

Y%a PiPi+1000Pjk § Yo = (e
= (1/41
X
+  (higa+j @ Y%i+j)Pisj Pk + Mrink i Yea)
j=1

Yi)PiPit1 800 Pisi + Y%iPiPiv1 00¢Pipy i %a
Yai)PiPit1 060 Pitk

On en déduit la majoration :

X
Ai;k 2C(Pipi+l¢¢¢ I3i+k) + KYan i Yan+1K + kl/4i+k i Yiq K

n=i

Donc, pour tout " > 0, on peut choisir i puis Kk tels que A;.x .
(2) De la décomposition, pour tout i <n:

OPPy E6EPy i Yea = (CPoP1tttPi;1 § %1 )PiPixt 666Py + 1 PiPisa 006Py j Yoq
on déduit,
KOPoP1¢t¢Py j Y%aa k  2c(PiPij+1¢ttPy) +Ajx pourk =n j i

L’ergodicité résulte alors de (3.5) et de (3.6). o

Remarque 3.1 .
(1) Le controle en n de la vitesse d’ergodicité, c’est-a-dire de supog’PonMPn i %“aken
n s’obtient a partir de celui de c(PiPi+1¢¢¢Py) et du reste de la série | Ik i Y1k [106].
(2) Une condition su@sante, trés utilisée dans la pratique, assurant que K¥n § %n+1k <
d est:

(M): 8x2E, n ¥ Y,(x) est monotone a partir d’un certain rang 3.7
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En ewet, Pn KYan § Yan+1k =2 PX A an(X) i Yn+1(X)j" . Les x étant en nombre ..ni, il suct
de s’assurer de la convergence de chaque série numérique a X ..xé: La condition de monotonie
(3.7) assure bien cette convergence : en exet, pour n assez grand, j%n(X) § Y%n+1(X)j" = %n(X) i
Yan+1(X) si (%n(X)) est décroissante, = 0 sinon.

(3) Trois conditions su6santes assurant I’ergodicité faible (3.5) sont :

(3.5-1) : 8m _ 0, n,mCQSn) =0
(3.5-2) :8n;c(Ph)>0et ", gc(Pn) =0
(3.5-3) : 8n, 9k _ n tel que c(Py) = 0.

(4) Une technique classique pour contréler c(PiPij+1¢¢¢Pj+k) est de décomposer I'intervalle
[i;i + k+1[ en | intervalles successifs et adjacents Is = [¢s;1;¢sl, S = 1;1. Si on note P®) =
Pio;1Pes;1+100¢P; 51, ON obtient :

Y
C(PiPi+1¢6¢Piuk) c(P®)
s=1
Si de plus on a choisi ¢s de telle sorte que P > 0, on a c(P®) (1 j r'(P®)). Cette
technique est facile a utiliser mais elle est loin d’étre optimale.

(5) La condition (3.5) : 8m _ 0, c(PmPm+1¢ttP,) ¥ 0; pour tous les m; est nécessaire (cf.

exercice).

Chaines inhomogeénes : loi des grands nombres et T.L.C.

Soit X = (Xpn) une chaine inhomogéne, de transitions (Pn). Si la loi initiale est ©; on notera
Po la loi de la chaine. Notons par ailleurs ¢, =sup; ; ,C(Pi). On a les deux résultats suivants :
Proposition 3.10 Loi des Grands Nombres (Gantert [35]; [52])

On sygpose que la chaine est fortement ergodique convergeant vers %4 . Soit ¥ : E ¥ R.
Alors, . (X)) ¥ %a(F)

(i) dans L2(Po|},si limyn(l j ¢,) = A:

H e el 1 .

(ii) Po-pisisi - 4 o < 1.
Proposition 3.11 Théoréme de,la Limite Centrale (Dobrushin [26]).

Soient fi :E ¥ R, et Sp = ., Fi(Xj). On suppose que :

(i) 1l existe un ¢ > 0 tel que, pour tout i, Var(fi(’Xj)) . ¢

(i) sup; kfik; < L et

(iii) limpn3(1 j cn) = +1. Alors :

Var(Sn)? ’

La constante % de (iii) est optimale.
Pour ces deux résultats, le cas diccile est celui ou ¢, ¥ 1;. Supposons par exemple que
ch=152,0<a,<neta, ¥ 1. Pour la loi des grands nombres, la convergence a lieu dans

L2(Po) et Po-pis: si ,ai2< 1.Le TCL alieusi anis ¥ +1.

3.2 Optimisation par recuit simulé

Soit U : E ¥ R une fonction a minimiser sur E ..ni, Us = minfU(X) : x 2 Eg et E, = fx 2
E : U(X) = Ugg. Soit — =T il |e paramétre inverse d’une température T >0 (T ¥ 0 équivaut
a ¥ 1) et¥% laloisur E associéealU eta :

o) =Z 7 ()exp i U(X)
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L’heuristique de I'algorithme du recuit simulé (noter par la suite RS) est la suivante :

Siu(@ <U(), _lim ib) _

v+1Y%-(@) 0

A basse température ( grand), la loi %~ se concentre sur E,; I’ensemble des minima de U. Plus
précisément, si on note %4 la loi uniforme sur Ex,

Y41 (X) = jEaj it 1(x 2 Ex), alors : k¥~ j %2k ¥ 0si — ¥ 1

(JAj est le cardinal de A). Ainsi, a premiére vue, optimiser U revient a simuler %- pour — grand.
Deux problémes se présentent :

(i) quand considérer que  est grand?

(ii) la convergence de la simulation de ¥~ pour  grand est tres lente.
L’algorithme de RS est une réponse a ces problémes (Kirkpatrick, Gelatt et Vecchi [65]) : on
va utiliser une dynamique (Px) inhomogéne dans le temps, relative a une suite ( ) tendant
vers I'in..ni et on cherchera des conditions su@¢santes assurant que la chaine (Px) est fortement
ergodique et converge vers %4 . On examinera deux cas :

2 | e cas ou E est un espace produit, la dynamique retenue est celle de I’échantillonneur de
Gibbs ([37]; [39]);

2 Le cas d’'un espace d’état E général et de la dynamique de Metropolis-Hastings (Hajek
[50];[103];[1]; [42];[5])-

3.2.1 Recuit simulé pour la dynamique de Gibbs

E=FSouS=*12;6t¢;ng et F est ..ni. Soit U : E ¥ R. Sans que cela soit restrictif, on
supposera que le minimun de U est U, = 0 (U est donc a valeur dans R™, et pour au moins un
x 2 E, U(x) = 0). La dynamique de I"’échantillonneur de Gibbs est associée a la loi

W) =Z1()exp i U(X)

et a ses lois conditionnelles %;—(x; j x'), i 2 S. L’algorithme est le suivant :

| Algorithme du RS pour la dynamique de Gibbs |

(i) On choisit un schéma ( )" +1.
(i1) Visites de S périodiques, = | au k-iéme balayage.
(iii) La transition au k-iéme balayage est :

h'd
PCy) = i Vil yn 068 Yiga Xier; 068 ;Xn)
i=1

Soit € = maxfU(x) j U(y) : x 7 y sauf en un siteg; r le cardinal de E.

Proposition 3.12 Convergence du RS pour la dynamique de Gibbs (Geman D. et Geman
S.[37];[39D).
Si ()" +1 en véri.ant

< _
expifn¢ (g=+1
k_O

=

alors : 8%p;limgw 1 P(Xk 2 Ecs j Xg = Xo) = 1. En d’autres termes, pour toute loi initiale ©,
OPgP; (6P, ¥ Y%4. Si |, = °logk, cette convergence est assurée dés que °  (n¢)il:
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Preuve : Yy = Y%~ est invariante pour Py et %y ¥ % . Il su€t de véri..er les deux conditions
(3.6)et (3.5). Notons que la convergence Y4 ¥ Y14 ne permet pas d’obtenir (3.6).
(i) Veéri..ons que pour tout X, la suite (% (X)) est monotone pour n grand. Fixons X. On a:

> _
Y- =F expi [UY) i UMIgH
y2E

Posons a(y) = U(y) i U(X). Si x 2 Eq, a(y) . 0, chaque exp i a(y) est décroissante et donc
(¥ (X)) est croissante. Sinon,

< <
d() =% ()it =jfy 2E:U(y) = U(X)gj + ei al) 4 o ay)
a(y)<0 a(y)>0

La dérivée dedestd’'(") = j Pa(y)<0 a(y)ei a0 Pa(y)>0 a(y)ei a0, SjU n’est pas constante,
il existe y t.g. a(y) <0 et le premier terme tend vers j 1L si ¥ 1. Quant au second terme, il
tend vers 0. Ainsi si X Zlgn, (Y (X)) est décroissante a partir d’un certain rang.

(i) % (xi j X) =F e exp i [U(UX) i U(xi;xD]git | (re )i puisque [U(u;x') i
Uxi;xN] . i ¢. On en déduit que :

P-(x;y) . (ne" ®)iletdoncc(P-) 1jei"®

La condition su¢sante (ii) sera assurée des que 8m; Qk m C(Pk) = 0, condition équivalente a

>
TLicP)y=+1
k

Pour le schéma de température proposé, 1 j c(Px) . ei" k¢ = (%)"“‘F. La divergence est assurée
des que °n¢ 1. o]

Exemple 3.1 Lissage d’une courbe par minimisation de la fexion

On souhaite reconstruire une courbe x: [0;1] ¥ F %2R, ou F est un maillage ..ni de R: On
dispose d’observations fyj; i = 0;ng que I'on relient a x par le modeéle :

yi =X +"i, 1 =0;n o0 X; =X(%)

R
La fexion d’ %ge courbe x de classe C? est dé..nie par F(x) = lx°°(t)2dt. Sa version discrétisée

est Fp(X) = (xI 11 2Xi +Xi+1)? : la Texion est faible si x est réguliére. Une reconstruction
discréte de x pourra se faire sur la base de I'énergie

U:E=F"™ 1R, U(Xxjy)="°Fp(x)+ky i xk

° est un parametre de régularisation : plus © est grand, plus réguliére sera la reconstruction;
plus © est petit, plus grande sera la ..délité de x a y. On véri..e que U s’écrit de facon additive
et locale :

- X - X -
Uiy = OGixijy)+ ©pixiXijy)
i H]

8
= Gi(xijy) =x¢(6°g 1) i 2xii

avec . < i8xxsijii)=1
= O (XX JY) = O (i x) = _ 2°%ixj si ji i jj=2

0 sinon
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Les lois conditionnelles s’explicitent a partir d’une energie conditionnelle :
Uim(Xi j X gisYi) = i Xi(Xi(6° +1) i 2yi i 8°(Xij1 + Xi+1) + 2(Xij2 + Xi+2)

< )
Yoim(Xi § XeisY) = expUi—(Xi j X gi; yi)F  expUi—(uj X gi;yi)g™*
u2F

3.2.2 Recuit simulé pour la dynamique de Metropolis

On étudie maintenant le RS pour la dynamique de Metropolis, la transition de proposition
Q étant supposée symétrique. Le cas général des dynamiques de Metropolis-Hastings peut se
traiter de facon similaire. A température T =" i1, la transition est, pour x &y

P-(xy) = Q0 y)exp i [U(y) i UG)T™

L’algorithme est le suivant :

| R.S. pour la dynamique de Metropolis |

(i) choisir un schéma ( )" +21. On est en Xy = X.

(i) choisir une proposition de changement y suivant Q(X;:).
(i1)Si ¢U =U(y) i UX) O; prendre Xy+1 =Y.

(iv) Sinon tirer une loi V uniforme sur [0;1]:

(iv-1) Si V  exp j¢U; prendre Xi+1 =VY:
(iv-2) Sinon prendre Xg+1 =X

On supposera que Q est réguliére. Soient M = inffn t.q. Q" > 0g; q = InffQ(X;y) : X;y
t.g. Q(x;y) >0g et ¢ = maxfU(y) i U(X) : x;y 2 t.q. Q(X;y) > 0g. On adoptera un schéma
de refroidissement par paliers, chacun de longueur M, la température restant constante égale a
1 sur le k-iéme palier. On a le résultat suivant ([50],[42],[107])

Proposition 3.13 Convergence du RS pour la dynamique de Metropolis.
Si ()" +1 en véri.ant
X —_—
exp ifM¢  g=+1
k.0

=

alors la chaine du RS pour la dynamique de Metropolis réalise la recherche du minimun de U;
c’est & dire limgwq P(Xk 2 Ea j Xo = X0) = 1. Si | = °logk, la convergence du RS est
assurée dés que °  (M@)il,

Preuve : On suit la méme démarche que pour établir la convergence du RS relatif a I’échan-
tillonneur de Gibbs. Notons %~ = Zil()exp i U, Y% = Y-, et Rk = Pl\l"(. Yy est invariante
pour Ry et %, ¥ %4 . L’ergodicité forte sera assurée sous les conditions (3.6) et (3.5).

Le point (i) s’établit comme pour I’échantillonneur de Gibbs : le fait que E soit un espace
produit n’intervient pas pour établir la monotonie des (Yin(X)).

Reste a contrdler le coedcient de contraction de R—. Q(X;y) . q = 0 pour les changements
possibles x A y. Q étant réguliére avec QM > 0, pour x;y 2 E; il existe un chemin x = x(0) A
X(1) A ¢¢¢ A x(M) =y de longueur M joignant x a 'y :

X
R-0GY) . qMexpi™ UG iU L gV expiM™¢
1=1;M

Onadonc:c(R-) 1jrqgMexpiM™¢. D’ou la premiére partie du résultat. Pour le schéma
Tk ="logk, 1jc(Py) . rgM(£)"M®. La série de terme général 1 j c(Py) est bien divergente si
° (Ma)il, o



3.2. OPTIMISATION PAR RECUIT SIMULE o1

Les deux résultats précédents de convergence du RS dans les deux contextes de la dynamique
de Gibbs et de la dynamique de Metropolis donnent des conditions sudsantes non-optimales de
convergence du recuit simulé. Obtenir une condition nécessaire et su€¢sante d’ergodicité forte
sur la suite () est beaucoup plus diccile.

Décrivons une telle condition obtenue par Hajek [50] dans le contexte de le dynamique
de Metropololis. Q est supposée symétrique dé..nissant la relation de Q-voisinage : X » y
Q(x;y) > 0. L’ensemble E!°° des minimums locaux est I’ensemble des x t.g. U(X)  U(y) si
x »y. La profondeur d(x) d’un minimun local x 2 E!°° est

d(x) =inffd>0:9y t.g. U(y) <U(X) et 9 x A ydeniveau U(X)+dg

ol x Ay est un chemin qui va de x &'y : pour sortir du puits local de U en x a..n d’aller vers y,
plus bas que x (U(y) < U(x)), on peut trouver un chemin qui ne monte pas a plus que U(x) +d.
On dé..nit alors la profondeur maximum du paysage de I’énergie U par :

D = maxfd(x); x 2 E°nE.g

La condition nécessaire et su¢sante de convergence du RS est :

Proposition 3.14 Condition nécessaire et su€¢sante de convergence du RS (Hajek, [50])

X
Jim P(Xx2BEajXo=x0) =1  expifDg=+1
- k_0

=

On remarque que D M ¢. Pour la suite | = °logk, le résultat de Hajek implique bien le
résultat précédent puisque ° (M@)il Dil,

Exemple 3.2 Lissage de courbe (suite)

Reprenons I’exemple 3.1. Supposons que I'espace d’état F est I'intervalle [ j 5; +5] discrétisé
a pas 0:1 (F a 101 éléments): Soit " petit (" = 0:1). La proposition de changement X A z est la
suivante :

(i) on décide de ne rien changer avec la probabilités "

(i) on choisit au hasard i 2 S = 10;1;2;¢¢¢ ;ng et on change la valeur x; @ z;j en ce seul
site i de 80:1 si x; 2 fj5;+5g, ou zj 2 x; ou X; 8 0:1 si X; = ~"5g; cela avec la probabilité
Q(x;z) = 45

(i) Q(x;z) = 0 sinon.

Q est symétrique, réguliere, M 101 £ (n + 1). Un calcul direct de ¢U = U(z) i U(X),
conditionnel a y, donne :

CU =°(zi i X))@ +xi)(6+°1) § 2yi i 8(Xij1+ Xix1) + 2(Xij2 + Xix2)]

On garde z; avec une probabilité 1 si ¢U 0, et sinon avec la probabilité ei «®U.

Exemple 3.3 Un probléme de recouvrement

On dispose de N segments de longueurs I; > 0;i = 1;N avec lesquels on veut recouvrir
sans chevauchement ni dépassement un interv&Ue de longueur L < I3 +|5 +¢6¢ + In. Notons
S=1T1L2t¢;Ng, E=FTA%S A& ;et ,,ali LgetUA) = ;,4li- Recouvrir au

mieux l'intervalle [0; L] revient a optimiser U sur E. On va décrire I'algorithme de Metropolis
pour la transition de proposition Q(A; B) suivante :
(i) Choisir un s uniformément dans S: ,,

Si s 2 A; passer a B = Anfsg

(ii) Les seuls changements A @ B sont : Sis2 A, passer a B = A [ fsg
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Q est une transition irréductible (on passe de A a B en au plus jAj + jBj pas) et symétrique
(sis2AetB=A[fsg; Q(A;B) =+ =Q(B;A)). On a
8 .
< +lg si B = Anfsg
_ ilssiB=A[fsg
~ 0 sinon

¢U =U(A) j UB) =

Ainsi, a la k-ieme itération de I'algorithme, on retient sGrement B si B = A [ fsg, et avec la
probabilité exp i s si B = Anfsg.

Remarque 3.2 Quelques commentaires sur le recuit simulé

(1) L’analogie avec le recuit simulé de la métallurgie est justi..ée. Pour le schéma de tempéra-
ture T(k) = % la condition su¢sante d’ergodicité est To . N¢. La température initiale doit
étre assez grande, toutes les particules sont libres et désordonnées. Ensuite, le refroissement doit
&tre assez lent (schéma en (logk)i1), et la cristallisation s’opére, réalisant le minimun d’énergie.

(2) Le RS permet toujours de s’échapper d’un minimun local contrairement aux méthodes
numeériques classiques d’optimisation, par exemple la descente de gradient : c’est bien une condi-
tion nécessaire a la convergence vers un minimun global. En contrepartie, on s’échappera aussi
du minimun global et il ne peut donc pas y avoir de convergence presque sdre vers E; : la
convergence du RS a lieu en probabilité et n’a pas lieu presque surement.

(3) Le recuit simulé en horizon ..ni K a été étudié par Catoni [15]. Le probleme est le suivant :
on dispose d’un budget K ..xé (le nombre d’itérations autorisées dans I’algorithme de RS), et on
désire retenir le meilleur schéma de refroidissement triangulaire TK = fT< > TX > ¢¢¢ > TKg
minimisant :

P(T K)=r)z12aé<P(XK 2 Es j X0 =X)

Le résultat est le suivant : le schéma optimal T X est un schéma a décroissance exponentielle et
P (T K) = O(K i9) ou d est une caractéristique du paysage d’énergie. Ce résultat n’est pas asymp-
totique. Il n’est pas en contradiction avec le résultat de décroissance lente de la température
pour la convergence du RS. CEn un certain sens, ce résultat valide le fait que, dans la pratique,
les schémas de refroidissement utilisés sont exponentiels, du type T} = To%* avec Tq assez grand
et % proche de 1 (% = 0:99) : on laissera T)C constante par paliers de longueurs Iy;k = 1; K (I
a déterminer) ; un schéma de refroidissement sera alors caractérisé par (To;%; (Ik)).

(4) Un controle de k°P1P, ¢ ¢¢ Py j %1 k peut étre obtenu a partir de la majoration permettant
d’obtenir I’ergodicité forte d’une chaine inhomogene

KOP1P5 0¢t Piyk i Y1k Ai;k +2C(PiPi+1¢¢¢Pi+k) avec >
Ai;k = K¥aq P1PtttPjik i Yaak Klaq j Yk + KY%i+1 1 %ik

n_l1

=

Dans le cadre du RS pour la dynamique de Gibbs sur E = FS, S = f1;2;¢¢¢ ; Ng, pour une
fonction U de minimun global 0 (Us = 0) et pour le schéma ~ = %X Winkler [106] obtient le

NG’
contrdle suivant, en fonction de m = inffU(x) : X 2 Exg;
kOP1P, tttPy j %1 k= O(kim+\|¢)

La vitesse est d’autant meilleure que le minimun global de U est profond par rapport au reste
du paysage et que U est localement réguliére en dehors de Ex.
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3.3 Simulation et optimisation sous contraintes

Soit C : E ¥ R une application dé..nissant la contrainte Ec = fx 2 E : C(X) = Cgg ou
Co = inffC(X); x 2 Eg. On supposera que C est non-constante.

Soit U : E ¥ R une énergie, %(x) = ZilexpfjU(x)g la loi sur E associée a U, Uagc =
inffU(X) : X 2 EcQ, Ea.c =X 2 Ec : U(X) = Ua:cg. La loi d’énergie U restreinte & Ec est

Yac (X) = ZAT1Fx 2 Ecgexp jU(X)

Soit %4..c la loi uniforme sur E..c. Nous allons répondre aux deux questions suivantes :

2 (S) : Simuler Yac ?

2 (O) : Minimiser U sur Ec ?
L approche intuitive est la suivante. Soient et | deux parametres réels positifs et %-. la loi
sur E d’énergie U-._ = fU(X)+ _C(X)g:

Y () = Z () exp i FUX) + . C(x)g

Il est facile de véri..er les deux résultats suivants :

2(5):Si =1letsi, " 1,alors¥%. ¥ Yc:

2(©):Si "Aetsi, ", alors¥—. ¥ Ycq:
Notons Y% = % .. Ce comportement asymptotique suggere que I’'on construise des chaines de
Markov de transitions (Py) en relation avec Y. Si (Y%) est la loi invariante de (Py), I’ergodicité
des chaines sera assurée sous (3.6) et (3.5). Dans le cas ou E est un ensemble produit, on choisit
la dynamique de I’échantillonneur de Gibbs : les résultats sont dus aux freres Geman [38] (cf.
aussi [39]). Dans le cas d’un espace d’état ..ni général et de la dynamique de Metropolis, les
résultats sont dus a Yao [107].

Si on retranche C, a C et Us.c a U, la loi %—,_ est inchangée : ausi, sans perte de genéralite,
on supposera que Co = Ug.c = 0.

3.3.1 Simulation et optimisation sous contrainte pour la dynamique de I’échan-
tillonneur de Gibbs

E =FS ol F est .nie et S = f1;2;¢¢¢ ;ng. Soient () et (,x) deux suites croissant vers
+1, Y = %( ;.x) et Pk la transition de I’échantillonneur de Gibbs de %y pour le balayage
17 27 (t¢ ™ ndeS. Notons ¢ = maxfU(x) j U(y) : x ~ y sauf en un siteg; j =
maxfC(x) j C(y) : x ~ y sauf en un siteg. ¢ et j sont > 0. On a le résultat suivant :

Proposition 3.15 Simulation et optimisation sous contraintes (dynamique de Gibbs,
Geman D. et Geman S.,[38]; [39]).

(1) Simulation : ..xons pour tout k, , ~ 1. La chaine inhomogéne (Px) de parametres
((1; . K)) converge vers Yic des que la suite (, k) Véri..e :

><
exp(ini.k) =+1
k=0

Cette condition est satisfaite pour _x =, logk dés que ,nj 1.
(2) Optimisation : La chaine inhomogene (Px) de parametres (( y; .k)) converge vers Y%c.q
dés que les suites () et (k) Véri..ent :

X _
expfin (¢ + «i)g=+1
k=0

Cette condition est satisfaite pour | x = °logk dés que °nj < 1.
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Preuve : Pour établir chacun des résultats, il su¢t de véri..er (3.6) et (3.5).
(1-(i)) Simulation et (3.6) : il su¢t de veri..er que (%(X))x est monotone. La méthode est
standard : on écrit

X
()= expfUX) i UW)) + .x(CX) i Cy))g
y2E

On divise la somme en trois parties suivant que C(y) est <; = ou > a C(x) et on conclut
facilement.
(1-(ii)) Simulation et (3.5) : la loi conditionnelle en i vaut

_ > _ _ _ _
V(i jxN)=F  exp[(U(xi;x") i U(a;x")) + .«(C(xi;x") i Clax)git
a2F

Ces probabilités sont minorées par Litexp jf¢ + _kjg, ou L = jFj, et donc :
Lic(Pe) . expinf¢+ yig

D’ou le résultat (1) .

(2-(i)) Optimisation et (3.6) : on va utiliser le lemme suivant. Soit (Y = Zkil expf j Ukg) une
suite de lois sur E.

Lemme 3.1 ([39]) Supposons que la suite (Uy) Vvéri..e :

(@) 8x 2 E, 9Ky tel que Up(X) Uk+1(X) si k _ Ko:

(b) 9%0 2 E tel que supy_o Uk(Xp) < +1.:

Alors, sous (a) et (b), la suite (%) Véri..e (3.6)

La démonstration de ce lemme est donnée a la suite de celle du théoréme. Véri..ons que les
conditions (a) et (b) sont satisfaites. Ici, Uc = (U(X) + .kC(X)), ( ) et (Lx) " +1.
Condition (a) :si x 2 Ec, C(X) =0 et U(X) . Uac = 0: (Uk(x)) est croissante. Si x 2 Ec, et
si U(X) . 0, on a le méme résultat. Reste a examiner le cas ou X 2 Ec et U(X) <0.On a:

Ur1() i Uk() = C ka1 i V) + kv 1CX) + G+t § .k)CX)

Cet accroissement est positif & partir d’un certain rang puisque C(x) >0et _x " +1.
Condition (b) : il su¢t de prendre Xo 2 Ea.c puisqu’alors, U(Xo) = C(Xp) = 0, et donc, pour
tout k _ 0, Ux(X0) = (FfU(X0) + .kC(x0)g = 0:

(2-(ii)) Optimisation et (3.5) : en introduisant le paramétre ., on obtient

X _ _ _ _
Y j X)) =F  exp T [(UXi; X)) 1 U x")) + . k(C(xi; X'") i Ca; x')]git
a2F

Ces probabilités étantt minorées par Litexp j ¢ + kg, on obtient la minoration :
Lic(P) . expin (f¢+ «ig

On en déduit le résultat (2). Pour le schéma logarithmique, I'inégalité °nj < 1 est su¢sante :

enecetexp in . «Fi+_ ji'¢g= (%)”c’fiﬂlﬁl“g .+ dés que k est assez grand. o
Preuve du Lemme : P

Il su¢t de démontrer que pour chaque X, | j%k+1(X) i Y(X)j < 1. Fixons donc un x et

notons uy = exp j Ux(X). On a la majoration

Pake1(X) i (X)) = (Zka+1)iljUk+1Zk i UcZk+1]
(Zka+1)ilka+1 1Zk+1 i Zk) + Zi+1 JUk+1 § UkjQ
(inf Zk)izf[Sllip UkljZk+1 i Zk] +[Sl|ip Zy]juk+1 i Ukjg
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Or, sup, Uk < L puisque (Ux(x)) est croissante & partir d’un certain rang. De méme, E étant
.Ni, sup, Zx < . Par ailleurs, inf, Z, _ expfij supx Uc(Xo)g = 0. On conclut en remarquant
que les suites (Zx) et (uk) sont positives et décroissantes a partir d’un certain rang. o

Dans [39], D. Geman donne une forme plus générale de ce résultat. D’abord, les relaxations
stochastiques peuvent se faire sur des parties A; (ici nous avons toujours considéré des singletons
A;j = Tig). Les parties associées a chaque balayage doivent recouvrir S; mais les balayages ne
sont pas nécessairement périodiques. En..n, si le balayage numéro k est de longueur k et est a
( «;.k) .xés, il faut une condition croisée sur ( ; .k) et sur ¢k pour assurer la convergence
de la chaine. Si les ¢ sont bornés, les schémas logarithmiques ° log k assurent les convergences
souhaitées si © est assez petite.

3.3.2 Simulation et optimisation sous contrainte pour la dynamique de Me-
tropolis

Soit Q un noyau de proposition symétrique, irréductible et méme régulier (cette hypothése
peut étre relaxée, cf. [107]). Soit M le plus petit entier tel que QM > 0. La transition de
Metropolis associée & Uy = | (U(X) + _kC(X)) est, pour X &y :

P(¥) = Q0% y) exp i [Uk(Y) 1 Uk()]"
Soient () et (_k) deux suites croissant vers +1.. On a alors :

Proposition 3.16 Simulation et optimisation sous contrainte (dynamique de Metropolis,
Yao [107]).
(1) Pour  ~ 1, la chaine (Py) realise la simulation de %c dés que
X
exp ifMi. kmg=+1
k.0

P

(2) La chaine (Pg) réalise I’optimisation de U sur E(C) des que
X J—
exp i[M (mfC+ wmigl=+1
k.0

=

Un schéma naturel consiste a laisser constant, par palier de longueur I; les paramétres et _ : si
| =M etsi et i sontles valeurs sur le k-ieme palier, les conditions d’ergodicité s’obtiennent
en remplagant dans les critéres précédents I'indice kM par k.

3.4 EXercices

Exercice 3.1 Contraction sur un espace a 2 états

H1ia a T H1iaO al

b 136 EPT Ty 1w
(1) Montrer que c(P) =jl j (a+Db)j:

(2) Véri..er que c(PQ) = c(P)c(Q):

(3) Pour deux lois * et ©, véri..er que kP j °Pk = k% j °kc(P)

Soient les transitions P =

Exercice 3.2 Quelques calculs de coedcients de contraction
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0] 1
7

2 4

Calculer c(P), c(P?). Comparer c(P?), c(P)? et (1 i 4infxy P2(X;y)).

(2) Soit la loi %(x1;x2) = Zilexp xixz sur fj1;+1g2 On considére I’échantillonneur de
Gibbs de transition P ((X1; X2); (Y1;Y2)) = Y%1(y1 j X2)¥2(y2 j y1). Calculer c(P) et comparer a la
majoration 1 j 4infy.y P (X;y).

(3) Soit la loi % sur E = f1;2;¢¢¢ ; rg dé..nie par une famille (a;), %; = Z i! exp a;. Expliciter
la dynamique de Metropolis pour la proposition de changement : 8i;j 2 E, q(i;j) = % Donner
une majoration de c(P) a partir de I'oscillation +(a) de a.

(1) Soit la transition P = g

I OMNEF O
IS N IR NTEab o
O NIFPAIFWI-
I~ O MWl

Exercice 3.3 Etude de la corrélation d’une chaine binaire

Sur E = fj1;+1g; on considere la chaine stationnaire X = (Xp; Xy;¢¢¢) de transition P,
P(x;X) =a;x=81;0<a<1,etdeloiinitiale % = (3;3). Soit f :E ¥ R, f(+1) = i f(il) =
®.

(1) Diagonaliser P et evaluer c(P"). Calculer c,(a) = cov(f(Xo); F(Xn;1))-

(2) Véri..er le résultat :

>

- 1 _ ey — Lt o o
nIl!ml[\/ arpﬁ_ fXi)l=v() =v(f;¥%P) = 1; ht; ety

5

i=1;n

ou . est la valeur propre de P dizérente de 1, et e le vecteur propre associé de norme 1 dans
12(%). Etudier la fonction a @ v(a).

Exercice 3.4 Sur la majoration ¢c(PQ) c¢(P)c(Q)

O . 1 1
- - - ~ O E 5
Soit la chaine de transitions Pon;1 =P, Pon =Q;n . 1,ouP =@ 1 0 0AetQ=
o 1 100
010
@i 0 LA
010
(1) Calculer c(P);c(Q) et c(P Q).
(2) Calculer c(P1P2tt¢P2n) et comparer a c(P1)c(P2) t¢tc(P2n).
Exercice 3.5 De I'importance de la condition : 8m dans (3.5)
My oo 131 Heoy o T
Soient lestransitions : Py = 3 (P= § § ,Pn= n?, "2 sin_ 3
2 2 4 4 vl I nz nZq[
(1) Calculer P1P, et P1P,Ps. Montrer que Q, = P1P,tttP, = Z” 1 1 Z”
n 1 dn

(2) En déduire que pour n _ 2, X, est indépendante de X;. Ce résultat reste-t-il vrai entre
Xmet Xman, M _ 2,n _ 17

Exercice 3.6 Chaine faiblement ergodique et non fortement ergodique
Montrer que la chaine SIﬂjvante aft faibler’rﬁnt, mais non fprtement ergodique :

01 0 1
P H - y P - 1 n - 1
2n|1 1 O 2n 1 i % %
Exercice 3.7 Chaine fortement ergodique
141 2.1
Soient pourn _ 2, P, = 3 ;0 3Yn  Démontrer que (Pn) est fortement ergodique.
2 2

Exercice 3.8 Marche aléatoire avec barriére rétéchissante
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Soient a;c et b = (1 j (a + c)) trois réels > 0 et la transition P sur E = f1;2;¢¢¢ ;ng
caractérisée par : Pij+1 =cpourl i nijl; Pij;2=apour2 i n,Py;=a+bet
Pnn =b+c.

(1) Identi..er la plus petite puissance r telle que P* >0. Sib _ ¢ _ a >0, véri..er que, pour
cet r, infi;; P"(i;j) = P"(n; 1). En déduire une majoration de c(P"):

Dans toute la suite, on prend n =3 ethb _ ¢ _ a>0 (bx . Ck
sont indexés en K); on note P, la transition de paramétres a et c.

(2) Déterminer la loi invariante de P, et calculer c(Pa:c).

(3) Soit (Py) la chaine inhomogéne de parametres (ay;Cyx)x_1. Pour ax = ¢ ¥ 0, donner
une condition su¢sante d’ergodicité forte de (Px). Pour ax = % et cx = éﬁ k . 3, (Pg) est-elle
fortement ergodique ?

ax > 0 si ces parameétres

=

Exercice 3.9 Le probléme du voyageur de commerce

Un voyageur de commerce doit visiter (N + 1) villes Vg; Vy;t6¢ ; VN il part de Vp, y revient
a la ..n de son tour, et passe une fois et une seule par toutes les autres villes. L’ensemble E
de ces tours X = (Xo; X1; X2;6¢¢ ;XN ; Xo) (Xo = Vo) S’identi..e a I'ensemble des permutations de
T1;2;6¢¢ ;Ng : si % est une permutation, le tour est

07 %(1) A %2) A tt¢A %(N)A O

Notons d(i; j) la distance entre les villes V; et Vj. Le voyageur de commerce veut organiser au
mieux son tour, c’est a dire minimiser la longueur U (X) de son tour X :

N
UX)=  d(xi;Xi+1)
i=0

On considére les 4 noyaux de propositions Q suivants :

(1) Q1; échange de deux villes : on choisit au hasard deux villes x; et x; dicérentes (hors Vo)
et on échange ces deux villes dans le parcours.

(2) Q2; échange de deux villes consécutives : la méme chose mais sur X;; Xj+1,1 i N j1:

(3) Qs; retournement d’un segment : on choisit au hasard un couple (i;j)avecl i<j N.
Un tel couple dé..nit un segment [X; A Xj+1 A ¢¢¢ A X;] que I'on retourne en [X; @ Xj;1 A
(ee A x;]. Ainsi Xj;1 ® X; (resp. Xj @ Xj+1) est changé en x;;1 @ X; (resp. X; @ Xj+1) et on
va de Xj a X; par le chemin retourné.

(4) Qqg; insertion d’une ville : choisir i au hasard dans f1;2;¢¢¢ ;Ng et j au hasard dans
f0;1;2;¢¢¢ ; Ng. Déplacer x; en I'insérant entre j et j + 1.

Illustrer graphiquement ces quatre propositions de changements. Etudier la symétrie et I'ir-
réductiblité de ces transitions. Expliciter la dynamique de Metropolis. Sur un exemple que vous
choisirez, simuler la loi %t = Zilexp i% pour T = 1;0:1 et 0:01. Représenter les parcours
obtenus.

Exercice 3.10 Le probléeme du voyageur de commerce avec contrainte

On est dans le contexte de I’exercice précedent. Les (N + 1) villes appartiennent a p (p . 2)
pays Bo; B1;tt¢ ;Bp;1, €t Vo 2 Bo, le pays d’origine du voyageur. La contrainte est la suivante :
lorsque on entre dans un nouveau pays B;j (j & 0), on est tenu de visiter toutes les villes de ce
pays avant d’en ressortir (droit d’entrée important).

(1) Proposer une (des) contrainte(s) C : E ¥ R™ évaluant le respect de ces régles.

(2) Programmer I’optimisation sous contrainte sur un exemple simple.

Exercice 3.11 Matrice a largeur de bande minimun
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Ao = (Ao(i;J))i;j=1;n est une matrice dont la majorité des coe@cients est nulle (matrice
creuse). On cherche a regrouper les termes non nuls autour de la diagonale par permutations
successives des lignes et des colonnes: Soit E la classe de toutes les matrices que I’on peut ainsi
obtenir a partir de Ag. Le probléme est donc de minimiser la fonction U sur E :

X
UA) = d(i;j)1FA(i;j) & 0g
i;j=1

pour d une pseudo-distance sur f1;2;¢¢¢ ; ng: Soit Q la transition de proposition de changement
suivante : on permute deux lignes, puis deux colonnes, les lignes permutées comme les colonnes
permutées étant choisies au hasard.

(1) Montrer que Q est symétrique et irréductible.

(2) Décrire I'algorithme de Métropolis & température constante en précisant le calcul de ¢U.

(3) Prendre n = 100; (Ao(i;]j))i:j=1.100 i.i.d. Bernoulli de paramétre 0.05, d(i;j) =ji i jj°,
p =1;2;4. Ecectuer le RS pour la minimisation de U.

(4) Q est-elle réguliére ? Que penser de I'algorithme pour la proposition de changement Q°
suivante : avec la probabilité f%; %g, on intervertit soit deux lignes, soit deux colonnes, les lignes
permutées (resp. les colonnes permutées) étant choisies au hasard.

Exercice 3.12 Coupe maximale d’un graphe

S = f1;2;¢t¢ ;ng est I'ensemble des sommets d’un graphe valué non-orienté, I'aréte hi; ji
ayant le poids bj; > 0. Soit E = P(S) est I’ensemble des parties de S et U : E ¥ R une fonction
dé..nie par :

X
Pour ApuS : U(A) = bij
hi;jizi2Aj2A
On note ai = 54 bij ou @i = fj 2 S;hi;jig. P(S), qui n’est pas un ensemble produit, peut
&tre mis en bijection avec — = 0; 1g5 :

b
_ L ) _ 1lsii2A
A B x = (X1;X2; 8¢t ; Xn) avec Xj = 0sii2A
On Véri..e que U (A) s’écrit en fonction de x :
X X
U = aiXii 2 bij XiXj
i2s hi:ji

Cette correspondance fait de E un ensemble produit et elle permet d’utiliser la dynamique de
Gibbs pour I'optimisation de U par le RS. Pour ~ >0, soit ¥%—(x) = Zi1(")expf U(X)g.
() RS pour la dynamique de Gibbs sur — = f0; 1g".

(1-1) Expliciter la loi conditionnelle %;—(x; j x'). Utilisant la positivité des bjj, donner une
minoration uniforme en x' de %;—(0 j x') et de %;—(1 j x'). En déduire que, uniformément en X :
Y= (Xi ) X') . 2exp i T aig.

(1-2) Soit P- la transition de I’échantillonneur de Gibbs pour le balayage systématique 1 ¥
2 1 3¢6¢ 1 B Donner une majoration du coe€cient de contraction c(P-) de P- en fonction de
Cetdea= g ai.

(1-3) Si (" )k_1 est une suite tendant vers +1, et pour P, = P- , donner une condition
su¢sante sur la suite des  assurant que c(P1P2¢t¢P,) ¥ Osik ¥ +1.

(1) RS pour la dynamique de Métropolis sur P(S). On choisit la transition de proposition Q
suivante faisant passer de A 1 B :

2 avec une probabilité ", 0 <" < 1, on reste en A;
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22 gvec une probabilité 1 j ", on choisit au hasard uniforme un site i de S. Deux situations
se présentent : (i) si i 2 A, on passe & B = Anfig; (ii) sii 2 A, on passe a B = A [ fig: Aucun
autre changement n’est autorisé.

(11-1) Expliciter la transition Q. Véri..er que Q est symétrique, irréductible et apériodique.

(11-2) Montrer que pour tout A; B, Q?"(A; B) > 0 et donner un minorant de ces probabilités.
Cet ordre r = 2n assurant la positivité de Q" est-il minimal ?

(11-3) Ecrire la transition de Métropolis P-(A; B) associée a I’énergie U.

(11-4) i étant le site dé..nissant la passage de A a B, Vvéri..er que U(A) § U(B) aj. En
déduire une majoration de c(P-2"). Donner une condition sur (—,) assurant la convergence du
RS vers le maximun de U.

Exercice 3.13 Coupe maximale d’un graphe sous contrainte

On est dans le contexte de I’exercice précédent, le nombre n de sites de S étant pair, n = 2p.
Proposer une méthode d’optimisation de U sous la contrainte que la coupe doit se faire en deux
parties égales :

(1) Soit en réadaptant les transitions de telle sorte que I'on reste dans I’espace contraint
E(C) =fA %S :jAj =pg.

(2) Soit en dé..nissant une contrainte C : E ¥ R et en utilisant la procédure de simulation
sous contrainte.

Exercice 3.14 Coloriage d’une carte

Une carte est la donnée de n pays, S = f1;2;¢t¢ ;ng, et d’'un graphe de voisinage sur S :
hi; ji si i et j sont deux pays voisins. On veut réaliser un coloriage de la carte avec K couleurs
F = fcy;co;666 ;cig. Un coloriage étant repéré par x = (X1;X2;66¢ ;X,) 2 E = FS, on cherche
a réaliser un coloriage minimisant :

>
Ux) = 1(Xi = Xj)
hisji

On note @i I’ensemble des v|c_);sins de i, et nj(x) = sz@i 1(xj = X;) le nombre de voisins de i de
couleur xij. On note N =3 .5 j @i j le nombre d’arétes du graphe de voisinage.

(1) Optimisation via I’échantillonneur de Gibbs. On choisit le balayage 1 ¥ 2 ¥ ¢¢¢ ¥ n;etle
long d’un balayage, on ..xe la température & ~ i1,

(1 i 1) Expliciter %;—(x; j x') et démontrer que %;—(x; j X') . kilexp i~ j@ij.

(1 i 2) Expliciter la transition P— associée a un balayage. Donner une majoration de c(P-).
Donner une condition su¢sante sur ( ) assurant que pour tout m, limgs 7 C(PmPm+1¢t¢tPy) =
0. En déduire que plus N est grand, plus lente doit étre la convergence de ( ) vers +1.

(2) Optimisation pour la dynamique de Metropolis. Soit Q la transition de proposition de chan-
gement suivante : un site i est choisi dans S, uniformément ; en ce site, on propose le changement
Xi ¥ vi, Vi & X, i uniforme sur Fnfx;g; il n’y a pas de changement ailleurs.

(2 i 1) Expliciter Q. Q est-elle irréductible ? Décrire I’algorithme de Métropolis a température
constante. Cet algorithme est-il ergodique ?

(2 i 2) Q est-elle ergodique ? (on distinguera les cas K _ 3 ou K =2).

(3) Expérimenter I'un ou I'autre de ces algorithmes sur un exemple de carte que vous aurez
dessiné a la main avec K = 3 et pour la fonction a minimiser

UF(x) = < Fi;j
x) = iij
hisji

ou Fi;j est la longueur de frontiére commune entre les pays i et j. Pour K = 4 et des cartes plus
complexes, constater que le théoreme des 4 couleurs se trouve Véri..é.
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Exercice 3.15 Reconstruction d’un systéeme de failles

On se place sur le domaine D = [0; 1]2. Une faille est identi..ée par une droite d coupant D.
D’autre part, une valuation est associée a cette failled, Vq : D ¥ fj1;+1g, Vq étant constante
sur les deux demi-plans dé..nis par d; +1 sur I'un, j1 sur I'autre. On sait que n failles exactement,
R = fd;;dy;tt¢ ;dng intersectent D (on connait n, mais pas R). Donc, pour ce systeme R, il
existe une fonction mesurant la valuation totale Vg : D ¥ R, VR(X;Y) = =1, Va, (X} ).

L’information disponible est la suivante. On dispose de m puits X localisés en m sites connus
de D; X = f(X1;y1); (X2;¥2);¢t¢ ; (Xm; Ym)g- En chacun de ces puits, on connait la valuation
exacte V;;i = 1; m du réseau réel.

Le probléme de reconstruction de R peut étre vu comme un probléme de simulation sous
contrainte : simuler n droites R limites de failles et coupant D sous la contrainte

>
C(R) = (Vr(Xi;Vi) i Vi)> minimun
i=1

(1) Réaliser la simulation sous la contrainte C de la loi % suivante : les n droites valuées sont
i;i:d: (Indications : une droite d est paramétrée par un couple (r; ) 2 R* £[0; 2%[, les paramétres
polaires de d. L’équation cartésienne d’une telle droite est

d(x;y) = xcosp+ysingjr=0

On considerera donc n droites indépendantes et coupant D (il faut déterminer le sous-ensemble
¢ de R*£[0; 2%[ acceptable). Le tirage au hasard d’une droite d correspond au tirage au hasard
uniforme d’un point de ¢. Le choix de la valuation peut étre exectué ainsi : soit " une variable
uniforme sur fj1;+1g indépendante de d; la valuation de d en un point (X;y) pour une droite
d est : Vq(x;y) = signe("d(x;y))).

(2) Méme probléme, mais on ne connait pas a priori le nombre n de failles coupant D.

Exercice 3.16 Recuit simulé a deux états, E = f0; 1g ([101])

1 i eihoan eihoan

On considére la suite de transitionsotu hg > h; >0, et(a,) " +1 :P, = gifan 1 ; gifian

(1) On prend n grand de telle sorte que sorte que ®, , eiMoan + eihian < 1 Montrer que
c(Pn)=1i®,: Q,uelle est la loi invariante %, de P, ?

(2) Calculer | K%n § Y%n+1K. Identi.er la limite %4 de (%n).

(3) Donner une condition sur (an) assurant que la chaine est fortement ergodique.

Commentaires : On ..xe la loi uniforme comme loi initiale et on note ek = P(Xkx = 1) la
probabilité que I’algorithme ne donne pas le maximun recherché. Fixons un n (le nombre de pas
du R.S.) et considérons le probléme

Minimiser e, = P (X, =1)

parmi les schémas : T _ To _ ¢t¢ _ Tp

On a le résultat asymptotique suivant ([101], notons que ici le schéma n’est pas triangulaire) : la
solution est contrélée par deux constantes positives R; et Ry, avec R; +'—‘}?l—“ L R, + '%?l—“

TPt
Commenter ce résultat en relation a (3). D’autre part, pour ce schéma, e, = 0(ni®) avec
® = Ngify
1

Exercice 3.17 Graphes, arbres, lois invariantes et grandes déviations (Trouvé, [101];[29])

(1) On considére P une transition irréductible sur E ..ni. On associe a P son graphe (orienté)
G:xMysiP(xy)>0.Un sous-graph&g de G est un sous-ensemble de }éches. Chaque sous-
graphe g est valué par un poids %(g) = ~,a y2q P (X7 Y).
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Un arbre g conduisant a un point x 2 E est un sous-graphe de G regroupant tous des points
de E et pour lequel : (i) chaque y 2 Enfxg est I'origine d’une unique téche dans g; (ii) x
n’est I'origine d’aucune téche; (iii) il N’y a pas de cycle dans g. On note G(x) I’ensemble des
arbres conduisant a x. Démontrer la forr’ﬂyle suivante (lemme de Bott-Mayberry) : I'unique loi
invariante de P est donnée par %(X) = ¢ 56x) %(0).
(2) On se donne une transition irréductible q sur E et on considére le noyau de Metropolis
généralisé suivant :

1
Pr(x;y) = a(x;y)exp[i ;V (x;y)] pourx€&y, T >0

ou V est un codt de communication sur Enf(x; x); x 2 Eg valant +2 si et seulement si q(x;y) =
0: Pt et g ont le méme graphe de cor]c_l;nunication G. On dé..nit I'énergie virtuelle W par

W(X) =minfV(g);g 2G(x)gouV(g) = ,ayzqV(XY).
Démontrer que lorsque T ¥ 0, les lois invariantes %t de Pt satisfont le principe de grandes
déviations
TIiEnOT log Yot (X) = i [W(X) i Wa] pour X 2 EnE,

ot Ws = miny2g W(y), Ea = fy 2 E : W(y) = Wag.
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Chapitre 4

Champ de Markov et problemes
Inverses

Nous allons voir comment I'association d’une modélisation markovienne avec un critére de
choix bayésien fournit un outil mathématiquent rigoureux et numériquement performant pour
la résolution de problémes inverses.

Nous commencerons par dé..nir la notion de champ de Gibbs et donnerons la correspondance
avec les champs de Markov. Nous présenterons en premier lieu les modeéles latticiels dé..nis sur
un ensemble ..ni de sites S = f1;2;¢¢¢ ;ng. Puis nous donnerons la dé..nition des processus
markoviens d’objets, modeles qui généralisent les processus ponctuels de Markov et qui sont des
outils de base en géométrie stochastique.

Présentant quelques exemples de problemes inverses en théorie du signal ou en imagerie, nous
montrerons comment une modélisation de Markov peut capter convenablement I'information a
priori que I'on a sur le probleme, information importante pour sa résolution.

Nous verrons alors que les algorithmes stochastiques, de simulation ou d’optimisation, dont la
construction est liée a notre critére, fournissent des méthodes numériques structurées et e¢caces
pour résoudre un probléeme inverse.

4.1 Modéle de Gibbs et champ de Markov

Soit S = f1;2;¢¢¢ ;ng un ensemble ..ni de sites, (F;F) un espace d’état mesurable muni
d’une mesure de référence ©. Si F est discret, on prendra pour F la tribu discréte. Si F est ..ni,
© est la mesure de comptage. Si F = RP, on prendra pour F la tribu borélienne et © sera en
général une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Notons E = F S,
E=F~Set1=0°-S Une con..guration sur S est notée x = (X1;X2;¢¢¢ ;Xn); y ou z. Quelques
références sur les modéles de Gibbs sur un réseau ..ni sont : Besag ([10]), Kinderman et Snell
([64]), Prum ([85]) et Guyon ([47]). Nous n’aborderons pas ici I’étude, beaucoup plus délicate,
des champs de Gibbs sur un réseau in..ni : une bonne référence sur le sujet est le livre de Georgii
[41].

4.1.1 Modeéle de Gibbs

Soit U une application mesurable de E dans R. Un modéle de Gibbs sur (E;E) d’énergie U
est une loi % absolument continue par rapport a 1, de densité %

%(x) = ZilexpU(x)

63
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Cette écriture n’a de sens que Si I’énezrgie U est admissible, c’est-a-dire si
Z= _expfU(y)g *(dy) <1
E

Une telle densité %(X) est partout strictement positive. A I'inverse, toute densité strictement po-
sitive s’écrit de cette facon en prenant par exemple pour énergie U = log %: Spéci..ons davantage
notre modéle.

Soit C une famille de parties de S contenant, par convention, I’ensemble vide et tous les
singletons de S. Une partie A de C est appelée une clique. On dit que U dérive d’un potentiel
© =fOa; A2 Cgsi

X

U= ©A

A2C
ol ©a : FA T R, le potentiel attaché a la clique A % S; ne dépend que des coordonnées de x
dans A, ©a(X) = ©a(Xa). On notera % le champ associé a ©; mais si il n’y a pas d’ambiguité,
on pourra oublier I'indice ©. Si on veut engendrer un modele non-saturé, on choisira C dicérent
de P(S). Pour A = fig (resp. A = Ti;jg, A = Ti;J; kg:::), on parle de potentiel de singleton
(resp. de potentiel de paire, de triplet ....).

4.1.2 Spéci..cation conditionnelle et propriété de Markov
Lois conditionnelles
Les lois conditionnelles %g(: j XB); B % S; dérivent de I'énergie
Us(xg j XB) = > ©a(X)
A2C:A\B§;
Yis(xg j X®) = Z41(x®) exp Ug (xs j x°)

P . —
Ze(xB) = ag XPUB (a8 | xB) est la constante de normalisation.

Graphe de Markov du modeéle de Gibbs

A la famille de cliques C on associe le graphe de voisinage de Markov G = G(C), symétrique
suivant, hi; ji traduisant I'existence d’une aréte entre i et j,

Pour i & j dans S : hi;ji (O 9A 2C telle que fi; jg*2 A 4.1)

Notons @B = fj 2 S : 9i 2 B t.q. hi; jig la frontiere de voisinage de B. On Véri..e facilement que
la loi conditionnelle %g(: ] xB) ne dépend de xB que par I'intermédiaire de xgg. En particulier
%i(: j x") dépend de x; seulement si j est voisin de i,

1/4i(Xi j Xi) = 1/4i(Xi j X@i) = Ziil(X@i) exp Ui(Xi j X@i)

4.1.3 Champ de Markov et champ de Gibbs

Supposons F discret. Un champ de Markov $ sur E = FS associé a un graphe symétrique
G est une loi telle que, pour toute partie B de S, la loi conditionnelle est locale au sens suivant,

$e(jxB)=Bs(]jXB)

Dé..nissons alors I'ensemble C(G) des cliques associées a G : ; et les singletons appartiennent a
C(G), une partie A de S avec au moins deux points étant une clique si

A2CG) O 8i:j 2 A:hi:ji (4.2)
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Proposition 4.1 (Hammersley-Clicord, [10],[85],[47])

(i) Tout champ de Gibbs % de famille de cliques C est un champ de Markov de graphe G
dé..ni par (4.1).

(ii) Réciproguement, tout champ de Markov $ de graphe G Vvéri..ant la condition de po-
sitivité : 8x 2 E; $(x) > 0, est un champ de Gibbs pour la famille de clique C dé..nie par
(4.2).

La correspondance (i) vient d’étre explicitée. Précisons (ii). Les potentiels de Gibbs (©Oa; A 2
C) du champ de Markov s’obtiennent a partir de la formule d’inversion de Mcaebius : notons O
un état de référence de F ; alors, si A 2 C(G), et si Og est la con..guration de O sur B,

$e(XB j XeB)

>
— - 1\JAnBj 4B N B —
neo=_ TTHE o HEG0 =100t o0 Txge)

BY2A
Identi..abilité des potentiels. On dira que la représentation en potentiel © est identi..able si
© ¥ Yg est injective. Si I’énergie U (resp. le potentiel ©4) est modi..ée en U +c (resp. en ©a +c¢)
ou c est une constante, la loi ¥ associée est inchangée. 1l faut donc imposer des contraintes pour
rendre © identi..able. 1l est facile de véri..er que les contraintes suivantes rendent © identi..able,

8A & ;;©a(X) =0 pour tout x 2 E des que 9i 2 A avec xj =0 (4.3)

Il existe d’autres jeux de contraintes rendant © identi..able, par exemple celles de I'analyse
de la variance. Ces conditions d’identi..abilité prennent toute leur importance dans I’analyse
statistique des modeles log-linéaires. Ici, elles sont secondaires.

4.1.4 Exemples
Modeéles d’Ising sur le cube d-dimensionnel

Soit S = f1;2;¢¢¢ ;Ng¥, F = fjl;+1g et la relation de voisinage aux 2d-ppv : hi;ji O
ki § jk; = 1. Le modele d’Ising de champ extérieur h et d’interaction de paire  est le modéle
d’énergie

X X

Ux)=h x+ XiXj
S hisji

Les auto-modeles de Besag ([10]; [47], §2.2.3)

De..nition 1 Un champ % a valeurs réelles (F %2 R) est un auto-modéle si sa loi % est d’énergie

U
X X
U= Gi(xi) +
S fi;jg;i&j

_i;j XiXj (44)
Seuls sont autorisés les potentiels de sigletons et les potentiels de paires, les potentiels de paires
ayant la forme particuliére ©g;jg(Xi;Xj) = ;jXiX;j (automatiqguement, —;; = j.). Quitte a
changer la mesure de référence en Xx;, écrivons ©;(x;) = ®;X;+C;i(X;). Les énergies conditionnelles

sont
. H X —
Ui(xi j X") = xi(®; + i;ij) + Ci(Xi) (4.5)
IBL:

Pour chaque i, L(X; j x') appartient & la famille exponentielle de densité

fi(xi; x') = Z 11 (x)g(xi) expfx; £ pi(x")g, avec pi(x') =@ +  ~;;
jiiei

Xj (4.6)
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La propriété remarquable d’une telle famille est que si des lois conditionnelles sont de la forme
(4.6), elles dé..nissent un modele joint, I'auto-modele (4.4) ( [10]; [47], propriété 2.3.). Donnons
quelgques exemples.
Modeéle auto-binomial. Les lois binomiales conditionnelles, L(X; j x') » Bin(m; pi(x)), i 2 S,
de parameétres
i X
pi(x") =[1 +exp j f®; + Tixigltt
jiei

sont les lois conditionnelles d’'un auto-modele de potentiels
©i(xi) = ®ixi +10g(3;) et Oj.jq(Xi; Xj) = jXiX;

Il suct de remarquer qu’une loi binomiale B(m; p) admet la représentation exponentielle P (X =
x) = expfxlog l—f’p +log(}') + mlog(1 i p)g.
Modeéle auto-logistique. C’est le modéle précédent avec m = 1. Ce modeéle est d’énergie
X X
Ux) = ®;X; +
i i6j

ij XiX;

Les modéles auto-binomiaux permettent la simulation d’une grande variété de textures. La
diversité des modeles (nombre de niveau de gris et loi marginale, portée de la corrélation, isotropie
ou non, inhibition, formes organisées ...) est obtenue en jouant sur les parametres m (nombre
de niveaux de gris), @i, la forme et la taille de voisinage, ® et  les valeurs des paramétres
d’interactions. La dynamique utilisée pour la simulation est soit la dynamique de Gibbs, soit la
dynamique de Metropolis d’échange de spins (cf. Cross et Jain [18]; [47], §2.2.4.).
Le modele auto-poissonnien correspond a F = N; avec pour lois conditionnelles aux sites i
des lois de Poisson de parametres
i X
Li(x") = expf®; + 0%
jiei
Ce modéle est admissible si et seulement si pour tout i;j, ;
potentiels ©i(xi) = ®ixi +10g(Xi!), Ofi;jg(Xis Xj) = ijXiXj-
Les modéles gaussiens sont des modéles auto-normaux : en ewcet, la loi Ns(%; 8) d’énergie
quadratique U (x) = i%t(x i DOQ(x j 1), de potentiels

j 0. La loi jointe admet pour

1 L _
©i(xi) = iEQiiXiz + ®ixj et pour i & j, Of;jg(X) = jjXiX;

N ] P —
ouQ=(0ij) =8, ®& =" j550ijY, = i3Uij-
Reéciproquement, la famille de lois gaussiennes unidimensionnelles N (ai + = j.jg: CijXj; Vi),
i 2'S, se recolle en une gaussienne multidimensionnelle si la matrice Q dé..nie par gi; = v;i® et
Jij = i %Il est symétrique et dé..nie positive. Q n’est autre I'inverse de la matrice de covariance
de la loi jointe, loi de moyenne = (I j C)i'a (C est la matrice des cij complétée par des O sur
la diagonale).

Modéle de plages colorées (Strauss, [96])

Ce modele est particulierement simple et fort utile en analyse d’image. Considérons un modele
X a états qualitatifs F = fcy;cy;0¢¢ ;cg (K couleurs, K modalités...) et dé..nit sur S ..ni et
muni de la relation de voisinage hi; ji. Une con..guration de X est repérée par les K plages
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colorées Sy = fi 2 S : Xj = ckg, k = 1; K. Ces plages forment une partition de S. Dé..nissons les
potentiels

b P
Ci(Xi) = O fbXi = C)

Orfijg(Xii Xj) = ka1 k11X %) = (ck; ¢1)]
L’énergie retenue pour une con..guration x est
> >
U(X) = ®knk + k;|nk| (4.7)
k k<l

ou ni est le nombre de sites de couleur ¢ et ny, le nombre de sites voisins de couleurs fcy; cg. Le
parametre ®y régle I'importance marginale de la couleur c ; plus ck est grand, plus importante
sera la plage Sk. . contrdle la vraisemblance de con..gurations voisines (cy;c;); si on veut
interdire le voisinage de deux couleurs ck et c;, on choisira |, grand et négatif; au contraire, des
ign...gurations voisines (Ck; ¢;) seront assez probables si |, > 0 est grand. Notons que, puisque
« Nk = N, le modeéle est mal paramétré : on peut ..xer par exemple ®< = 0. Si les K couleurs
sont échangeables (les ®, sont identiques, les ., sont tous It_égaux a un méme coec¢cient ),
I’énergie est décrite par le seul parametre —, valant si n(x) = = p;5; 1(Xi = X;)
UxX)=i nx) (4.8a)

Plus  est grand négatif, plus il sera probable d’observer des plages régulieres.

Modele a espace d’état mixte F = o £ RY

L’espace d’état F peut étre multidimensionnel. Supposons par exemple que Z = (X;Y) est
a valeur dans & £ RY, ou, & I'image de I’exemple précédent, & = fcy;cp;¢t¢ ;ckg. Une facon
classique de modéliser Z est de dé..nir hiérarchiquement la loi : en proposant d’abord un modele
pour X ; puis, pour chaque x 2 &S; en proposant une famille de modéles conditionnels pour
(Y j x). Par exemple X est un modéle & K couleurs d’energie (4.7). Une réalisation x dé..nit
alors une partition de S en K ensembles et on choisit pour (Y j X) un modeéle ou les réalisations
de Y sur les plages dinérentes sont indépendantes entre elles , fYj;i 2 Skg étant une texture de
niveau de gris Ty, k = 1; K. On peut choisir pour Ty un modéle gaussien d-dimensionnel, corrélé
ou non a I'intérieur de chaque plage, ou encore un ©-modéle pénalisant moins les forts gradients
de Y. C’est ce type de modéle qui est utilisé pour la segmentation de texture par C. Grad¢gne

([43)).

Dynamique d’un champ de Markov

Les modéles de dynamiques spatiales (ou modéles spatio-temporels) décrivent de nombreux
phénomenes en écologie, épidémiologie, météorologie, économie ou géographie spatiale. Ce sont
aussi des modeles utiles pour I'analyse de séquences d’images, la détection du mouvement et
plus généralement la robotique. Parmi ces modeles, présentons les Chaines de Markov-Champ
de Markov (MCMF, [9]).

Un processus MCMF X = (X(t);t 2 N) est d’abord une chaine de Markov dans le temps,
X () = (Xj(t);i 2 S) étant I'état au temps t. Ensuite, pour un graphe G de voisinage instantané
hi; jig sur S (encore noté hi; ji), (X (t) j X(t i 1) = x) est un champ de Gibbs, conditionnel a X,
de potentiels ©¢ = (©3).

Une classe de modeles simples et maniables est la suivante : notons x (resp. y) I’état au
temps t j 1 (resp.t) : la transition P (Xx;y) dérive de deux familles de potentiels

) > >
POxy)=Zil(x)expf ©a(y)+ Op.a(XY)g
A AB
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(©a) sont les potentiels instantanés associés au graphe G. (©g.a) sont des potentiels dé..nissant
I'interaction temporelle entre les sites. lls sont associés a G¥, un graphe orienté (t j 1) ¥ t
dé..nissant I'infuence de (i;t j 1), le site i a I'instant t j 1; sur (j;t), le site j a I'instant t. Par
exemple, une dynamique a états f0; 1g est :

i < X
POGy)=Z1"(x)expf®  xiyj + YiYjd
hizjii hi:ji
Ces modeéles se prétent bien a la simulation : une fois X(t j 1) = x simulé, on simule le champ
de Markov (X(t) j x), par exemple par I’échantillonneur de Gibbs, sur la base des lois

o . < >
hyiixy) =z 0y expf  [Oa(y) +  ©galX¥)lg
Ai2A B

Ces lois s’explicitent facilement. Elles permettent également une étude statistique simple de ces
modéles par I'intermédiaire de la pseudovraisemblance (PV)

Y Y i

PL(X(1); x(2);¢¢¢ ;x(T) j x(0)) = %i(i(t) jx(t i 1);x'(1)
t=1;T i2S

Lorsque la transition P, appartient a une famille exponentielle de parametre 1, cette pseudovrai-
semblance est concave en | et les algorithmes déterministes habituels convergent vers I'unique
estimateur du maximun de PV.

4.2 Processus ponctuels de Gibbs

Nous avons présenté au chapitre 2 quelques modeles de processus ponctuels. Ces modéles sont
dé...nis par leur densité en référence au processus de Poisson. De fagon plus générale, des modeles
de Gibbs peuvent étre dé..nis pour des objets u appartenant a un ensemble F de sous-ensembles
fermés de RY (cf. Matheron [73], [94]). En général, on suppose que F est un espace métrique
séparable et localement compact. Par exemple u = (x;r) 2 RZER™ est un disque centré en x
et de rayon r > 0. On parle aussi de processus ponctuel marqué chaque fois que u = (x; m),
X 2 RP repérant le placement de I'objet, et m; la marque, contenant les autres informations sur
I'objet : taille, orientation, forme... De tels modéles de la géométrie stochastique sont utiles en
analyse d’image chaque fois que I'observation (dégradée ou non) est issue d’un espace continu.
La présentation que nous en donnons ici suit I'article de van Lieshout ([105]).

Une con..guration d’objets est un ensemble non-ordonné x = fXxy; Xp; t¢¢ ; Xng d’objets de F.
L’espace de toutes les con..gurations est I’espace exponentiel E = ©,_oF". Soit * une mesure
..nie et non atomique sur F. Pour le modele de référence sur F, le processus poissonnien d’objet
(PPO), le nombre d’objets dans la fenétre d’observation suit une loi de Poisson de moyenne
1(F). De plus, si n objets sont présents, ils sont répartis uniformément et indépendamment les
uns des autres sur F : P(x; 2 B) = %. En particulier, il n’y a pas d’interaction entre les
objets.

Pour construire un processus spatial avec interaction, on va spéci..er la densité p: E ¥ R*
du nouveau processus par rapport a celle du PPO. La distribution du nombre d’objets est

i2(F)

qn:P(N:n): =

p(Fx1;0¢¢ ; xng)dT(Xx1) ¢t dI(Xn)
Fh

et conditionnellement a (N = n), la distribution spatiale est

1(F)Nei 1(F)

T p(Fxq;¢¢¢ ;Xn0)

Pn(X1;¢0¢ ;Xn) =
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Soit » une relation symétrique et rétexive sur F : par exemple deux objets sont voisins si
leur intersection est non-vide. Une classe particuliére de densité est celle des modeles de Gibbs
a interactions de paires

. Y . X
p(x) = @ "™ g(xi; xj) = ® "™ exp O(Xi; Xj) (4.9

Xi »Xj Xij »Xj

®; sont deux constantes > 0, n(x) est le nombre d’objets, et g: F £F ¥ R* est la fonction
d’interaction (© est le potentiel d’interaction), le produit eétant étendu aux objets x; et x; tels
que i < j. La fonction p doit étre intégrable, c’est-a-dire © doit étre admissible.

Le casg ~ 1 correspond au processus de Poisson d’intensité  1(:); g(x;y) ~ 0sikx j yk<r
au processus a noyau dur de rayon r. Le processus de Strauss (cf. chapitre 2 ; et [95]) correspond
luiag ~ °, ° une constante. ° < 1 donne des con..gurations réguliéres (modele avec inhibition),
°>1letn(xX) ngdesconfugurations avec agrégations (modele avec attraction). Ce dernier
modele n’est pas retenu dans la littérature parce que : (i) non-admissible (sans la contrainte
n(x) np) et (ii) conduisant a des con..gurations trés instables oscillant entre un P.P.P. et un
processus fortement agrégé (cf. [77]).

4.2.1 Propriétés de Markov
Siu2F etu2x="*%xg;xp;0tt;Xxng avec p(x) > 0, et pour le modéle (4.9), le rapport

px[fug) _— ¥

00 9

Xi-Xi>»>Uu

dépend de u et des seuls objets x; de x voisins de u. Cette propriété est comparable a celle des
champs de Markov. Le rapport % mesure la densité conditionnelle pour qu’un objet soit
placé en u étant donnée la con..guration x autour. La dé..nition précise d’un objet markovien
est due a Ripley et Kelly [87]

De...nition 2 Un objet aléatoire de densité p est markovien pour la relation >> si pour tout x de
E

(a) p(x) > 0 entraine p(y) > 0 si y % x (propriété d’hérédité)

() Si p(x) =0, % dépend uniquement de u et de N(u;x) = fx; 2 X : U » X;g, les
voisins de u dans Xx.

Ripley et Kelly ont alors établi I’équivalent du théoréme de Hammersley-Clicord : un pro-
cessus d’objets de densité p: E ¥ R* est markovien si et seulement si

Y
p(x) = q(y) (4.10)

y¥2x; y clique

Le produit est étendu aux cliques y Y2 X, les cliques étant dé...nies relativement a la relation > sur
F £F. La aussi, comme pour les processus sur un réseau discret, on impose par convention que
I’ensemble vide et tous les singletons soient des cliques. g : E ¥ R™ est une fonction d’interaction
générale.

Ces modeéles Vvéri..ent la propriété de Markov globale suivante : soit A un sous-ensemble
mesurable de F ; alors la distribution de X \ A conditionnellement a X \ A°® dépend de X dans
le voisinage de N (A) \ A® = fu 2 A®: u > a pour un a2 Ag

LOXNAX\NAYD =LX\AjX\N(A)\ A)

Les processus markoviens d’objets ont été généralisés par Baddeley et Mgller ([7]) au pro-
cessus d’objets aux plus proche voisins : pour ces modeles, I'interaction (c’est a dire la relation
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de voisinage) est autorisée a dépendre de la con..guration. Par exemple, deux objets de x sont
Voisins, X; »x Xj s’ils sont dans une méme composante connexe de [x;2xXi. Une version speci-
..que du théoréeme de Hammersley-Clicord existe pour ces modeles ([7]), la généralisation de la
propriété de Markov spatiale étant donnée dans ([77], [60]).

4.2.2 Un exemple : le processus d’interaction d’aires

Soit (F; d) I’espace métrique des objets. Un processus d’interaction d’aire ([6]) est dé..ni par
la densité

p(x) = @ N0V 1°(S()

~;° > 0 sont deux constantes, S(x) = [i=1.nB(X;; r) est la réunion des d-boules de rayon r
centrées aux points de la réalisation X, © est une mesure totalement ..nie et réguliére sur F.
A I'inverse du processus de Strauss, cette densité est admissible sans limitation sur °. De plus,
comme °(S(x)) °(F) < A uniformément en X, la densité par rapport au PPO de densité 1(:)
est uniformément bornée. © < 1 correspond a une répartition réguliére des objets, d’autant plus
réguliére que ° est petit (processus d’inhibition); © > 1 fait apparaitre des agrégats.

Pour la relation u » v (O B(u;r) \ B(v;r) & ; (soit encore d(u;Vv) < 2r), ce processus est
markovien au sens de (4.10) et pour la fonction d’interaction g

& 91;)=® ; qa)="° i°(Br)
8K . 2;q(fyx;ttt ;ykg) = ° (DB avec By = °(\iz1xB(yi; 1))

Ce processus a des potentiels de tous ordres. Comme on va le voir, ces modéles d’inhibition
(° < 1) sont bien adaptés pour la reconstruction d’objets : au méme type qu’un critére AIC
pour le choix d’'un modéle pénalise une dimension trop importante, un modele d’inhibition
pénalisera la reconstruction de plusieurs objets la ou dans I'image originale un seul objet est
présent.

4.3 Modélisation de Gibbs et problemes inverses

L’utilisation des modeéles de Gibbs pour la résolution bayésienne de problémes inverses a
connu un développement important a partir de I'article fondateur des freres Geman ([37], IEEE-
PAMI, 1984). Les domaines couverts sont trés larges : I'analyse d’image, le traitement du signal,
la reconstruction tridimensionnelle, la detection du mouvement, la robotique et plus générale-
ment la reconnaissance de formes.

Les articles sur ces sujets sont nombreux. Il est indispensable que le lecteur motivé par ces
problémes consulte ces travaux : il y trouvera des éléments importants sur les phénomenes eux-
mémes, le processus de formation de I'observation, et d’autres aspects ad hoc spéci..ques a la
situation étudiée, exprimés souvent de facon non-mathématique, mais cruciaux pour une bonne
prise en compte du probléme et pour sa résolution. Nous n’arborderons pas ici ces aspets, nous
limitant a citer quelques ouvrages de référence sur le sujet : D.Geman [39], Li [67], Chalmond
[16], et, dans le contexte de théorie du signal, O’Ruanaidh et Fitzerald [81]. On trouvera dans
ces ouvrages : (i) une bibliographie détaillée; (ii) des indications sur le probléme délicat du
choix des parametres intervenant dans les modeles, en particulier pour le choix du paramétre de
régularisation ; (iii) des traitements ecectifs de problémes. On pourra aussi consulter [47] (82 et
86).

Présentons quelques problémes inverses, leur modélisation et leur résolution bayésienne par
mise en oeuvre d’algorithmes stochastiques.
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4.3.1 Formation de I'image et reconstruction bayésienne
Formation de I'image

Soit x = fXs;s 2 Sg une image (un signal, une forme....) a reconstruire, Xs 2 F, ou S un
ensemble ..ni de site. L’image observée y est dé..nie par le modéle de dégradation

y=FfFHX);b),y=Ffygt2Tg, vt 2F, T ..ni

H est un ..Itre, généralement local (mais pas toujours, par exemple pour la tomographie). b est
le bruit. ¥ et H résument la déformation déterministe. On supposera que la déformation (f,H)
est connue, et que (x;b) ¥ (Xx;y) est inversible, c’est-a-dire que b s’explicite univoquement en

(H()3y)
b=g(H(X):y) (4.11)

T n’est pas nécessairement identique a S : par exemple, dans le cas de la tomographie par rayons
X, S est I'ensemble des pixels de I'image X a reconstruire, T est I’ensemble des rayons disponibles
(orientations£largeur de barrette) et jTj ¢ jSj [25]. La situation ou H est inconnue recouvre la
déconvolution aveugle. Le fait que Xs et y; prennent leurs valeurs dans le méme espace d’état F
n’est pas essentiel.

La méthode de reconstruction bayésienne

Restaurer x, ou ..Itrer X, c’est proposer une estimation R(y) de x sur la base de I'observation
y. Si le cardinal de T est tres inférieur a celui de S, le probléme est fortement sous-détermine.
On dit aussi qu’il est mal posé. A.n de faire face a ces diC¢cultés liées au passage x ¥ y
(bruitage, déformation, sous-détermination), les méthodes bayésiennes proposent d’intégrer une
information a priori sur I'objet x a reconstruire, information dont I'objectif est de combler les
indéterminations rencontrées. Cette information a priori doit étre choisie conjointement par
I’expert (qui connait ..nement le probléme et a un a priori sur x) et par I'ingénieur (qui sait ce
gu’est un modele, et ce que doivent étre les qualités numériques d’un algorithme). La démarche
est la suivante :

(1) Choisir une “bonne” information a priori sur X, exprimée en terme d’énergie U (x). Plus
U (R) est importante, plus k est raisonnable pour I'expert, et plus & est probable pour la distri-
bution a priori P (x) = Z* expfU (x)g.

(2) Supposant le modele de bruit b indépendant de X, et d’énergie V (b), la densité jointe
(x;y) est, d’apres (4.11)

P(x;y) = ZJ*expfU(x) + V (g(H(x); y)g
(3) K(y) est choisi suivant la loi a posteriori (X jy)
P(xjy)=Zi(y)expfu(x) +V (g(H(x);y)g

Notons que P (x;y) et P(x jy) ont, a une constante pres en y, la méme énergie.
(4) Mise en oeuvre par algorithme stochastique du critére de choix pour k(y).

Le terme en V mesure I'attache aux données, le terme en U la régularité a priori de I'objet x.
La méthode consiste donc a faire un choix &; d’une part cohérent avec I'information a priori (U
important), d’autre part s’ajustant bien aux observations y (V grand), ces deux termes variant
en sens inverse I'un de I'autre. U(X) est un facteur de pénalisation sur x.
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MAP, MPM, MPE et ICM

Dans les phases (3) et (4), le choix doit étre précisé.
Le Maximun a posteriori ([37]) : Le MAP minimise le codt moyen associé a la fonction de
colt global C(Xx; k) = 1(X & k),

R(y) = Argmax P (xjy) = ArgmaxfU(x) +V (g(H(x);y)g

L’algorithme de recherche de k est un algorithme d’optimisation. Le recuit simulé est I'un des
algorithmes (ici stochastique) adaptés a la recherche du MAP.

Le Mode postérieur maxirgyim (MPM, [71]) : ce choix minimise le colt moyen pour la fonction
additive et locale C(X;R) = 55 1(Xs & Ky),

B(y) = fhs = Arg max P (xs j y);s 2 Sg

P(Xs j y) est la marginale de X au site s, cela conditionnellement a la connaissance globale
de y. En général, on ne connait pas I’expression analytique de la loi marginale. L’algorithme
repose alors sur la simulation de la loi conditionnelle (X j y). Si les modéles sur x et sur b
sont markoviens, si H est un ..Itre de portée bornée, la loi a posteriori est markovienne lo-
cale. L’échantillonneur de Gibbs est alors un bon algorithme pour réaliser ces simulations. Les
probabilités sont alors obtenues par la méthode de Monte Carlo.

L’Espérance postérieure maximum (EPM) : lorsque Xs 2 F % R, un critere, analogue au
MPM mais portant sur I’espérance, est le choix EPM,

R(y) =fls =E(Xsjy);s2Sg

La aussi, le calcul de I'espérance reposera sur la simulation de la loi (X jy).
Le “Mode conditionnel itératif” (ICM, Besag, [11]) est une variante déterministe et trés
rapide du recuit simulé pour la reconstruction MAP. Il repose sur la lecture de I'identité suivante,

P(Xjy) =Ps(Xsjx%y)P(X°jy)

Ainsi, relaxer la valeur x5 en s en proposant le mode conditionnel de (Xs j X®;y) ne peut
gu’augmenter la probabilité P (x j y). On en déduit I'algorithme :

(i) On choisit une suite de balayage des sites, par exemple périodique.

(ii) Si s = si est le site visité au temps k, seule la valeur en ce site est changée en

xs(k +1) = Arg max Ps(Xs j X°(K);y)

Ps(Xs j X3(k);y) s’explicitant analytiquement, I’algorithme est tres rapide. Par contre, comme
pour tout algorithme d’optimisation déterministe, il est crucial de partir d’'une bonne initiali-
sation. L’expérience montre qu’il faut arréter I'algorithme apres un petit nombre d’itérations
(environ 5 balayages, cf. [11]). En evet, si k ¥ P(Xs(k +1) j x*(k);y) ne cesse de croitre, on
observe sur des problémes réels qu’il n’y a pas de convergence pour la suite d’images (X(k))«_o-

4.4 Quelques exemples

4.4.1 Caractéere markovien de la loi a posteriori P(xjy)

Supposons que les énergies U (X) et V (b) dérivent respectivement des potentiels © = fO¢ (x); C 2
Cg et & = a4 (b); D 2 Dg. L’énergie conditionnelle est alors
X X
Uxjy)= ©c(x)+ =p@HX)y)
c D
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Supposons de plus que la fonction de convolution H soit locale(})
H(x) = fHs(X(Vs)); s 2 Sg
ou Vs est une fenétre locale centrée en s. Alors I’énergie conditionnelle est locale, valant

X X
UX j y)=  ©Oc()+ 3pa(Xy)
C D
ou 2ps(Xy) = Zpl(gs(Hs(x(Vs));Ys);s 2 D)] et D = [s2pVs

La nouvelle famille de cliques pour P (x j y), qui permettra de construire les spéci..cations en x
et les algorithmes de simulation ou d’optimisation, est : C°=C [ D® ou D® = fD"; D 2 Dg.

Examinons le cas particulier d’'un modele de bruit b indépendant. Notant Ns le voisinage de
s pour la loi a priori, le voisinage de dépendance de la loi conditionnelle Ps(: j X®;y) est

NS=Ns[VZouVZ=Fft2S:9u2S tg.sett2Vyg

4.4.2 Segmentation d’image

Un joli exemple de segmentation est étudié par les freres Geman [37]. La segmentation peut
étre améliorée en introduisant, en plus du processus X des niveaux de gris, un processus de bords
+. Ce modele de bord va renforcer la segmentation méme si, a I’origine, + n’est pas observé. Un
choix judicieux de modeéle a priori sur (x;+) conduit a des reconstructions e¢caces. Cet exemple
est devenu un classique de la littérature ([37]; [39]; [47], §2.4, exemple 3).

Décrivons un exemple important plus élémentaire. Supposons que X soit une image sur S,
I’espace d’état étant a K modalités qualitatives (K couleurs, K labels dans un probleme de
télédétection,....). L’observation ys au site s est de loi

L(ys j Xs = k) » Fr(ys), Vs 2 G; k=1;K

ces lois étant indépendantes site par site. Le modele a priori retenu pour x est le modéle des
plages colorées de Strauss (4.7), modéle d’énergie

> >
U= &ng+ ki1 N
k k<l

On a déja discuté de I’ecet des parametres ® et sur la con..guration de I'image X, en particulier
du role de régularisation des paramétres . Si on écrit Fy(ys) = expfuk(ys)g, alors I’énergie a
posteriori devient

) X
UXjy) =UX)+  Ux(ys) (4.12)
s2S

Pour un modeéle ou les K états sont échangeables, un seul parameétre  caractérise U (x). L’énergie
conditionnelle en s est alors,

Us(Xs J X°y) = Ns(X) + Ux, (Ys) (4.13)

Deux exemples classiques de bruits sont les suivants :

1Ceci n’est pas le cas en tomographie : la dépendance en x au pixel s va faire intervenir tous les x; tels que t
et s soient sur un méme rayon: Les méthodes markoviennes ne peuvent pas étre mises en ceuvre aussi directement
(cf.[25]).
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1. Bruit de transmission de canal : F = G, et P(ys & Xs) = ", cela uniformément sur les
(K j 1) valeurs dizérentes de Xs.

2. Réponse ys multidimensionnelle : c’est la situation courante en télédétection ou le satelitte
renvoie, pour chaque pixel, les réponses multispectrales de p-capteurs, F = RP. Dans le
cas d’une réponse gaussienne, Fi » Np(%y; 8).

Les énergies (4.12) et (4.13) s’explicitent alors facilement.

4.4.3 Détection de ruptures dans un signal

La version signal d’un probléme de segmentation est le probléme de la détection des ruptures
d’un signal, le nombre de classes n’étant pas nécessairement connu ([81],[66]). Décrivons le cadre
de ce probleme.

Un régime caché x; 2 F, temporel (t 2 S = f1;2;¢¢¢ ; ng), gouverne un signal observable
y = fys;s 2 Sg; ys 2 RP. Le probléme est de détecter les instants de changement de régime ou
instants de rupture.

Si r = fry;t 2 Sg, est le processus a valeurs f0; 1g des instants de rupture (ry = 1 s'il y
a rupture en t), retenons pour modele a priori sur r le modele de Bernoulli, les r; étant i.i.d.

Ber(p)

1 -
P(x) = C expfj ®n,g avec ® = log —>

N, est le nombre de ruptures. ® 2 R régle la densité de rupture, une valeur positive importante
pénalisant un nombre important de ruptures.

Notons S =11 [ 12 [¢¢¢ [ In,+1 la partition associée a chaque zone de régime homogene. Si
la vraisemblance du modéle sur le I-iéme intervalle est estimée par q(y(1;); B); d’énergie u, la loi
a posteriori est

1
P(rjy) =Cexpfi®n, + uly(lp); P.)g (4.14)

1=1

Examinons, par exemple, le cas ou le changement porte uniquement sur la moyenne,
ye=1 +"sit2 1), " » BB(0;%%)

Sull_c,l intervajlg 1), cette moyenne est estimée par y,, et la variance résiduelle par %2(r) =
I 1 2, (Ve i Y1)?. L'énergie a posteriori est alors

uerjy) = Elog%?(r) i ®n,

4.4.4 Reconnaissance d’objet

Traitons un exemple de reconnaissance d’objet qui reléve d’'une modélisation sur I’espace
continu R2. Nous suivons a nouveau [105]. L’image initiale est une photo de “granulés” (“pellets™)
extraite de I'album de textures de Brodatz [13]. Cette photo est scannée en S = 128 £ 128 pixels
(on est passé a un espace de sites discret). Les granulés seront traités comme des disques de
rayons ..xe 4 pixels. On suppose que la dégradation est gaussienne additive

Vs =Hs(X) +"5,82S

la fonction de brouillage Hg étant portée par la fenétre 3 £ 3 centrée en s, de poids relatifs 4 au
centre, 2 aux 4 p.p.v., et 1 au 4 p.p.v. diagonaux. Le variance du bruit est estimée par seuillage
de la distribution des niveaux de gris de y.
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Une reconstruction de x par maximun de vraisemblance conduit a I’observation suivante :
les granulés sont correctement identi..es mais il y a des réponses multiples, le M.V. faisant
parfois apparaitre des agrégats autour de vrais objets. Ceci s’explique bien : sans pénalisation,
la vraisemblance augmente toujours avec la dimension du modeéle et ajouter certains granulés
dans certaines zones améliore la vraisemblance sans dégradation (les granulés se recouvrent). Une
facon de faire disparaitre cet exet et d’imposer une distribution a priori sur x du type modéle
d’inhibition, par exemple le modéle d’inhibition de Strauss, ou encore le modele d’interaction
d’aires de Baddeley-van Lieshout. Ces modeles vont pénaliser I’apparition d’agrégats injusti..és.
On constate alors que la reconstruction MAP ne présente plus ces défauts de réponses multiples.

Dans [105], I'auteur utilise, pour la simulation comme pour I'optimisation, une dynamique
de processus de naissance et de mort (PNM, [76]). Cette dynamique est dé..nie sur I'image
discrétisée. Pour I'optimisation par recuit simulé, van Lieshout donne une condition su¢sante
sur le schéma de température assurant la convergence du recuit simulé [104]. Les dynamiques
de Métropolis sont préférées aux dynamiques de PNM [78].

Si on veut travailler directement sur I’objet continu X % R?, les résultats de [98] permettent
de contrdler la convergence des simulations. Quant au probléme du recuit simulé sur un tel
espace, il reste ouvert. Cependant, I'expérience montre qu’une bonne application du R.S. en
situation d’espace d’état E Y2 RP continue a “bien fonctionner”.

4.5 EXxercices

Exercice 4.1 Contraintes d’identi..abilité (4.3) pour un potentiel

Si F est a K état, et S a n sites, un champ sur E = FS dépend de (K" j 1) paramétres. Montrer
que I’'on retrouve cette dimension en écrivant la représentation en potentiel sous la contrainte
4.3).

Exercice 4.2 Des lois conditionnelles arbitraires ne se recollent pas

(1) AEB est a m£n éléments. Quelle est la dimension paramétrique jointe de deux familles
de lois conditionnelles sans contraintes, ff(x j b);b 2 Bg sur A et fg(y j a);a 2 Ag sur B?
Quelle est la dimension d’une loi jointe générale sur A £ B? Conclusion.

(2) Sur Z, et pour un espace & K états, on considére un noyau homogéne %(y j x;z) =
PXo =Yy ]jX;1 =% X1 = 2). Quelle est la dimension de ce noyau? Evaluer le nombre de
contraintes a imposer a..n que ces lois soient celles d’un processus markovien aux deux p.p.v. ?

(3) On considere la famille de lois binomiales, homogeénes, %(Xo = X j X;1 = X;1; X1 =
x1) = B(m; u()) ou u(c) = % avec A(t) = ®+ " (X;1 + X+1)2. Ces lois conditionnelles se
recollent-elles ?

Exercice 4.3 Processus markovien sur un réseau triangulaire

Sur le réseau triangulaire plan, on considére le champ de Markov binaire invariant par translation
et aux 6 p.p.v.. Décrire les cliques, les potentiels, les lois conditionnelles. Identi..er les sous
modeles : isotropique ; réversible (8A, ©a(Xa) est invariant par permutation des indices de x
dans A); le modele sans potentiels d’ordre > 2.

Exercice 4.4 Modeéle de Markov bruité

Soit X le champ de Markov binaire aux 2-p.p.v. sur S = f1;2;¢¢¢ ; ng. La transmission X 1Y
se fait avec un bruit de canal, indépendant site a site, suivant la loi : P(X;j = VYj) =1 " =
1 P(Yi & Xj);0<"<1. Expliciter la loi de (X;Y). Y est-il un champ de Markov? (X jY)
est-il un champ de Markov ? Précisez ses lois conditionnelles.

Exercice 4.5 Modeéle bivarié sur f0; 1g?
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On considére le modéle bivarié sur S = f1;2;¢¢¢ ; ng d’énergie
X X X X

Uxy)=® x+ XiXj +° yi+t Xy
i Kij jk=1 i i

(1) Expliciter un algorithme de simulation de (X;Y).

(2) Seule y est observée. Expliciter les algorithmes MAP et MPM de reconstruction de X.

(3) On observe n gaussiennes Z; indépendantes entre elles, t.q. L(zi j X;y) 5 L(zi j yi) =
N (*(yi); %2). Déterminer la loi jointe de (X;Y;Z) et véri.er que %(y;z j X) = ~,%(Yi;Zi j X).
Calculer %(yi = 0; z; j X) et %(yi = 1;z; j X). En déduire %(z; j X); Ya(z j X) et %(x; z). On observe
z. Donner I'algorithme MPM de reconstruction de X.

Exercice 4.6 Chaine bruitée observée un site sur deux

On considére le champ binaire sur S = 0;1;2; 3;¢¢¢ ; 2ng d’énergie
X X X

U(X) =® Xj + XiXj + ° XiX;j
i Kij jk=1 ki j jk=2

(1) S est partitionnée en P [ I, I’ensemble de ses indices pairs et I’ensemble de ses indices
impairs. Déterminer la loi Y4 (X j Xp). Véri..er que (X, j Xp) est une chaine de Markov, indé-
pendante si © =

(2) On suppose °© = 0. On observe, aux seuls indices i 2 P, Yj de loi : P(Y; = X)) =
1 i P(Y;i & xj) ="; ces variables étant indépendantes site par site. On observe yp. Déterminer
les lois %;i(x; j X';yp) pour i 2 S (examiner séparément les cas i 2 | et i 2 P). Proposer une
reconstruction de (X j yp).

Exercice 4.7 Dégradation exponentielle

On veut reconstruire un objet x 2 f0;1gS, S = f1;2;¢¢¢ ; ng. On modélise x par :

- X J—
W(x) =Zitexpf~  xixjg, >0
hisji

L’observation disponible y = (yi)i2s (y 2 (R*)%), dégradation de X, suit le modeéle suivant : (i)
Pour tout i, Loi(y; j X) = Loi(yi j Xi) = Exp(, (X;)) (lois exponentielles, _ (0) et _ (1) connus);
(ii) Ces lois sont indépendantes entre elles. Déterminer la loi jointe de (X;y), son énergie ainsi
que la loi a posteriori (X j y). Identi..er les lois conditionnelles (x; j x';y). Décrire I’algorithme
de reconstruction MPM de x.

Exercice 4.8 Loi conditionnelle et loi marginale d’un champ de Gibbs

Soit X = (Xj;i 2 S) un champ de Markov binaire sur — = f0;1g5; S = f1;2;¢¢¢ ; ng, de loi ¥ :
X X

w(x) =ZilexpU(X); ol UX) =®  x; + XiXj
s hisji

(1) Soit k un site de S. Déterminer I’énergie et les potentiels de la loi de (XK j x).

(2) Ecrivant %K(x¥) = %(0y; xK) + %(L; xX), identi..er I'énergie de la loi marginale %K de X
sur A = Snfkg;. Constater I’apparition d’un nouveau potentiel ©gy. Préciser le nouveau graphe
de voisinage de %X (on discutera suivant que j @k j 1 ou j @k j> 1).

Exercice 4.9 Segmentation et modéle (4.12)
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On considére I’énergie de segmentation dé..nie en (4.12) ainsi que les deux modéles de bruitage
décrits a sa suite (bruit de canal, bruit gaussien).

1. Déterminer la loi a posteriori %(x j y) et les lois conditionnelles ¥%; (x; j x';y). Dans le cas du
bruitage gaussien, examiner les deux situations : (i) les populations se distinguent uniquement
par leurs moyennes (1,); (ii) les populations se distinguent uniquement par leurs variances.
Décrire les procédures de reconstruction MAP et MPM.

2. Application : prendre S = 1;2;¢¢¢;64g%. Choisir une partition en trois couleurs; la
bruiter; reconstruire la partition initiale.

Exercice 4.10 Déconvolution

Sur le tore a une dimengipn, S = £1,2;¢¢¢ ; 64, on considére le signal gaussien autorégressif
d’énergie U(X) = jz( ;X2 +2c ;XiXi+1), j¢j < 3: Le signal observé est une convolution

bruitée par un bruit blanc gaussien N(O;%ﬁ);

X
Yi = HeXijk + "
k=ip

Le ..Itre et la variance du bruit sont connus. Expliciter la loi a posteriori (X j y), en précisant
ses potentiels, ainsi que les lois conditionnelles %;(x; j X';y).

Exercice 4.11 Détection de ruptures

On reprend le modéle (4.14) décrivant la loi a posteriori dans un probléme de détection de
rupture, la rupture portant uniguement sur la moyenne. Pour la reconstruction par le MAP,
on utilise une dynamique de Metropolis avec le noyau de proposition q(r; r®) sur £0;1g" : (i)
on choisit un point i de f1;2;¢¢¢ ;ng au hasard; (i) r! =1 j rj, et rJQ = rj ailleurs. q est-t-il
irréductible ? symétrique ? Calculer la variation d’énergie pour le changement r ¥ r°. Décrire
I’algorithme d’optimisation associé.

On souhaite améliorer le noyau g en ¢° : (i) pour un r t.g. n, =0 ou n, g°(r; r’) = q(r; r’; (i)
sinon, on tire une Bernoulli de paramétre p. Si elle vaut 1, on prend encore q°(r; r’) = q(r; ) ;
sinon, on choisit au hasard I'une des n, ruptures de r, on la translate a gauche ou a droite avec la
méme probabilité et si les deux places places voisines sont libres, ne faisant rien sinon. Expliciter
ce noyau. Montrer qu’il est irréductible et symétrique. Ecrire I'algorithme d’optimisation.

Exercice 4.12 Tomographie Gamma en imagerie médicale ([12])

A..n de proposer un diagnostic sur I’état d’un organe X, on fait ingérer un produit radioactif
par le patient. Ce produit se concentre dans I'organe et émet des photons qui sont captés et
ampli..és. On obtient ainsi une image Gamma y de x. Les concentrations dans I'organe sont
X = (Xs;8 2 S);Xs 2 F = fcy;cp;06¢ ;ccg, K valeurs ordonnées et > 0. Les émissions de
photons y = fy;; t 2 Tg sont observées sur une grille T; elles suivent le modéle indépendant en
chaque site t, de lois

) X
L(ytj X) =P(,t(X)) avec ,¢(X) = he;sXs
s2S

Le noyau (hts)t2T:s2s €st une caractéristique connue de I'appareil. On se propose d’utiliser le

modele a priori sur X

C > .
) = Q——expf®  jlogxr i logxsjg
s hr:si

(1) Déterminer les lois conditionnelles a posteriori %s(Xs j X°; ).
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(2) On cherche a estimer le MAP par un recuit simulé en utilisant la dynamique de Me-
tropolis pour le noyau de proposition suivant : (i) on choisit un site i de S au hasard; (ii) au
site i, notant cx = Xs, Xs est remplacé par x°S choisit au hasard sur fcy;1;Ck; Ck+19 (avec un
aménagement naturel aux extrémités de F), les autres valeurs étant inchangées. Véri..er que g
est symétrique et irréductible. Calculer la variation d’énergie pour un tel changement. Ecrire
I’algorithme d’optimisation.

Exercice 4.13 Décompression d’image

X est une image a valeyes réelles sur S = f1;2;¢¢¢ :ng?, n = 3m. On transmet I'information
Y =fy;c2Cgouyc = Xi, Vc étant la fenétre 3£3 autour du point ¢ = (2+3i;2+3j);i;j =
0;m j 1 de S. Proposer une modélisation a priori de X permettant sa reconstruction a partir
de y si : (1) x est a niveau de gris a variation réguliére; (2) x est a 3 niveaux de gris, avec
changement brusque a la frontiere.



Chapitre 5

Diagnostic de convergence d’une
chaine

Dans la simulation d’une loi ¥% utilisant la dynamique d’une chaine de Markov de transition
P et de loi initiale ©, les deux questions centrales sont :

(i) Quand arréter les itérations (burn-in time) pour assurer que °P" et % sont proches ?
(ii) Quel est le biais de la simulation k°P" § %k?

Il existe plusieurs approches pour répondre a ces questions.

(A) La premiére consiste a borner la vitesse k°P" j %k. Dans le cas d’un espace d’état ..ni,
il s’agit d’évaluer le trou spectral (spectral gap) s =1 j j.j ou _ est la valeur propre de P de
plus grand module et & 1, puisque k°P" j %k C(°)j.j". Les limitations a ce controle sont
nombreuses :
2 | ’obtention explicite de bornes appropriées n’est pas connue, méme pour des modeles relati-
vement simples et a fortiori pour des modeles plus complexes utiles en pratique. Ceci tient a la
grande dimension de I'espace d’état E, c’est-a-dire de la matrice de transition P.
22 | es résultats théoriques existants sont souvent inapplicables. Par exemple, si pour le modéle
d’lsing sur E = fj 1; 1g", n peut étre choisi polynomial en r (cf.[23], [84] et [93];(*)), les bornes
obtenues sur les coe¢cients polynomiaux sont telles que le résultat est inapplicable.
222 Ces majorations peuvent étre trés pessimistes, conduisant a des valeurs de n excessivement
grandes. Cette critique s’applique a fortiori aux majorations plus simples et plus grossiéres, telles
celles qui sont basées sur le coe¢cient de contraction.

(B) Une deuxieme approche consiste a proposer des diagnostics heuristiques fondés sur un
contrble empirique de la convergence. Le lecteur pourra consulter a ce sujet les deux recueils
d’articles, Gilks W.R., Richardson S. et Spiegelhalter D.J. [43] (cf. [86]), et C. Robert [90] (%)
(cf. [89] et [17]). Si ces méthodes sont raisonnables, elles ne mettent pas a I’abri de problémes, tel
la métastabilité de certains régimes dans lesquelles la chaine peut séjourner longtemps, laissant
croire par la qu’elle est entrée dans son régime stationnaire.

(C) Une troisieme approche, récente, est celle de la simulation exacte par couplage depuis
le passé (Coupling From The Past, CFTP). Dans leur article trés novateur, J.G. Propp et D.B.
Wilson (cf. [84], 1996) proposent un algorithme qui résout simultanément les problémes (i) et
(i), c’est-a-dire qu’ils proposent un algorithme :

1Un site sur les chaines de Markov en général est : http ://www.stat.berkeley.edu/~aldous/book.html
Z|e site sur le diagnostic des méthodes MCMC est :
http ://www.ensae.fr/crest/statistique/robert/McDiag/

79
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(i") détectant automatiquement quand il doit s’arréter, et
(ii") produisant un échantillon sans biais de %:

L’idée de base est la suivante : on simule, en remontant dans le passé, autant de réalisation
de la transitions qu’il y a d’états (soit r = jEj transitions a chaque instant, autant de fois que
cela sera nécessaire) ; s’il existe un temps T < O tel que les r chaines démarrées en §jT se
couplent toutes a I'instant 0 (0 est un instant de coalescence des chaines), alors I’état commun
x(0) a I'instant 0 suit exactement la loi %. La durée de I'algorithme est aléatoire, mais presque
srement ..nie : I'algorithme délivre le label que X (0) » %.

Telle quelle, la méthode est inapplicable parce que : (1) elle fait appel a un trop grand
nombre d’opérations (si r, le cardinal de I'espace d’état E; est trés grand; il fauten ecet r £T
opérations si le couplage est en § T); (2) elle demande trop de place mémoire (r places mémoires
pour remonter d’une unité dans le temps). Cependant, dans des cas favorables, la mise en ceuvre
béné..cie de simpli..cations remarquables qui rendent I’algorithme réalisable. Tel est le cas étudié
par Propp et Wilson, ou E est muni d’une relation d’ordre partiel qui est préservé par la chaine de
Markov (chaine de Markov monotone). Se plagant a la température critique (une bonne frontiére
entre la faible et la forte dépendance spatiale), Propp et Wilson obtiennent ainsi la simulation
exacte d’'un modéle d’Ising attractif sur un réseau 512 £ 512; avec un temps de couplage de
I’ordre de T = 30 balayages, et un temps de réalisation de 10mn sur une station Sparc.

Par son originalité et son e¢cacité, I'article de Propp et Wilson a redynamisé la recherche
sur la simulation par chaine de Markov(®). L’un des objectifs est I’extension du CFTP a d’autres
contextes que celui étudié par Propp et Wilson (E in..ni, E sans élément maximal ou sans ordre,
dynamique non-monotone, modele non-attractif), tels les processus ponctuels (W. Kendall [61],
O. Haggstrom, M.N.M. Van Lieshout et J. Mgller [48], W. Kendall et J. Mgller [62]), les variables
multidimensionnelles sur RY ( D.J. Murdoch et P.J. Green, [80], J. Mgller [79]), les champs de
Markov non-attractifs (O. Haggstrom et K. Nelander, [49]). D’autre part, le choix d’un “bon
couplage” réduisant autant que faire se peut E(T) est crucial [56]. Pour faire face a ce probléme,
J.A. Fill [31] propose une autre stratégie, son nouvel algorithme pouvant s’interrompre plus tot
tout en contrélant le biais de simulation.

Nous nous limiterons ici a la présentation des principaux résultats de Propp et Wilson.

Signalons que I'approche de V.E. Johnson [55] qui utilise le couplage vers le futur de plusieurs
chaines se trouve a I'interface des approches (B) et (C) (cf. également [32]).

(D) Une derniére approche, due a B. Ycart [111], est liée a I’étude du phénoméne de conver-
gence abrupte (ou cuto@ ) pour une chaine. Lorsqu’un tel phénoméne est présent, I'étude d’un
temps de fusion (merging time) lié au temps de cuto= permet de proposer un test d’arrét assu-
rant que la chaine est entrée dans son régime stationnaire ([109],[72],[110] et (*)). La méthode est
particuliérement bien adaptée au cas d’un espace d’état partiellement ordonné. Cette approche
permet en outre I'étude de ce mode de convergence abrupte de °Pt vers Y.

Nous commencerons par décrire ce phénomeéne.

5.1 Phénomeéne de Cutor et test d’arrét d’'une chaine

5.1.1 Convergence abrupte pour une chaine

Le phénoméne de convergence abrupte d’une chaine de Markov, ou cutoz, a été observé par
Diaconis et Aldous. Le comportement de la convergence est le suivant :

%Le site sur la simulation exacte est : http ://dimacs.rutgers.edu/~dbwilson/exact.html/#surveys
“Disponibles sur le site http ://www.math-info.paris5.fr/~ycart/
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Phénomene de Cutox= : il existe ty (le temps de cutoa) tel que 8" >0;
Y . .
2Sit<(1j "ty o°Ptjlo " 1;
2Sit>(1+")ty; "°Pt j %° = o(1):

La convergence est abrupte autour de ty, la pire qui soit avant ty, la meilleure aprés, sans
nécessité de la poursuivre au-dela de (1 + ")to.

En fait, comme cela va étre précisé dans les deux exemples que nous présentons, ce phénomene
est asymptotiqgue dans un parametre du modeéle lié au nombre d’états de E. Des références
générales sur ce phénoméne sont Diaconis et altri ([24], [23] et [22]) et Saloa-Coste [91], §2.4.2.

Exemple 1 : La marche aléatoire sur f0;1g"

Considérons la marche aléatoire sur S = f1;2;¢¢¢ ; ng; a état E = f0; 1g". Ici, I'asymptotique
est en n, la dimension de I’hypercube. A chaque pas, on choisit un site i de S au hasard et on
change xi en 1 j Xi en ce site. La transition est P(x;y) = nil si kx j yk; = 1, 0 sinon. Cette
chaine est symétrique, irréductible (mais périodique), admettant la loi uniforme % comme loi
invariante. On a, pour tout état initial x et pour tout " > 0 ([21],[22]) :

o

o . 1
Yoo = 1sit Z(li")nlogn

o
- o
lim P
1

X -+
-

o o
- o

lim P
L B

o . 1
Yoo = 0sit_ Z(1+")nlogn

X -+
-

Puisque t ¥ °Pf j %° est décroissante, cela donne une description du mode de convergence
lorsque n est grand : la chaine reste éloignée (au maximun) de sa loi stationnaire % avant
(1§ Mto(n) (to(n) = %n log n); puis elle converge abruptement vers % des que t = (1 + ")to(n),
sans nécessité de continuer plus longtemps les simulations. Une description plus précise de ce
mode de convergence autour de to(n) est donnée dans [22].

Exemple 2 : n-échantillon de chaine de Markov ( [72], [111])

Ce deuxiéme exemple examine une chaine pour la simulation d’un n-échantillon d’une loi %
sur E = f1;2;¢¢¢;rg : ici r est ..xé et I"'asymptotique est en n, la taille de I’échantillon. Soit P
une transition sur E, réversible, ergodique, de loi invariante %. On veut simuler 8 = ¥%~" sur
E = E". Pour cela, on considéere la chaine constituée de n-chaines paralleles et indépendantes
de transition P, la transition sur E étant,

Y
B((iz;i2; 000 ;in); (o d2;00¢ 5 Jn)) = P (ik; jk)

k=1;n
Décomposition spectrale de P. P étant réversible, ses valeurs propres sont réelles,
1=0;>® _ 6t _® > jl

L’apériodicité entraine ®; > j 1. Soit ® = maxfj®,j; j®jg : ® contrdle la convergence de Pt vers
Y. Soit D = Diag(p%"i). DP D! est symétrique, de valeurs propres f®;1 = 1; rg, de base propre
orthonormale assogiée fV|;1 = 1; rg. On choisira pour preiglier vecteur propre (associé a la valeur
propre 1) V(i) = = %(i), i = 1;r. Notons en..n w(i) = I:j®|j=®VI2(i)1 = (i;i;eee ;i) 2 E, B!
la loi en t de la chaine initialisée en .

On a (Propositions 2.1 et 2.2 de [111]),
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Proposition 5.1 Le temps de cuto= pour B est to(n) = m et pour c >0 :

H . c+logn
(i)ySit=> STog(iza) -

o o

B § 87 < - (exp(

Nl

1/(|)) 1)
lognijc

(ii) Soit i tel que w(i) = 0. Alors, il existe np(c) t.q. si N =>ng(c) etsi t< Wf:@)’ ona:

o o

o o = aC\n/2(i
°Iﬂ;i%°>1i4expf i ew(i)

8Y%i(L 1 ¥a)
Preuve :

(i) Utilisant I'inégalité du produit scalaire, on véri..e facilement que la distance en variation est
majorée par la distance du khi-deux

SN : g ORRIOC
Pli¥% §fA(Pf;1/4)g%, ou AP %) = ()134(0 2
12E

Il su¢ra de montrer I'inégalité pour la distance du khi-deux, qui vaut :

. 1 X
APLY) = j1+—<  VA(@)®" ' pourt _ 0

O
Reste g-adapter cette formule a B et 8. Si B est la matrice diagonale de i = (iy;iz;¢¢¢ ;in)-ieme
terme  %(i1)%(i2) ¢t %(in), BRBi1 est le produit de Kronecker de n copies de DPDil. Le
spectre de BB i! s’obtient ainsi : a toute application g : 1;2;¢¢¢;ng ¥ F1;2;¢¢¢;rg, on
associe

- Y -
V(i) = Vgay (ir)

1=1;n
qui est vecteur propre associé a la valeur propre (en notant ny = Card(g(flg))
®y = @ ttt@®r

On obtient ainsi les r" valeurs/vecteurs propres de BRB i1, Isolant celle égale a 1, on obtient :

A t. — - 1 > 2 r:\m2th\n
I=1;r

D’apreés le choix de Vi, 1/(I)V 2(i)®2t = 1. Puisque (L +x) €%, on obtient :

A=t 8) i1+expfn Vi ()®, g il+expf——@2g

1= (D) (i)
Ainsi, A(Bt; %) ~ dés que %@” <log(1+ "), c’est-a-dire dés que

- logn  _ log¥%(i) _ log(log(1+ "))
21og(1=®) ' 210g(1=®) ' = 2l0g(1=®)

C’est le résultat annoncé pour ¢ = j log%(i) j log(log(1+ 7)):
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(ii) On supposera ¢ assez grand de sorte que le terme minorant de I'inégalité annoncée
soit _ 0. Pour établir I'inégalité, il su¢t d’exhiber un sous-ensemble F; %2 E", tel que pour

.- _ neae sy — _i€°wA(i) .
t<(logn j ¢)=(2log(1=®)) et "(c;i) = gy ON A
B(Fy) =1 i 2expf(c;i)g et Iﬂ;(Ft) < 2expf'(c;i)g

Soit i = (iy;iz; ¢ttt ;in) 2 E la valeur échantillonnée par Iﬁ3¢t a l'instant t, et, pour i 2 E; N;(i)
le nombre de coordonnées de i égales a i. Alors N; est unesloi binomiale Bin(n; P{) sous B, et
une loi binomiale Bin(n;%(i)) sous &. Rappelons que t ¥ °Pi2t i %~ est décroissante.

L’idée est de montrer que, souslﬁ‘;, le nombre N;(i) est signi..cativement supérieur a n¥%(i),
la moyenne de N;(i) sous &. Pour cela, dé..nissons :

Fo=fi - Ni(Q) < n((i) + 5 [PLG) § %D

P
Rappelons que P{(i) = = |_,., V,2(i)®}. Retenons t = t(n) pair et ¢ = c(n) de sorte que t =
(logn j ¢)=(21log(1=®)). Alors,

PL(i) = %(i) + niZez°w; + o(ni2)

o)

Pour cette valeur t, E(N;) excede n%(i) d’un ordre * n. Reste a utiliser une inégalité de Chernov

relative aux distributions binomiales :

Lemme 5.1 Soit B » Bin(n;p), b 2]0; 1[; h(p;b) = (%E)lib(g)b. Alors : P(B > nb) < h"(p;b)
sib>petP(B <nb)<h"(p;b) si b<p.

Appliquant le lemme & p = %(i) (resp. a p = P{(i)) et b = %(i) + 3[P{(i) i %(i)], on obtient
B(EnF;) (resp. IE;(Ft) < expf(c;i) +0(1)g). D’ou le résultat. o

On peut se demander s’il existe un contréle uniforme dans I’état initial i = (iq;i2;¢¢¢ ;i) de
la chaine. La réponse est oui (Proposition 2.4, [111]) : pour toute fonction c(n) ¥ +1; posant
ti (n) = maxfo; ﬁ%”:—@ i c(n)g, t*(n) = ﬁ%ﬁ_@) +c(n),ona:

lim °B" ™ jge =1et lim °”" ™ jgo =0

nt 1 nt1
des que pour i = (i1;i2;¢¢¢ ;in), chaque modalité i 2 E est de fréquence asymptotique > 0 dans
i.

5.1.2 Exemple 2 (suite) : temps de fusion et regle d’arrét [110]

Soit f: E ¥ R et FX(t)ge_o = FXy(t); Xo(t);0¢¢ ; Xn(t)ge_o la chaine démarrant en ¢ =
(i;i;tee ;i). La moyenne empirique de f au temps t est :

X
sO® =2 FXm(®)

m=1

Dé...nition 5.1 Soient i; et i, deux états tels que f(i;) < Ew(f) < f(i,). Le temps de fusion
(merging time) de la chaine associé a (iy; ip; ) est la variable aléatoire :

Tii,(F) = infft>0: SO (F) _ sO(f)g

. P P - q1/4 - - t: . t
Soit wi(f) = |jgj=e j2e TA) 7VI([HVI() et hf; P{i I'espérance de f sous Pj.
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Proposition 5.2 ([110] et [111]) Si les deux conditions suivantes sont véri...ées :
(a) I'une ou I'autre des valeurs w;j, (F) et wj, (f) est non nulle,
(b) hf; PLi est croissante en t et hf; PLi est décroissante en t;
Alors :

. log 2n
nlm:]L Til;ig(f)fz |

94 4il= ilité
og(1=®)g 1 en Probabilité

Ce résultat permet de donner une régle d’arrét assurant la convergence de la chaine B : si
" > 0 et si n est grand, arréter la chaine en T = (1 +")T;,.i,(f) assure la proximité de BT et
de %. Remarquons que (b) est véri..ée dés que P est remplacée par P2 (les valeurs propres de
P2 sont positives, on itére la chaine par pas de 2 et si on arréte la chaine a un instant pair). La
condition préalable f(i1) < Ey(f) < f(i2) sur (f;i1;i2) ainsi que (b) s’obtiennent par exemple
si E est muni d’un ordre partiel A , si f est monotone, si i; est minimal et si i, est maximal
dans E. Par exemple, sur E = fj1; +1g" pour I'ordre :

XAy ,8i=1n:x Vi

F)
il=(x "~ il)est minimal, +1 = (x; =~ +1) est maximal et on peut choisir f(x) = ;X qui
est croissante.

Dicérents cadres d’application(®) sont développés dans [111].

5.2 Simulation exacte par couplage depuis le passé

5.2.1 Couplage depuis le passé

Nous exposons ici les principaux résultats(®) de J.G. Propp et D.B. Wilson ([84], 1996). Soit
P une transition ergodique sur E = f1;2;¢¢¢ ; rg, de loi invariante %. On veut simuler % suivant
la dynamique P. Notons P (i;:) la loi de la chaine issue de i aprés un pas.

Les simulations (S). Le couplage depuis le passé est dé..ni a partir d’une suite S de simulateurs
S="1f;¢(i);t. 1;i 2 Eg

ou T;¢(i) a pour loi P(i;:). On supposera les générateurs Sy = Ff;(i);i 2 Ig i.i.d. dans le
temps t _ 1 (cette condition est relaxée par W. Kendall et J. Mgller, [62]). Quant aux variables
T;¢(i);i 2 E (t est ..xé), elles ne sont pas nécessairement indépendantes. On verra méme qu’il
est possible et méme intéressant qu’elles soient toutes issues d’un unique générateur U; uniforme
sur [0; 1]. L’algorithme remonte dans le passé :

2 |tération entre jtet jt+1(t_ 2):

Yo

2 Pour chaque i 2 E, simuler i @ f;¢(i) 2 E
22 On obtient ainsi r-transitions fi @ f;¢(i);i2Egde jta jt+1

Le fotdetaty; ti<t, :F2:E I E.
C’est la transformation aléatoire :

Fttlz = ft2ilift2i2¢¢¢ifitl+1 iftl

Cutor pour une chaine & espace dénombrable, chaine de naissances et de morts sur un arbre, sur R, réseaux
de Jackson

®Propp et Wilson étudient des applications en combinatoire, en mécanique statistique et en pavage (lIsing,
random-cluster, ice, et dimer models).
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Fttf(i) est Iétat au temps t, de la chaine est démarrée en i au temps t;. Ainsi, F? (t <0), le fot
entre I'instant t et 0, Véri..e :

Fo=F2,+f, avec F{ = Id (5.1)
Cette derniére relation montre que F? s’obtient récursivement en utilisant r places mémoire.

Temps et état de coalescence pour (S).
T < 0 est un temps de coalescence de I'algorithme si F2 est constante,

9i. 2E t.q.:8i 2 E;F2(i) = ia

Les r-chaines, démarrées des r-états a I’'instant T, se couplent toutes a I'instant 0 : on dit encore
que T est un temps de couplage depuis le passé (coupling from the past, CFTP), i, I’état de
coalescence. La relation (5.1) nous dit que si T' < T, alors T? est encore un temps de coalescence,
I"état de coalescence a I'instant 0 étant inchangé. Notons F?, = F9; = F?%,, pourtoutM _ Tq
la valeur constante et commune obtenue pour le premier instant de couplage, noté Ty;

Te=infft>0: F?t(:) est constanteg

Proposition 5.3 Simulation exacte par CFTP(S)
Presque sdrement, le couplage a lieu en un temps ..ni : P(Ta < 1) = 1: De plus, ia = FY4
est distribué suivant Y%.

Preuve : La chaine étant ergodique, il existe L < 1 tel que, pour tout i;j; PL(i;j) > 0.
Ainsi, FttiL a une probabilité " > 0 d’étre constante. Chacune des applications F?L, FiizLL, tee
ayant la probabilité " d’étre constante, et ces événements étant indépendants, I'un au moins est
réalisé avec une probabilité 1. Donc p.s. F?M est constante si M est assez grand. On a donc
P(To<1)=1.

Lasuite Sy = ff;¢(i);i 2 1g, t = j1; j2;¢¢¢ etant i:i:d:, Fiii a F?l ont méme loi ©. D’autre
part, on passe de I’'une a I'autre par P. On a donc °P = ©, soit © = Y. o

Ce résultat est étendu a un contexte beaucoup plus général par W. Kendall et J. Mgller (Théo-
reme 3.1,[62]).

Commentaires.

(1) La loi de la variable Sy = fF;1(i);1 2 1g est le germe de la simulation. Le test d’arrét
est implicite a la procédure.

(2) Complexité algorithmique. Pour obtenir F?, il faut ecectuer ( j t)£r opérations, ce qui est
irréaliste si r est grand. De méme, r places mémoires seraient nécessaires. Deux aménagements
sont possibles : (i) les transitions Sy = Tf;¢(i);i 2 1g peuvent étre construites a partir d’un
unique germe aléatoire U;¢, limitant ainsi le nombre d’appels & un générateur aléatoire; (ii)
dans le cas d’un espace E muni d’un ordre partiel A et d’une chaine monotone (notion que nous
allons dé..nir), il suCra de tester I'égalité F2(i) = F2(i) pour deux états seulement.

(3) La procédure MCMC est bien dinérente : en exet, on choisit un état initial ig et on calcule
Fg'(io) pour n grand : une seule trajectoire est simulée. La di¢culté est le choix de n.

(4) On peut penser qu’une bonne procédure est de simuler, depuis I'instant 0 (c’est-a-dire
vers le futur), r chaines démarrant des r états, jusqu’au premier instant T ou elles se couplent,
c’est-a-dire tel que FJ~ est constante. C’est I'idée étudiée par Jonhson [54] (cf. aussi [32]).
L’avantage est de faire disparaitre le biais du choix d’un point initial particulier ig, la complexité
algorithmique se situant entre T (celle MCMC) et r £ T (celle CFTP)) (en exet, au fur et
a mesure, des trajectoires se couplent, diminuant d’autant le nombre d’opérations a exectuer).
Cette idée est d’autant plus naturelle que T, et T” ont, comme on le verra, méme loi. Cependant,
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Fo et F?Tn n’ont pas la méme loi, et en général, FJ ~ ne suit pas la loi %. Pour s’en convaincre,
il su¢t de considérer une transition P telle qu’il existe un état jo ayant un seul prédécesseur :
FOT“ ne chargeant pas jo ne peut pas suivre la loi %; puisque %(jo) = 0 (cf. exercice).

(5) Ce qui distingue couplage vers le passé et couplage vers le futur est que, pour le couplage
vers le passé, on peut écrire pour I'état de coalescence, x(0) = F?l(:) . c’est comme si x(0)
était I’état au temps 0 de la chaine démarrée en j L. Cet état est bien de distribution %. Une
telle écriture et interprétation n’est pas possible pour I’état de couplage vers le futur, la chaine
démarrant au temps ..xe 0.

5.2.2 Un unique germe pour dé..nir S;; = ff;¢(i);i 2 Ig

Soient ¢¢¢;U;3;U;2;U; 1 une suite i.i.d. de variables uniformes sur [0;1], et © : E£[0;1] ¥
[0; 1] une application mesurable telle que

8i;j : PfO(i;U;1) =jg=P(i;]j)

On peut alors choisir, pour tout i 2 E : f;¢(i) = ©(i; Ut). A chaque instant, une seule simulation
est nécessaire. 1l faut malgré tout évaluer toutes les valeurs ©(i; Ut) pour i 2 E.

Le cas “favorable” d’une chaine monotone permet de lever cette dic¢culté : dans ce cas, on
verra qu’il est su@sant de suivre seulement deux trajectoires pour identi..er le couplage. Ceci
réduit considérablement le nombre d’opérations a exectuer ainsi que la taille mémoire utile.

5.2.3 Algorithme de Monte-Carlo monotone
Présentation générale

Supposons que E soit muni d’une relation d’ordre partiel, notée x Ay, pour laquelle il existe
un élément minimal O et un élément maximal 1 : 8 x 2 E, 0 A x A 1. Supposons de plus que
la régle de mise a jour préserve cet ordre, c’est a dire :

8x;y 2 E t.q. x Ay alors : 8u 2 [0;1] : ©(x; u) A ©(y; u)
On dira d’un tel algorithme de Monte-Carlo qu’il est monotone. Dé..nissons alors :
O (X;U) = O, ; 1(Cr, 1 2(€40©p, (X; Uy ); 680 5 Ugy 5 2); Ugy 1)
ot u = (t¢¢;u;1;uUp). La monotonie de I'algorithme assure que :
8x Ay etty <t OP(x;u) A ©Z(y;u)

En particulier, si u;T;uU;T+1;¢6¢;u;1 sont telles que ©°iT(O; u) = ©°iT(1;u), alors T est un
temps de couplage depuis le passé. Ces deux con..gurations O et 1 caractérisent le temps de
couplage. En evet, pour tout X, les trajectoires fFET(x); iT t Ogsont “sandwichées” ([61])
entre fFI(0); iT t OgetfFi (1);iT t Og.

Complexité de I’algorithme.

Propp et Wilson proposent I’algorithme suivant. On essaye successivement T = 1;2;4;8;¢¢¢
jusqu’a trouver une valeur 2K telle que ©°i (0 u) = ©0i (1;u). Les valeurs de ug utilisées
doivent étre les mémes pour deux essais faisant intervenir un méme instant t. Ces valeurs de ut
sont donc progressivement mises en mémoire.

Pour cet algotithme, le nombre d’opérations nécessaires pour tester la coalescence est 2 £
(1+2+4-+006+2K) ¥ 2%*2 (il faut suivre deux trajectoires, autant de fois que d’essais). Comme
To > 2Xi1 ce nombre d’opérations est au plus 4 fois le nombre optimal 2T, : la démarche est
donc raisonnable.
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L’exemple d’un modéle d’Ising

Les systemes de spins attractifs sont des exemples-types de modéles permettant de construire
une dynamique de Monte-Carlo monotone. L’ensemble des sites est S = f1;2;¢¢¢ ; ng et celui
des états, E = fj1;+1g5 (JEj =r = 2"). E est muni de I'ordre :

xAy , 8i2S;x; vig

Pour cet ordre, 0 = (xj = j 1, 8i) est minimal, 1 = (Xx; = +1; 8i) est maximal.
Une loi % sur E est dite attractive si, pour tout i :

XAy %hi(+1jx)  H%i(+1jy) (5-2)
oU ¥%i(: j z) est la loi conditionnelle & z (en fait & z') en i. Ne ..gurant pas le site i ou le
retournement du spin est ecectué, et notant x " (resp. X #) la con..guration (+1;x"') (resp.

(i1;xY), la relation (5.2) est équivalente a

) V(X #) Yi(y #)
XAYD GBI = Wy B ()

Considérons alors I'algorithme de Gibbs (séquentiel déterministe ou a balayage aléatoire), et
dé...nissons :

X# siug < %
(X up) = . /(Xi)&é)(x )

SHUt . ® +70x

Si % est attractive, ces f; dé..nissent un algorithme de Monte-Carlo monotone puisque f:(X; ut)(i) =
+1 et fi(y; u)(i) = j1 sont incompatibles pour x Ay.
Si on spéci..e % comme la loi d’un modéle d’Ising d’énergie U (x)
) > >
%(x) = ZlexpfU(x)g avec U(X) =  ®;x; +

i i<j

ij XiXj

I'attractivité équivaut a la condition : 8i;J; j; . 0. En se plagant a la température critique
(' " 0:441) pour un modele d’Ising isotropique et aux 4-p.p.v. sur une grille 512 £ 512, Propp
et Wilson observent qu’environ T = 30 balayages vers le passé su¢sent a la simulation CFTP
du modéle (soit 10mn sur une station Sparc).

Un autre intérét d’un algorithme de Monte-Carlo monotone est qu’il permet de simuler
simultanément des échantillons d’une loi %1 dépendant d’un parametre T; pour diverses valeurs
de T (omnithermal algorithm,[84]).

Evaluation du temps de couplage

Temps de couplage vers le passé ou vers le futur. Le temps de couplage T. vers la passé
est le premier instant tel que F?t(O) = F?t(l). Le temps de couplage T” vers le futur est le
premier t > 0 tel que F{(0) = F{(1). Ces deux temps ont méme loi : en eaet, pour chaque t > 0,
P(Ty > t), la probabilité que F?t ne soit pas constante, est égale a la probabilité que F{ ne
soit pas constante puisqu’on passe de F?t a F{ par la translation de +t dans le temps et que
S = fS,g est stationnaire (attention, F?Tn et F0T° n’ont pas, eux, méme lois, cf. exercice).
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Ec¢cacité d’un algorithme de couplage vers le passé La durée de I'algorithme étant
linéaire en Ty, I'algorithme sera d’autant plus eG¢cace que T est petit. Une autre facon de
comprendre ce résultat est la suivante : le temps de couplage T contrdle la convergence MCMC
classique, puisque I'inégalité de couplage donne

°1pk jye°  P(T°>k)

Il faudra donc, dans la multiplicité des choix S = fS,g possibles, retenir ceux qui générent des
trajectoires avec une forte probabilité de coalescence. On parle de couplages optimaux (cf. [46],
[83], [56]).

Quelques évaluations sur le temps de couplage T.. Nous restons dans le cadre d’un
algorithme de Monte-Carlo monotone. On travaillera avec le temps de couplage vers le futur T?,
conceptuellement plus simple.
Quelques notations : o o

2 pour k > 0; d(k) = supf 1Pk j oPk®:1:0 |ojs initialesg

2 |e temps de mélange Tmix de P est le premier indice k tel que d(k) < ei?l

2] est la longueur maximun d’une chaine respectant I’ordre partiel : | = maxfk : il existe un
chemin x; ¥ Xo¢¢¢ ¥ X, t.q. X; A Xj+1 pour | = 1;K j 1g

Proposition 5.4 Evaluations de la loi de T® (ou de la loi de Tu).
(1) T, et T ont méme loi.
@) 1ilp(T*>k) dkk) P(T*>Kk)
(3) P(T® > k) est sous multiplicative :

P(T >k +ky) P(T°>k)P(T?>kp)

(4) 8k :kEP(T°>k) E(T?) k=P(T®>k)

Preuve :

(1) Ceci est une conséquence de la stationnarité de S = (S,):

(2) Soit x 2 E, et h(x) la longueur de la plus longue chaine de sommet X. Soient Xq(K)
(resp. X1 (k)) I'état de la chaine initialisée en O (resp. 1) aprés k pas. Si Xo(k) & X;(k), alors
h(Xo(k)) +1 h(Xz1(k)). Ce qui conduit a :

P(T° > k)=P(Xo(k) & X1(k))
Eh(Xo(K)) i h(X1(k))]
= EpglhCO)] i Eplh(X)]
°P& j Pfefmaxh(x) j minh(x)g
dk) £1
Pour établir I'autre inégalité, considérons le couplage de deux copies de la chaine, I’'une de
loi initiale 1, I'autre ©, les deux chaines étant couplées a leur premier instant de rencontre. La
monotonie implique que les deux copies se rencontrent avant k avec une probabilité au moins

égale A P(T® k). On en déduit que 1PK et ©PK sont inégales sur un événement de probabilité
P(T® > k), soit :

o o

capk jopke  p(T%>k)

(3) L’événement fFé‘l est constanteg et I’événement fF,'(‘ll““"2 est constanteg sont indépen-
dants. Et si I'un est réalisé, F&* ™2 est constante. D’oul la sous multiplicativité.
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(4) La minoration provient de la positivité de T°. Posons " = P (T" > k). Alors, du fait de
la sous-multiplicativité, P(T" > ik) ", et

E(T®) k+k"+Kk"+6te=k=P(T" k)

j@]

Ces résultats permettent de conclure : “si la chaine est rapidement mélangeante, les trajec-

toires se couplent rapidement”. En ecet, d(k) est, elle aussi, sous-multiplicative (cf. chapitre 3),
et donc aprés k = Tmix(1 + logl) pas, d(k) 1=el, c’est-a-dire P(T" > k) 1=e, soit encore :

E(T?)  2Tmix(1 +logl):

Approche empirique pour I’évaluation de T°:
V.E. Johnson [55] étudie empiriqguement la courbe b A T°(b) pour un modele d’lsing isotro-
pique aux 4-p.p.v. de paramétre b > 0 (attractif) sur une grille 64 £ 64 :
X
Yip(X) = Z 11 (b) expfb Xixjg, x 2 Fj1; +1g04E04
Kiijk,=1

Il estime T a partir de 20 simulations indépendantes, obtenant I’estimation empirique de la
courbe b @ E(T" j b) ainsi que les histogrammes de I’échantillon fT°(b;k);k = 1;20g pour
diverses valeurs du parameétre de corrélation spatiale b (son paramétrage étant a états f0; 1g,
son parametre est = 2b; le seuil critique est b ® 0:441 (valeur choisie par Propp et Wilson
dans leur simulation)). Il obtient les résultats suivants :

b [01]02][03]04] 05
ToM@) | 7 | 15 | 50 | 500 | 200.000

Pour des valeurs modérées de b, comme 0:3, T" est assez faible : il n’est pas utile d’itérer un
grand nombre de balayages de I’échantillonneur de Gibbs pour atteindre I’état stationnaire. Par
contre, T° présente vite une croissance super-exponentielle au dela du seuil critique 0:441.

5.3 Exercices

Exercice 5.1 Couplage vers le passé ou vers le futur : FOT“ et F?Tn n'ont pas la méme loi.

On consideére la chaine sur E = f0; 1g de transition P (0;0) = P(0;1) = 3, et P(1;0) = 1.

(1) Proposer dizérentes trajectoires : (i) qui se couplent vers le passé; (ii) qui se couplent
vers le futur.

(2) Déterminer la loi de T°, le temps de couplage vers le futur (c’est aussi la loi de Tq, le
temps de couplage vers le passé).

(3) Véri..er, en donnant des exemples de trajectoires simulées, que F?Tn charge les deux
états, mais pas FJ . Montrez que FJ ~ » tgoq, alors que F2 » % = (2=3; 1=3).

(@) 1
0 1=2 1=2

Méme étude pour la chaine & 3 états de transition P = @ 1 0 0o A
1=2 0 1=2

Exercice 5.2 Un cas ou FJ ~ est de loi %

Soit la chaine sur E = 0; 1g (0 A 1) de transition, pour p;q 2]0;1[, et 1 jq<p:

V1
p= P lip

lig q
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Les deux tirages associés aux deux lignes de P (0;:) et P (1;:) sont obtenus a partir d’'une méme

loi uniforme U sur [0;1] :
Y

20 1siU=pet0A 0sinon
21 1siU>1jqetl? 0sinon

(1) Véri..er que I'algorithme est monotone.
(2) Déterminer la loi de T7, le temps de couplage vers le futur.
(3) Véri.erque Fg " » % =2 i (P+9)i'( i q;1 i p), la loi invariante de P.

Exercice 5.3 Programmation d’algorithmes de couplage

(1) Faire le choix d’'une matrice de transition ergodique P sur E = f1;2;¢¢t¢;rg (r =
3;5;10;20). Déterminer sa loi invariante % et son spectre. Faire des choix pour lesquelles un
algorithme de Monte-Carlo monotone est possible (pour I'ordre naturel sur E).

(2) Procéder a la simulation par couplage vers le passé. Identi..er T, le temps de couplage
vers le passé, et la valeur retournée x(0). Répéter I'expérience N fois (N = 100;1000;:::) de
facon indépendante et évaluer : la loi empirique de T, (espérance, variance empirique, ainsi que
son min et son max), I’estimation # de ¥, ainsi que la distance du Chi2 A(%; ).

(3) Reprendre la procédure si un algorithme monotone existe et comparer vos résultats.

(4) Pour une précision A(%; 1) analogue, combien de simulations MCM C seraient nécéssaires.
Procéder a cette simulation, et la répéter 1000 fois. Comparer les résultats.

(4) Programmer I’algorithme de couplage vers le futur. Véri..er empiriquement que T?, le
temps de couplage vers le futur, est de méme loi que T. Donner la distribution empirique de
I’état de couplage vers le futur.

Les exercices suivants portent sur le couplage de variables aléatoires (ou de processus) et sont
issus de I'article de T.H.T. Thorisson [97]. Une référence générale sur le couplage est le livre de
T. Lindvall [68]. Donnons la dé..nition générale du couplage de deux lois.

Dé..nition : couplage de deux lois. Soient 1 et © deux lois sur le méme espace mesurable
(E;E). Une variable (X;Y) sur (E £ E;E £E) réalise un couplage de 1 et de © si X » 1 et
Y »©,

Il existe toujours des couplages : par exemple le couplage indépendant * — ©, le couplage
dépendant issu d’une méme variable uniforme U (X = Fi1(U) et Y = Fd1(U)), en passant par
beaucoup d’autres possibilités. Ce “degré de liberté” dans le choix du couplage permet d’obtenir
des résultats plus ou moins intéressants. La di¢culté d’une méthode par couplage est : “comment
choisir un couplage bien adapté au probléme considéré”. Rappelons que la distance en variation
entre 1 et © est dé..nie par :

k1 j °k =supfj2(A) i °(A)j: A2 Eg
Exercice 5.4 Inégalité de couplage
Soit (X;Y) un couplage de * et de ©. Démontrer I'inégalité de couplage :
ki j°% PXEY):

Si (X;Y) réalise I'égalité, on dit que le couplage est maximal. Il existe toujours un couplage
maximal.

Exercice 5.5 Couplage d’une loi binomiale et d’une loi de Poisson de méme moyenne : inégalité
de Chen-Stein
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(1) Couplage d’une loi de Bernoulli et d’une loi de Poisson.
Soit p 2]0;1[, X >» Ber(p) et Y » P(p). Soit | 2 f0;1g; indépendante de X et de Y, dé..nie
par : P(1 =0) =¢eP(1 j p). On pose :

2
X'=0,Y=0etl=0

X'=1QY=>00ul=1

Véri..er que (X" Y) est un couplage de X et de Y (c’est méme un couplage maximal). Véri..er
que :P(X'"&Y)=p( j eif) p°
(2) Soient X; >» Ber(pj), i = 1;nF51 lois de BerrBuIIi indépendantes, Yi » P(pj), i =1;n, n
js de Poisson indépendantes, X = ;XjetY = ;Y; (Y est une loi de Poisson de moyenne
. pi). Proposer un couplage de X et de Y a partir des n-couplages (X{;Y;) de X; et de Yj,
i = 1;n. Utilisant I’inclusion :

X'&eY)n [(X? & Yi);
i=1

en déduire I'inégalité de Chen-Stein :

kLoi(X) j Loi(Y)k 2  p?:
(3) Application :

= np:

5

kBin(n;p) i P(np)k 2np? = 2? si

Exercice 5.6 Domination stochastique

Pour deux variables aléatoires réelles, on note X Y la relation de domination stochastique :
pour tout X 2 R, Fx(X) Fy (X).

Soient X et Y deux lois telles que X ¥ (Xj;i = 1;nresp. (Yi;i =1;n)) un n-échantillon
de X (resp. un n-échantillon de Y ), Sx = X et Sy = ;Y. Démontrer que Sx * Sy.
Indication : on utilisera les couplages élémentaires dépendants (F)El(Ui); F/ L)) de X; et de
Yi, i =1;n, ou (Uj; i =1;n) est un échantillon U[O0; 1].

Exercice 5.7 Couplage maximal de deux chaines ([46], [83])

Pour deux chaines discretes de transition P sur (E;E), véri..er que la transition P suivante
est un couplage de P et de P sur (E;E) — (E;E) :

8 -
< PI(i;1); (k; K)] = pik
- PIG 1) (k; k)] = inffpi; pjkg )
= PG §): (kD] =+ (pi i pjk) T (i i P g
F)
ou % = % « JPik i PjkJ- Ce couplage est maximal.
Exercice 5.8 Le couplage multigamma ([68],[56],[80])

L’espace d’état est E % RY. Soit F(: j X) une densité de transition dicuse et ergodique de loi
invariante ¥%. Supposons que :
Z

8GYy2E :f(yjx) . r(y) . 0OavecO0<¥%= r(y)dy<1:
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Soient R(y) = 1/2i1R r(udu, Qly jx) = (1 i 1/z)ilR:’l[f(u j X) i r(u)]du, U; et U, deux lois

uniformes indépendantes sur [0; 1]. On dé..nit la fonction de mise a jour © :

©0x Us- U _1/2 Ri1(U,) si Uy <%
06 UriUa) = Qil(U; j x) sinon

(1) Véri.erque:P(Yn+1 YJYn=X)=%R(Y)+(1i%Q(y jX). En déduire que ©(x; Us;Uy)
est de loi F(: j x). Si le couplage il y a, “il se fait en un seul pas”, pour toutes les trajectoires!

(2) Montrer que le temps de couplage (vers le passé) utilisant cette mise a jour est p.s. ..ni.

(3) Puisque que Ril est appelée avec une probabilité ..xe, égale a %, on peut proposer
I’algorithme suivant de simulation exacte de % : (i) tirer T, le temps de couplage suivant la loi
géométrique de paramétre %; (ii) tirer Y ; 1, suivant la loi r(:)=%; (iii) simuler vers le futur la loi
de la chaine suivant la transition Qi1(Uz j Y¢;1) ¥ Y. Véri.er que Yo » %.

Commentaires : ce couplage permet d’étendre les résultats de Propp et Wilson a un espace
d’état continu. Il faut cependant noter que, tel quel, le champ d’application est limité : (1) la
fonction de minoration r(:) risque d’étre trop petite pour la pratique (I’espérance du temps de
couplage est %i1), et souvenr r(:) ~ 0; (2) il faut connaitre explicitement les constantes de
normalisations intervenant dans les densités. Murdoch et Green [80] répondent en partie a ces
questions.

Exercice 5.9 Contrdle de la vitesse de convergence k°P" j Yk par couplage

Soit P une transition sur un espace général (E;E), Vvéri..ant, pour © une probabilité sur
(E;E):

9">0t.q.,8x2E,8A2E:P(x;A) _ "°(A)

Soit X 2 E un état ..xé, X" la loi de la chaine démarrant de X, Y © la loi de la chaine démarrant
de sa loi invariante %. On va construire un couplage multigamma (X;Y) = (Xn; Yn)n_o de X"
et de Y7 (cf. exercice précédent). En n = 0, on prend Xy = X et Yo » %. La simulation au pas
n A n+1estlasuivante :

(a) avec une probabilité " : prendre Xn+1 = Yp+1 =y ouy »©
(b) sinon prendre Xp+1 » w Yni1 » w

les deux simulations de (b) provenant de la méme loi uniforme. Les chaines vont ..nir par se
coupler au sens suivant : des qu’elle se rencontrent, disons au temps de couplage T (que la cause
soit (a) ou (b)), elles continueront leur trajectoire ensemble : 8t _ T, X¢ ™ V.

(1) Véri..er que (X;Y) est un couplage de X" et de Y °.

(2) Utilisant I'inégalité de couplage, montré que :

kPl j%k P(T>n) (@i""

(3) Si E = f1;2;¢¢¢ ;rg est ..ni si P est réguliéere (9m t.q. £ = inffP™M(i;j);i;j 2 Eg > 0),
déduire de (2) que

kPP j vk (17 re)mh:
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