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1 Générateurs de nombres pseudo-aléatoires et suites a
discrépance faible

1.1 Introduction

Toute simulation de Monte Carlo fait intervenir des nombres au hasard et il est donc crucial
de répondre a deux questions :
(1) Comment générer une suite de nombres (x,,, n > 1) qui soit la réalisation (X, (w), n > 1)
d’une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi donnée ?
(2) Si une telle suite de nombres nous est donnée, comment décider si c’est une réalisation
acceptable de la loi demandée?

Nous verrons que d’'un point de vue théorique, la réponse a ces deux questions se ramene au
cas de la loi U([0, 1]) uniforme sur I'intervalle [0, 1] ; ¢’est ce qu’on appelle des nombres pseudo-
aléatoires. Pour la seconde question, la réponse est que la suite doit passer un certain nombre
de tests statistiques d’adéquation a la loi uniforme U([0, 1]) et d’indépendance. Rappelons deux
tests classiques d’adéquation sur la suite (Uy, -, U,,) de variables aléatoires simulées.

Pour utiliser le test du x? (qui permet de tester 'adéquation a une loi sur un ensemble fini
a p éléments), décomposons l'intervalle [0, 1] en p intervalles [(k — 1)/p, k/p[ pour 1 < k <p
et notons N (w) le nombre d’indices i tels que U;(w) € [(k—1)/p, k/p],

7z - zp: (Ni — n/p)* ‘

p n/p

Lorsque la suite (U;, @ > 1)) est indépendante de loi U(]0, 1]), la suite (Z,,, n > 1) converge en
loi vers un x? & p — 1 degrés de liberté. Par contre, quand la suite (U;, ¢ > 1) est indépendante
de méme loi différente de U([0,1]), ou tout au moins telle que la probabilité P(U; € [(k —
1)/p, k/p]) # % pour au moins une valeur de k& € {1, ---, p}, alors Z, converge presque
slirement vers +oco. Pratiquement, on choisit donc une valeur a telle que P(x?(p—1) < a) < 0.95
et si (u;, 1 < i < n) désigne les valeurs observées de la simulation des U; et ny désigne le
nombre des valeurs u; pour 1 < i < n qui tombent dans l'intervalle [(k — 1)/p, k/p[, lorsque

- W > a on rejette 'hypothese : (Uy, -+, U,) est un n-échantillon de loi U([0, 1]).

La fonction de répartition d'un x? & v degrés de liberté est tabulée pour des valeurs de v
inférieures ou égales & 30. Si 30 < v < 100 et si Z est un x? & v degrés de liberté, la loi

de V27 — \/2v — 1 est proche de celle d'une gaussienne centrée réduite N(0, 1) et finalement,

si v > 100 d’apres le théoreme de la limite centrale, la loi de fﬁ;g est proche de celle d'une

gaussienne centrée réduite N (0,1). Lorsque v > 30, les quartiles sont approximés a partir des
valeurs tabulées de la fonction de répartition d’une gaussienne centrée réduite A(0,1). Une
variante du test précédent, basée sur la convergence vers le x?, permet également de tester si
la loi d'un n-upplet de vecteurs ((Uf, -+, UF) e R : 1 <k <n) est de loi U([0,1]").

Le test de Kolmogorov-Smirnov compare la fonction de répartition empirique
F(t)—lzn:1 Vi € [0,1]
n = n - {U;<t} » )
a la fonction de répartition de la loi uniforme F(t) = P(U < t) = t, Vt € [0,1]. La suite
Sn = v/nsup{|F,(t) —t| : t € [0,1]} converge en loi vers S dont la fonction de répartition
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P(S<t)=1-37 (=1)1e2¥% pour ¢ €]0, 1] est tabulée si (U;, i > 1) est un échantillon
de loi U([0,1]) (en fait ce test d’adéquation est valable dans une situation beaucoup plus générale
et la fonction de répartition de \/n S, est correctement approchée par celle de S si n > 100).
De nouveau on choisit une valeur de a telle que P(S < a) < 1 — «a (par exemple a = 1,36
si oo = 0.05) et si sup, [+ S0 Tgy<y — ] > ~= on rejette Uhypothese : (Uy, -+, Up) est un
n-échantillon de loi U([0, 1]).

La réponse a la premiere question a donné lieu a une tres abondante littérature. Les
procédures qui permettent d’obtenir de telles suites de nombres sont totalement déterministes
et plus ou moins sophistiquées. Voici la liste des qualités que devrait avoir un algorithme de
génération de nombres pseudo-aléatoires définies par Brent [2].

- Uniformité La suite doit passer avec succes les tests d’uniformité et d’indépendance
précédents. Si de nombreux générateurs utilisés dans le passé avaient de tres mauvaises pro-
priétés statistiques, on dispose actuellement de générateurs qui passent convenablement ces
tests.

- Indépendance La suite (u, , n > 1) et aussi des sous-suites du type (unq, n > 1) doivent
étre indépendantes au moins pour de « petites » valeurs de d, telles que d < 6.

- Période La plupart des générateurs utilisés sont des suites périodiques et les programmes
font facilement appel a de 10" valeurs de la suite avec n de I'ordre de 30 ou plus. Ceci impose
d’avoir un générateur ayant une tres longue période.

- Reproductibilité Pour tester un programme, il faut pouvoir reproduire exactement la suite
de nombres (z,,, n > 1) générée.

- Portabilité 11 faut pouvoir faire exécuter le programme sur des machines différentes et que
les suites fournies par des ordinateurs avec une architecture de 32 bits ou de 64 bits soient
identiques si elles ont la méme valeur initiale.

- Sous-suites disjointes Si une simulation est effectuée sur une machine multiprocesseurs
ou si le calcul est distribué a travers un réseau, il faut que les sous-suites utilisées par chaque
sous-tache du programme soient indépendantes.

- Efficacité I’appel au générateur étant fait un tres grand nombre de fois, il faut que son pro-
gramme soit le plus simple possible et nécessite peu d’opérations qui doivent étre peu cotuteuses
en temps de calcul.

Il est impossible de présenter dans ces notes tous les générateurs de nombres pseudo-
aléatoires utilisés. Les sections suivantes en présentent quelques uns fournis par les systemes ou
portatifs. La plupart des générateurs sont de type « congruenciel » , ¢’est a dire qu’ils fournissent
une suite d’entiers (z,, n > 0) donnés par la relation de récurrence :

Tpi1 = ATy + ¢ (modm);

la valeur initiale xy est appelée racine, a est le multiplicateur, ¢ est I'accroissement et m le
module de la suite. La suite (z,) prend ses valeurs entre 0 et m — 1 et la suite (x,/m, n > 1)
prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 1[. La période maximale d'un tel générateur est m et le
théoreme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que la période soit m.

Théoréme 1.1 La suite x,4+1 = ax, + ¢ (modm) a une période égale a m si et seulement si :
1) les entiers ¢ et m sont premiers entre eut.
2) Pour tout facteur premier p de m, a — 1 est un multiple de p et si m est un multiple de
4, alors a — 1 est un multiple de 4.



Il peut étre techniquement intéressant d’interdire les valeurs 0 et 1, c’est a dire de simuler
des réalisations de la loi uniforme sur l'intervalle 0, 1[; il suffit alors de rejeter les valeurs trop
proches de 0 ou de 1.

Les générateurs les plus utilisés correspondent a un accroissement ¢ = 0 et sont donc du
type

Tpi1 = azy, (modm).

Le théoréme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes de maximisation de la
période si le module est un nombre premier.

Théoréme 1.2 La période de la suite x,,1 = ax, (modm) avec un entier m premier est un
diviseur de m — 1. Elle est égale a m — 1 si et seulement si a est une racine primitive de m — 1,
c’est a dire si a # 0 et pour tout facteur premier p de m — 1, o # 1 (modm). Si a est une
racine primitive de m — 1 et si les entiers k et m — 1 sont premiers entre euz, a* (modm) est
également une racine primitive de m — 1.

L’exemple « Minimal Standard » dune telle suite correspond a m = 23 — 1 qui est un
nombre de Mersenne premier et @ = 7° = 16 807 qui est une racine primitive de m — 1; sa
période est donc 23! — 2 = 2 147 483 646 de l'ordre de 2,1 x 10°.

1.2 Quelques générateurs fournis par les systemes

Tout d’abord une mise en garde; la plupart d’entre eux ont de trés mauvaises propriétés
statistiques. Si certains appartiennent au passé, d’autres sévissent toujours et avant de les
utiliser il faut les tester et regarder leur source.

- Le générateur RANDU de la Scientific Subroutine Package (SSP) d’IBM donne un exemple
« historique » de générateur de petite période 22 ayant de trés mauvaises propriétés statis-
tiques : les triplets de tirages successifs n’appartiennent qu’a 15 plans. La suite fournie par ce
générateur est x,,1 = 65539 z,, (mod 23!). Pour que sa période soit maximale (égale & 229 il
faut que la racine soit un nombre premier.

- La fonction Random en PASCAL IS0, utilisé par le logiciel sAs fait appel au générateur
Tpy1 = 16807 * x,, (mod 23!). Le fait que m soit une puissance de 2 et que a = 16 807 = 57 soit
tel que a(mod 8) = 7 ¢ {3,5} entraine que sa période est strictement inférieure & 22, donc
strictement inférieure a celle du précédent. Il a lui aussi de mauvaises propriétés statistiques
que SAS a tenté de corriger par une fonction de « battage » .

- Le générateur rand écrit par les auteurs du systeme UNIX est z,,1 = 1 103 515 245 =z, +
12345 (mod 2°?) et a également un mauvais comportement statistique (signalé par le construc-
teur).

- Comme tous les langages de programmation, ANSI C contient un générateur de nombres
pseudo-aléatoires drand48 qui est le générateur « Minimal Standard »

Tpi1 = 16 807 * 1, (mod 2% — 1)



Les routines suivantes initialisent puis génerent une telle suite de nombres;;

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <math.h>
double drand48() ;
intmain(){
drand48();
printf(”%1f\n"drand48());
return(0);

}

Dans ce programme, drand48() produira des nombres réels compris entre 0 et 1. Par défaut,
I’amorce initiale seed vaut 1 et, sans instruction complémentaire, la suite de nombres obtenue
par des appels successifs a drand48() sera toujours la méme et pourra commencer par 0 suivant
les compilateurs; le premier appel « se débarrasse de 0 » et ’appel suivant est affiché a 1’écran
apres la compilation. L’amorce peut étre changée par l'instruction srand48(seed) avant les
appels a drand (48) en précisant la valeur de ’entier seed. Nous verrons dans la section suivante
comment éventuellement implémenter ce générateur qui, s’il n’est pas totalement satisfaisant,
est « moins mauvais » que les précédents.

Pratiquement, si cette méthode de congruence est rapide et nécessite peu de calculs, ce
générateur « n’est pas tres bon » pour plusieurs raisons qui varient d’une machine a 'autre :
la période m n’est pas assez grande et les termes successifs sont trop fortement corrélés. Méme
dans le cas ol la période est de l'ordre de 232, le nombre de plans contenant des triplets peut
n’étre que de l'ordre de 1600.

1.3 Générateurs portables

Diverses procédures permettant d’améliorer la simulation d’une loi uniforme ¢([0, 1]). L'une
d’entre elles consiste a programmer des générateurs « portables » qui ont passé les tests sta-
tistiques et ont une grande période. Nous présenterons trois de ces générateurs, appelés ran0,
ranl et ran2 et tirés de Numerical Recipies in C [20]. Les codes C correspondants peuvent étre
télé-chargés a 'adresse Web suivante : http ://sources.redhat.com/gsl/ Signalons enfin le site
http ://random.mat.sbg.ac.at/links/ entierement consacré a la simulation.

Le générateur ran0 est le « Minimal Standard » est utilisé par la commande C drand48() ; il
remonte a Lewis, Goldman et Miller (1969) puis a été repris par Park et Miller (1988). 11 utilise
la suite récurrente x;,1 = a * x; (modm) avec a = 7° = 16807 et m = 23 — 1 = 2147483 647.
Il faut bien stir ne pas initialiser avec xq = 0, et 'algorithme suivant de Schrague permet de
calculer les termes successifs de la suite sans dépasser les capacités de la machine. On fait la
division euclidienne de m par a, soit

m=aq+r, avec0<r=m (moda)<a.

On obtient ¢ = 127773 et r = 2386 < ¢. On vérifie alors aisément que pour tout entier

ze{l,---, m—1}, a* (x(modg)) est un entier compris entre 0 et m — 1 et que r * [g] est

un entier compris entre 0 et m — 1; de plus :

a * (x (mod q)) — 7 ok si c¢’est positif ou nul,
(a *x z) (modm) =

a * (z(modgq)) —r * +m sinon.

QI8 QI8
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Enfin, comme m est premier et a < m, z; # 0 entraine x;1; # 0. On calcule 1/m en début de
programme et la suite z; * (1/m) prend alors des valeurs strictement comprises entre 0 et 1, ce
qui sera utile pour la suite. En initialisant ni avec 0 ni avec la valeur 123 459 876 on obtient un
générateur « assez satisfaisant », dont la période est 23! —2 ~ 2.1 x 10° d’apres le Théoreme
1.2, mais qui présente entre autres le défaut suivant : si une des valeurs est inférieure & 1079, la
valeur suivante est inférieure a 1,68 1072, Cet algorithme présente donc un défaut de corrélation
entre les tirages successifs, méme assez loin de la période de la suite.

Le défaut de corrélation précédent pour des tirages consécutifs peut étre corrigé en choi-
sissant « au hasard », c’est a dire a 'aide d’autres appels au générateur pour choisir d, le
nombre x; avec k = j + d situé d places apres j dans la suite, puis en retournant comme tirage
uniforme apres z; la valeur x;. Dans le générateur rani l'algorithme de Park et Miller est
mélangé avec une ”shuffling-box” de 32 éléments de Bayes-Durham; on suppose de nouveau
que m = 2147483647 = 231 — 1, a = 16807, ¢ = 127773 et r = 2836. On note N = 32 le
nombre de termes stockés pour I’étape de sélection aléatoire et D =1+ [mT_l] ; alors pour tout
ned0, -, m—1}, [%} € {0, ---, N —1}. L’algorithme comporte trois étapes :

E’tape d’tnatialisation du tirage
On interdit 0 comme germe x puis on produit successivement 8 valeurs de la suite x;,; =
a * xj(mod m) par une boucle critique qui est celle de ran0 :

h<—[§]
t—ax(x—hxq)—hxr
Si (t<0)
faire z+—t+m
Sinon z «t
Fin

Ces valeurs seront « jetées » et on produit ensuite par la méme boucle critique N valeurs
de la suite z,;41 = a * x; (mod m) qui sont stockées dans le tableau S[j] de j =31 a j=0. On
stocke aussi dans n la derniére valeur prise par la suite récurrente (et déja stockée dans S[0]).

E’tape de production des tirages uniformes

On calcule le terme suivant de la suite 2,41 = a * z; (mod m) par la boucle critique
précédente et on le stocke dans x, puis on calcule j = [%] € {0, ---, N—1}, on prend le terme
S[j] qui est stocké dans n alors que x est stocké dans S|j].

On calcule enfin u = "5 qui est la valeur retournée a la fin de cette étape. On peut
éventuellement remplacer les valeurs trop pres de 0 ou de 1 par (uVe) A (1 —¢) al'aide d'un
seuil € de I'ordre de 10~7 pour simuler une loi uniforme sur 0, 1].

Si on peut se contenter d’une « petite » période, ce générateur est satisfaisant car il donne de
bons résultats quand on lui applique les test statistiques d’indépendance et d’équidistribution
des tirages consécutifs, sauf quand on s’approche trop de la période de la suite en faisant plus
de 108 tirages. On peut alors utiliser d’autres générateurs qui ont une plus longue période et
sont satisfaisants d’un point de vue statistique.

Le générateur ran2 de L’Ecuyer utilise deux générateurs congruenciels : m; = 2 147 483 563,
a; = 40 014, ¢; = 53 668 et r; = 12 211 pour le premier, mo = 2 147 483 399, ay, = 40 692,
g2 = 52 774 et ro = 3 791 pour le second. On vérifie que la racine ny n’est pas nulle; sinon
on la remplace par 1 et on stocke la racine dans y. On prend de nouveau un tableau S[j],



j=0,---,N—T1avec N =32et onpose D=1+ [”“Tfl} On procede comme dans ranl pour
I'initialisation de S avec m = my et on stocke le dernier entier obtenu dans z et n

Dans I'étape de tirage, en utilisant respectivement gy, r1 et ga, 79, on calcule a; *z (mod my)
et ag *xy (mod my) qui sont stockées dans x et y respectivement. Si n est le tirage uniforme sur
{0, - -+, my — 1} précédent, on calcule alors j = [%] et on pose n = S[j| — y si ce nombre est
strictement positif et n = S[j] — y + my sinon, puis on stocke = dans S[j].

Il reste enfin a diviser n par m; et éventuellement interdire les valeurs trop proches de
0 ou de 1. Comme le PGCD de m; et ms et 2, la période combinée des deux suites (sans
tenir compte de la sélection aléatoire) est de 'ordre de 2°° ~ 2,3 x 10'® et ran2 a de bonnes

propriétés statistiques.

La figure suivante montre la simulation de points uniformément répartis dans le carré [0, 1]?
a l'aide de la simulation de 10 000 tirages de deux variables aléatoires indépendantes de loi
U([0,1]) obtenues par le générateur de Scilab qui est une version de ran2 de P. L'Ecuyer et
S Coté (1991) ; sa période est 2,3 x 108,

Fic. 1 - Simulation de 10 000 points de loi uniforme sur le carré unité

Il est impossible de présenter tous les générateurs de nombres pseudo-aléatoires corrects
existants. On pourra se reporter a [15] pour une grande variété de tels générateurs. Certains
son implémentés dans la bibliotheque de programmes C de GNU gsl (les codes sont inclus si on
ne veut pas utiliser les librairies correspondantes) et parmi les « bons générateurs », ils signalent
que les plus rapides sont les suivants : gsl_rng_19937 de Makato Matsumoto et Takuji Nishmura
(1998), aussi appelé Mersenne Twister, a une période de 109% | gsl rng_taus2 de P. L'Ecuyer
(1999) est tres bien équidistribué avec une période de 10%6. Le générateur par défaut de la
bibliotheque ranlib disponible sur internet l'adresse suivante : http ://www.netlib.org/cgi-
bin/search.pl est de P. L’Ecuyer et S Coté (1991) ; sa période est de 2,3 x 10'®. Nous ne sau-
rions trop insister sur le fait qu’avant d’utiliser un quelconque de ces programmes
disponibles sur internet, il faut impérativement le tester soi méme.



Une derniere remarque : par défaut quel que soit le générateur, la suite des nombres retournés
sera toujours la méme puisqu’elle aura toujours la méme racine; ce peut étre utile dans une
phase de mise au point d'un programme, mais nuisible dans d’autres conditions. Il est possible
de rentrer a la main une racine que ’on choisit et de terminer le programme en faisant stocker
I’état du systeme qui réinitialisera la racine dans 'exécution suivante. Une telle procédure est
disponible par exemple dans des routines de gsl, de netlib ou de Scilab. Une autre procédure
consiste a utiliser un générateur minimal standard initialisé avec I’horloge afin de générer une
racine différente a chaque simulation, sans risque d’atteindre la période.

1.4 Suites a discrépance faible

Nous avons utilisé les générateurs de nombres pseudo aléatoires pour calculer entre autres des
intégrales par la méthode de Monte Carlo. Une autre fagcon de procéder consiste a renoncer au
caractere « aléatoire » des tirages et de tirer des points de facon « plus ordonnée ». On parle alors
de méthode de quasi-Monte Carlo qui utilise des suites a discrépance faible. Dans un programme,
I’appel a la fonction Random qui donne le terme suivant d’une suite récurrente prenant ses valeurs
entre 0 et 1 doit étre remplacé par 'appel au terme suivant de la suite a discrépance faible.
Dans ce paragraphe, on pourra se reporter a [1] ou [19] pour les démonstrations omises dans
les notes.

La définition suivante formalise la notion de suite équirépartie. Pour tout a = (ay, -+ - ,aq) €
[0,1]%, et b = (by, -+~ ,by) € [0,1] on note a < b si a; < b; pour tout i = 1,---,d et
[a,b] = {z € [0,1]? : a < z < b}; on note enfin 0 (resp. 1) le vecteur de R? dont toutes les
composantes sont nulles (resp. égales a 1).

Définition 1.3 Une suite (z,)n>1 est équirépartie dans [0,1]% si pour tout a = (ay, -+ - ,aq)

€ [0, 1],
d
hinn Zl{kaOa} = Hai = TI(a) .
1

k=1 =

La discrépance de la suite (x,, n > 1) est

D;(x) = sup Zl{xkEOa — II(a)

din
a€l0,1] k=1

Pour tout entier n > 1, F,(a) = % > r1 Lzeo,a} est la fonction de répartition de la probabilité
empirique p, = % > k-1 0z, calculée au point a. Afin de montrer que la discrépance d'une
suite équirépartie converge vers 0, nous établissons le lemme suivant qui donne des conditions
suffisantes pour qu'une suite Fj, de fonctions de répartition converge uniformément vers II.

Lemme 1.4 Soit (ji,, n > 1) une suite de probabilités sur la tribu des boréliens de [0,1]% et
(F,, n > 1) la suite des fonctions de répartition des u, telle que F, — II dans L*([0,1]¢,\) ou

A désigne la mesure de Lebesque. Alors la suite F,, converge uniformément vers II.

Démonstration : Soit y une probabilité sur la tribu des boréliens de [0,1]¢ et F sa fonction
de répartition. Soit a €]0, 5[ et A = [a,1 — a]”.
S’il existe b > 0 et zg € A tels que F(zg) < II(xy) — b; alors pour z < zg, F(z) < II(xy) — b

/\F )\dx>/[0m (1) — (W(a0) ~ 1) )" dr.

10
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De méme, s'il existe g € A tel que F(xg) > I(xg) + b avec b > 0, alors pour zg < = < 1,
F(z) > I(zo) + b et :

/|F \dx>/[x 1] (M) +b—11(2) ) "

On déduit que si sup{|F(z) — (x)| : = € A} > b > 0, il existe une constante C(a,b) >
b lanb274dD] > 0 telle que [ |F(z) — I(z)| dz > C(a,b), c’est a dire que :

/\F x)|dx < C(a,b) entraine que sup{|F(x)—TI(z)| : x € A} <b.

On suppose que sup{|F(z) —(z)| : z € A} < e. Six € [0,1]? est tel qu’il existe i =
1,---, davec x; < a, alors

IF2) — TI(2)| < F(z) +TI{z) < p(A%) + A(A%)
Sinon, soit y = (x; A (1 —a),1 <i<d) € A; alors :
|F () = T(2)| < |F(y) = T(y)| + [(z) = ()| + [F(z) = F(y)| < e+ A(A) + p(A%).

Clairement, A(A) = (1 — 2a)? et en décomposant [0,1 — a]?\ A en d pavés (non disjoints) dont
les points extrémaux qui ne sont pas situés sur les faces {x; = 0} appartiennent a A, on déduit :

n(A) = p((0,1—al") — u([0,1 - a]"\A)
> TI([0,1 — a]) —e—d[a(l —a)™t +€] :

ce qui entraine que

sup |F(z) — I(z)| < (2 +d)e + {1 (1- 2a)d] n [1 .t —a)d} vda(l—a)t.

z€[0,1]¢

Pour tout o > 0, il suffit alors de choisir @ > 0 tel que 1—(1—2a)+ [1—(1—a)¥|+da (1—a)** <
«, puis € > 0 tel que (2 + d) e < a. Puisque lim,, [ |F,(z) — II(z)|dz = 0, pour n assez grand
sup{|F,(z) — (x)| : © € A} <e, ce qui entraine sup{|F(z) —II(z)| : x € A} <2a. O

Soit (U, , n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur
[0,1]% et (F},, n > 1) la suite des fonctions de répartition empiriques associée définies par

1 n
= - Z log(Us), Vtelo,1]. (1.1)
=1

Le théoreme de la limite centrale montre que pour tout ¢t € [0, 1%, \/n [F,(t) — II(t)] converge
en loi vers une gaussienne N (0, II(¢) —I1(¢)?). De plus le théoreme de la limite centrale vectoriel
montre que pour tout (¢1, - -+, tq) € [0,1]%, le vecteur (y/n [F,(t;)—11(¢;)] , 1 < i < d) converge
en loi vers un vecteur gaussien centré dont la matrice de covariance X est celle de (1, (Ur) 1 <
i <d).Sid=1, la covariance du processus gaussien centré Z limite est E(Z;Z;) = s ANt — st
pour tout s,t € [0, 1], c’est a dire la covariance du pont Brownien W, —t Wy, ou (W, ¢t > 0)
désigne un Brownien standard. Le théoreme suivant montre que la suite (F),) des fonctions
de répartition empiriques de la loi uniforme converge vers II; cette version du théoreme de
Kolmogorov-Smirnov est due a Doob-Donsker.

11



Théoréme 1.5 Soit (U, , n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
uniforme sur [0,1]% et (F,, n > 1) la suite des fonctions de répartition empiriques associée.
On note

D7 (n) = sup{|E,(t) — TI(t)| : t € [0,1]%}.

(i) Sid=1 et si (W, te|0,1]) désigne un mouvement Brownien standard réel,
VnD? (n) — sup{|W, —tWy| : t €[0,1]} enloi.

De plus, pour tout A > 0,

+o0
P (sup Wy —tWq| < A) = Z (—1)7 72772

t€[0,1] JE—

(i1) Si d > 1, il existe un processus Gaussien centré réel (Zy,t € [0,1]%) a trajectoires
continues de covariance

E(ZsZ;) = (s A t) — I(s) I(t) , s,t€0,1),
et la suite /n D*_(n) converge en loi vers sup{|Z;| : t € [0, 1]¢}.

Le théoreme suivant donne la vitesse de convergence « maximale » de D?_(n) vers 0; cette
loi du logarithme itéré est due a Chung et Kiefer.

Théoréme 1.6 Soit (U, , n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
uniforme sur [0,1]%; alors presque sirement

2n
li \/ D; =1.
1mnsup In(lnn) = (n)

L’intérét de la discrépance d’une suite pour des problemes d’approximation d’intégrale réside
dans le résultat suivant pour les fonctions « a variation finie » (qui sont intégrables au sens de
Riemann). Pour tout vecteur z = (1, --+, 74) € [0,1]¢, notons T = (1 —ay, -+, 1 —x4) le
symétrique de x par rapport au centre de '’hypercube [0, 1]¢ et pour toute fonction f : [0, 1]¢ —
R, notons f(z) = f(Z).

Définition 1.7 On dit qu'une fonction f : [0,1]¢ — R est a variation finie s’il existe une
mesure o variation finie u sur l'ensemble des boréliens de [0,1]%, dont le support est contenu
dans [0,1]9\{0}, telle que pour tout x € [0,1]¢ :

f(@) = f(0) + p([0,]).

Cette mesure p est unique et la variation de f, notée V(f) est égale a la variation totale ||ul|
de .

Le théoreme suivant de Koksma et Hlawka relie ’approximation de l'intégrale de f par la
moyenne de f le long d’une suite (X,,) a la discrépance de la suite.

Théoréme 1.8 Soit f : [0,1]¢ — R une fonction & variation finie et x = (x, , n > 1) une suite
équirépartie sur [0,1]%. Alors pour tout entiern > 1 :

(0)dw—— 3 f(as)| < V() Do)

[0,1]¢

12



La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme suivant.

Lemme 1.9 Soit ;i une mesure a variation finie sur [0,1]%, fi limage de p par la symétrie v —
T par rapport au centre de 'hypercube [0,1]? et pour tout x € [0,1]¢, notons F(z) = p([0,x]).

Alors :
/ M(x) dii(x) = / Fa)de.
[0,1]4 [0,1]4

Démonstration : Puisque II(z) est la fonction de répartition de la mesure de Lebesgue A sur
[0, 1] calculée au point x € [0,1]? et que A = A, le théoréeme de Fubini entraine que :

[ m@di = [ [ e dydit
[0,1)¢ [0,1]¢ J[0,1)¢
= / / Lio.z)(y) dy dp(z)
[0,1]¢ /[0,1)¢
= / / Ljog)(x) du(x) dy
[0,1]4 J{0,1]4
- [ rwa= [ Faa. o
[0,1]4 [0,1]4

Démonstration du Théoréeme 1.8 : D’apres la définition, F = f — f(0) est la fonction
de répartition de la mesure p; on en déduit en appliquant le Lemme 1.9 :

fayde - S ) = [ f@yde-> S fm)
k=1 k=1

[0,1]

1 n
= / F(z)dx — — E F(zy)
[0,1]¢ [

[0,1]¢

1 & |
= [ 1@ = 5 Y e | dato)
[0,1] k=1 i

1< 1
= / , H(fﬂ)—gzl{xkgw} dpi(z) .
0.1] ot ]

Cecl entralne immédiatement :

< Dy () [|all = Dy(e) [lull. O
0,114

() do— 3 fw)

Il est donc important de disposer de suites de discrépance aussi petite que possible.

Définition 1.10 On dit qu’une suite (x, , n > 1) a valeurs dans [0, 1]¢ est a discrépance faible
si sa discrépance D} (z) est asymptotiquement meilleure que la discrépance D% (n) d’une suite
aléatoire (U, , n > 1) de loi uniforme sur [0, 1]%.

On peut prouver que la discrépance D7 (x) d'une suite quelconque vérifie

D*
lim sup w

2 CYd )
n In(n
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ou Cy > 0 est une constante ne dépendant que de la dimension d. Les meilleures discrépances
connues sont asymptotiquement O <@) et cette discrépance est « presque » optimale. Nous

indiquons quelques exemples de suites a discrépance faible. On en trouvera d’autres dans [19].

Suite de Van Der Corput Soit p un entier strictement supérieur a 1. Pour tout nombre
entier positif n on note ag, -- -, a, les coefficients de la décomposition p-adique de z, c’est a
dire les nombres entiers tels que :

n=a+ap+---+ap, a>0, 0<ag<p pour 0<i<r.

La suite de Van Der Corput en base p est donnée par

Qo aq (7%
¢pp(n)=—+—=+--+ . (1.2)
p P P2 prtl
Ainsi, lorsque la décomposition p-adique de n est n = a,a,—1---ajap, celle de ¢,(n) est

¢p(n) =0,apa; - --a,. La discrépance de la suite de Van Der Corput est

pife) =0 (M)

n

Suites de Halton C’est la version d-dimensionnelle de la suite de Van Der Corput. Soit
p1, -+, pa des entiers strictement supérieurs a 1 et premiers entre eux (par exemple les d
premiers nombres premiers). La suite de Halton est

‘Iflz = (¢p1 (n>7 7¢Pd(n))‘

La discrépance d’une suite de Halton est

Dty < LTl _ g (ko))

n

Suite de Faure Soit p > d un entier premier et A, I’ensemble des nombres x pour lesquels
il existe un entier K > 0 tel que :

et soit T, : A, — A, I'application définie par

T ia— —i b b-—iiwmod()
’ pHt ) e prt PTG T

1=0 1=0 j=i

Si ¢, est définie par (1.2), la suite de Faure de dimension d est alors :
Tn = (¢p(n = 1), Tp(gp(n —1)), -+, Tpdil(¢p(n - 1))) .

La discrépance de cette suite est



Translations irrationnelles du tore Soit o = (aq, -+ -, ag) € R? un vecteur de nombres

réels tel que la famille {1,q, -+, ag} soit libre sur Q (par exemple o« = (\/p1, - - /Pa) OU
P1, - - - pa désignent les d premiers nombres premiers). Si [x] désigne la partie entiere de z, la

suite (x&, n > 1) est définie par
= (noy — [noy], 1 <i<d).

n

Pour tout ¢ > 0, la discrépance de la suite (z%) est
[ 1
D (z%) =0 )

Les sources C de ces diverses suites a discrépance faible peuvent étre télé-chargées sur le
site : http ://cermics.enpc.fr/~premia.
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2 Simulation de variables aléatoires.

2.1 Meéthode d’inversion

On suppose que 'on sait simuler la réalisation d’un échantillon de loi uniforme sur [0, 1],
c’est a dire de variables aléatoires indépendantes (X,,,n > 1) de méme loi U([0, 1]), par exemple
en appelant la fonction Random. On cherche a simuler des réalisations de variables aléatoires
réelles (X,,,n > 1) indépendantes de méme loi de fonction de répartition F': R — [0, 1] définie
par F(t) = P(X; <t) pour tout t € R.

Proposition 2.1 Notons F~!:]0,1[— R la pseudo-inverse de F définie par
F~Y(u) =inf{t : F(t) >u} pourtout wu €]0,1][.
Alors si U suit une loi U(]0,1]), F~1(U) a pour fonction de répartition F'.

Démonstration. Montrons tout d’abord que pour tout u €]0,1[ et t € R, F~'(u) < t si et
seulement si u < F(t). En effet, si u < F(t), par définition F'~'(u) < t. Réciproquement, soit
y >t > F~(u); alors, puisque F est croissante, F(y) > u et puisque F est continue a droite,
F(t) > u.

On en déduit que si U suit une loi U(]0, 1[), pour tout ¢t € R,

P(F Y U)<t)=PU < F(t)) = F(t).

O
Si la fonction de répartition I de X est explicite, on en déduit que (F~Y(U,),n > 1) est un
échantillon de la loi de X. Ceci fournit par exemple un algorithme de simulation lorsque :

Cas 1. X ne prend qu’un nombre fini ou dénombrable de valeurs On suppose que
les valeurs prises par X sont (a;, 0 < i < N) ou bien (a;, i € N) ordonnées de facon croissante,
et que P(X = a;) = p; pour tout i. On calcule alors F; = pg + - - - + p; pour tout i et pour tout
u €]0, 1[ on note :

F~Hw) = ao Liusry + Y @i Lp y<usry

i>1

Exemple d’une loi de Bernoulli de parameétre p: P(X =0)=¢=1-pet P(X =1) =p.
On en déduit la simulation de n variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli
de parametre p €]0, 1] que I'on stocke dans le tableau X (en utilisant le fait que si U suit une
loi uniforme U(]0, 1]), 1 — U suit aussi une loi U([0,1])) :

Pour k=1,...,n
Si (Random < p)
X[k] 1
Sinon XIk] <0
Fin

X ne prend qu’un nombre fini de valeurs : Si X prend N + 1 valeurs, en début de
programme on calcule les valeurs de F; que 'on stocke dans un tableau F[i|,i = 0,---, N et on
stocke également les valeurs a; dans un tableau a[i]. La boucle critique est alors la suivante :
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1+—0
U «— Random
Tantque (U > Fi])

1—1+1
Fin
X[k] « ali]
X prend une famille dénombrable de valeurs : Si la variable X prend une famille
dénombrable de valeurs, on stocke en début de programme dans un tableau F[i],i =0,--- , N

les premieres valeurs de Fj, en s’arrétant au premier entier N tel que Fy dépasse une valeur
fixée, par exemple 0.999. Lorsque le tirage uniforme est supérieur a la valeur choisie (par exemple
0.999), on poursuit le calcul de la fonction de répartition.

Exemple d’une loi de Poisson P()\) de parameétre A > 0
A\t by

P(X=0)=e" etpour n>0, P(X:n—i—l):e”\(n_i_l)!:n+1P(X:n).

La boucle principale de I'algorithme de simulation est alors la suivante (pour une loi de Poisson
P(N)); elle fournit la valeur X :

PN «— F[N] — F[N —1]
U < Random
Si (U < F[ND
Alors
X «—0
Tantque (U > F[X]) faire
X—X+1
Fin
Sinon
X« N,P«— PN, F < F[N]
Tantque (U > F') faire
X—X+4+1,P—Px\NX F—F+P
Fin
Fin
SiA =1, F[4 = 0.9963 et F[5] = 0.9994, donc N = 5 avec le test d’arrét précédent et sauf
dans six cas sur 10 000, on utilise seulement 6 valeurs tabulées de la fonction de répartition.
On verra plus loin une autre méthode pour simuler une loi de Poisson de parametre \ reliée a
la simulation de processus.

Cas 2. Loi £(\) exponentielle de parameétre A > 0 La densité de X est f(z) =
Ae M1, 0 et la fonction de répartition est donc F(t) =0sit <0et F(t)=1—e M < 1si
t > 0. On en déduit pour u € [0, 1] :

In(1 —
Fl(u) = _Mfu) |

Puisque si U suit une loi U([0,1]), 1 — U suit également une loi U([0,1]), on en déduit un
algorithme de simulation d’une loi exponentielle de parametre A :

X = —In( Random )/
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L’utilisation des lois exponentielles fournit une autre méthode de simulation de la loi de Poisson
de parametre \.

Proposition 2.2 Soit (E;, i > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
exponentielle de parametre A > 0 ; alors pour tout entier n > 1,

)\n
p”:P(E1+"'+En§1<E1+"'+En+1)=e_)‘g,

Démonstration : Pour tout entier n > 1,
D = / A exp ( — Az +-- -+ a?n+1)) dxy -+ dr,iq
{z1+n<l<zi+Tp41

{z1+2,<1}

)\n
= e M\ / dey - - -dx, = e — - O
{z1+-an<1} n

On en déduit qu’en simulant des variables aléatoires (U; , ¢ > 1) indépendantes et de méme
loi 4([0, 1]), si n désigne le premier entier tel que U; Uy - - - U1 < e~*, n suit une loi de Poisson
P(A), d’ott un second algorithme de simulation d’'une variable aléatoire X de loi P(\) :

a«—exp(—A), X <0
U < Random
Tantque (U > a) faire
U+« Ux Random , X «— X +1
Fin

2.2 Meéthode de rejet pour les lois uniformes

On suppose que l'on sait simuler par I’algorithme A une variable aléatoire de loi uniforme
sur un ensemble borélien D C R? (par exemple le carré | — 1, +1[?) et que I'on veut simuler une
variable aléatoire de loi uniforme sur un sous-ensemble borélien C' C D. L’algorithme

Faire X « A
Tantque C faux
Fin

Retourner X

donne une simulation de la loi uniforme sur C. En effet, soit (X,,, n > 1) une suite de variables
aléatoires indépendantes de loi uniforme sur D et 7 = inf{n > 1 : X,, € C}; l'algorithme
précédent retourne la variable aléatoire X, telle que pour tout sous-ensemble borélien B C C,

P(X.€B) = Y P(X;¢C)"" P(X, €B)
k=1

i( \‘g’\) %:%

k=1

Ainsi, pour simuler une loi uniforme sur le disque unité, on procede comme suit :
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Faire U < 2xRandom-—1
V «— 2+ Random — 1
Tantque (UxU+V *V > 1)
Fin
X «—UetY «V

La figure suivante montre une méthode de rejet uniforme sur le cercle unité a partir d’une
loi uniforme sur le carré [0,1]%. Sur 10 000 points tirés dans le carré, seuls 7 848 sont gardés
car ils sont dans le cercle unité; on a par ailleurs /4 = 0,785 398.

Fi1G. 2 — Simulation de points suivant une loi uniforme dans le disque unité

1.060

0.848

0.636

0.424

0.212

0.000

-0.212 7

-0.424 7

-0.636 7|

-0.848 7

-1.060 T T T T

0.3 0.6 0.9 1.2 15

2.3 Meéthode de rejet générale

On veut simuler une variable aléatoire X dont la loi a pour densité f et on suppose qu’il
existe une loi de densité g facilement simulable et une constante ¢ > 0 telles que :

f(z) <cg(z), VreR.
Puisque f et g sont des densités, on a ¢ > 1. L’idée de la méthode repose sur le résultat suivant :

Proposition 2.3 Soit f une densité sur R? et Dy = {(z,u) e R* x R" : 0 <u < f(z)}. Soit
X:Q—RYetU:Q — RY des variables aléatoires. Le couple (X,U) suit une loi uniforme
sur Dy si et seulement si X a pour densité f et la loi conditionnelle de U sachant X = x est
uniforme sur intervalle [0, f(z)].
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Démonstration : Puisque |Df| = 1, la densité de la loi uniforme sur Dy est

1
g(x,u) =1p, (x,u) = f(z) {—10, - (u)} ,
f () [0,f ()]
ce qui prouve I’équivalence annoncée. O
On en déduit que simuler une variable aléatoire de densité f revient a tirer un point au
hasard sous le graphe de f et retourner I'abcisse de ce point. Ce résultat peut étre généralisé a
une densité par rapport a une mesure quelconque et justifie la méthode de rejet suivante :

Proposition 2.4 Soit [ et g des densités telles que f < cg; notons q(z) = % e [0,1].
Soit Yy une variable aléatoire de densité g et Uy une variable aléatoire de loi uniforme U([0, 1])
indépendante de Y1. Si Uy < q(Y1), on pose X = Yi. Sinon, on rejette X; et on simule une
suite de variables aléatoires indépendantes Y; de densité g et U; de loi uniforme U([0, 1]) jusqu’a
r=inf{i > 1 : U; < q(Y;)} . Alors la variable aléatoire X =Y, a pour densité f, T suit une

loi géométrique de paramétre % et E(1) = c.

Démonstration : Puisque f et g sont des densités de probabilité, on a :

P(U, > q(1)) Z/_mg(y)dy/1 du:l—%-

o o
On en déduit que pour tout entier k > 1, P(1 = k) = (1 1)]{71 %, tandis que pour tout t € R :
00 1\ F-1 ot %
PX<t) = ; (1 - g) 7009(y) dy/o du
t t
= c/oog(y) Cj;(é)) dy:/oof(y)dy-

Remarquons que cette méthode s’applique au cas ou les variables aléatoires X et Y ont une
densité par rapport a une méme mesure (qui n’est pas obligatoirement la mesure de Lebesgue,
mais peut étre la mesure de comptage). O

Application aux lois Gamma La méthode de rejet permet par exemple de simuler une
variable aléatoire de loi T'(\, a), c’est & dire de densité f(z) = % exp(=Az) 2% 1) 4oof() Ol
A et a sont des parametres strictement positifs et I'(a) = 0+°° e % d.

Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes de loi I'(\, a) et T'(\, b) respectivement,
la variable aléatoire X +Y suit une loi I'(A, a+b). De plus, la loi I'(\, 1) est une loi exponentielle
E()N), ce qui entraine qu’'une variable aléatoire de loi I'(\,n) avec n entier supérieur ou égal a
1 peut étre aisément simulée comme somme de n variables aléatoires indépendantes de méme
loi exponentielle ().

Un changement de variables montre enfin que si Y suit une loi I'(1, a), la variable aléatoire
X = X suit une loi (X, a).

D’apres ce qui précede, pour simuler toutes les lois I'(\, a), il suffit donc de savoir simuler une
variable aléatoire de loi I'(1, @) pour un parametre a €]0, 1], ce qui est possible par la méthode
de rejet suivante de Ahrens et Dieter (1974) modifiée par Best (1983) (et qui ne nécessitera pas
de calculer T'(a)).

Soit a €]0,1[ et f(x) = F(la) e 2% g toof() et

ae

g(x) = e [ma’l Loag(z) +e™* 1[1,+oo[(x)] :
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alors f < ag;fa) g et pour tout xz > 0 :

f(Il) —T a—
Q(.Z') = TaFe /. — e 1]071[(1') +x 1 1[1,+oo[(x) .
ael(a) g(l’)
Soit Y une variable aléatoire de densité g; on peut aisément calculer la fonction de répartition
G de Y et son inverse est définie pour z €]0, 1] par :

_ a+e . a+e
G 1(2) = ( Z) 1]O’aie[(z> —1In ((1 — Z) ) 1[%%71[(2) .

€ ae

(1) On simule une variable aléatoire U de loi uniforme U([0,1]), on calcule Y = G~'(U), puis
on simule V' de loi uniforme #(]0, 1]) indépendante de U.
(2) SiV <¢q(Y), on pose X =Y et sinon on retourne en (1).

Cependant, si a est supérieur ou égal a 12, les bibliotheques de programmes donnent souvent
une méthode alternative de simuler une loi I'(1, @) qui repose sur une méthode de rejet ; elle est
théoriquement valable pour tout a > 1 et fait en moyenne moins d’appels au générateur pour
les « grandes » valeurs de a. Soit (U, , n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi ([0, 1]). On note

Zk:tg(’/TUk) et Yi=vV2a—-1Z,+a—1;

les variables aléatoires (Zj) sont indépendantes et un changement de variables montre qu’elles

suivent une loi de Cauchy de densité 1 -. On note 7 = inf{k > 1 : Y > 0} et on pose

Y =Y,. Pour toute fonction borélienne bornée &,

o) o k-1 +00
E((I)(Y))ZZP(Zk;Si) /I_—GCI)(\/Qa—lz—i-a—l)%liZde;

V2a—1

la densité de Y est donc

1 1 1

g(l‘): —a X X 241—a)2 X 1{x>0}‘
%—%Arctg(\/;ai_l) mV2a — 1 1+%

On suppose que a > 1 et on note h(z) = e % x4 ! [1 + %

h sur ]0, +00] est atteint en a — 1, ce qui entraine que pour tout z > 0 :

] pour z > 0; le maximum de

1 1 1-—
meﬂx‘kl <cg(z) avec c= {5 — ;Arctg(\/Ti_al)] T™V2a—1—~—e"°.

Lorsque a est un entier supérieur ou égal a deux, pour tout x > 0 on a :

1— 2 a—1
Q($) — f(.T) — |1 + x + a T e—ax-l—a—l.
cg(x) V2a —1 a—1
On en déduit 'algorithme suivant de simulation d'une loi I'(1,a) pour a entier (supérieur ou
égal & 12 pour faire appel en moyenne a moins de 12 uniformes)
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S «— v2a—1
Faire

Faire (
Z «—tg (rRandom)
Y—SxZ4+a—-1
Tantque (Y <0))
Tantque ( Random >(1+Z*Z) *exp ((a — 1) xlog (Y/(a—1)) = S* Z) ) )
X <Y

2.4 Lois gaussiennes réelles

La fonction de répartition d’une loi gaussienne centrée réduite N (0, 1) n’est pas explicite et
I'utilisation de cette fonction tabulée risque d’accumuler les erreurs. On dispose d'une méthode
de simulation « exacte » dite de Box-Muller. Si X; et X, sont des variables aléatoires gaus-
siennes N(0,1) centrées réduites indépendantes, alors les variables aléatoires X?, i = 1,2 sont
indépendantes et un changement de variable montre qu’elles suivent une loi Gamma F(%, %) de
densité f(x) = \/%e*%’fx*% 1j9+o0((2). La variable aléatoire R* = X7 + X7 suit donc une loi
exponentielle de parametre 5. Si on pose X; = R cos(f) et Xo = R sin(f), un changement de
variable montre que 6 suit une loi uniforme sur Uintervalle [0, 27] et est indépendante de R. On

en déduit la

Proposition 2.5 Soit Uy et Uy des variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme
U([0,1]) ; alors les variables aléatoires

X1 =+v-2In(U;) cos(2nUy) et Xo=+/—21n(U;) sin(27Us)

sont gaussiennes N'(0,1) indépendantes.

(On pourra montrer cette proposition directement a titre d’exercice).

Cependant, afin de gagner éventuellement du temps de calcul, on peut éviter de faire appel
a des fonctions trigonométriques en utilisant une « méthode de rejet ». La méthode suivante est
I’algorithme polaire ; d’autres méthodes sont proposées en exercice. Soit Uy et V; des variables
aléatoires indépendantes de loi uniforme sur Uintervalle [—1, +1]. On calcule p = U? + V2; si
p3 > 1, on rejette (Uy, V1) et on tire deux nouvelles variables aléatoires indépendantes (Us, V5) de
loi uniforme sur l'intervalle [—1, +1]. On procede ainsi jusqua 7 =1inf{i > 1 : p? = U2+ V? <

1}. Soit Z = %2(”3); alors les variables aléatoires

T

X=U,7 e Y=V, Z
sont gaussiennes N (0, 1) indépendantes. En effet, Papplication

T:{(u,v) € —1,+1*: 0 <u® +v* < 1} — R*\(0,0)

définie par T'(u,v) = (u \/ —2In(uiiv?) ) \/ -2 ln(uQJrUQ)) est un C; difféomorphisme d’applica-

u2 +’L)2 u2+v2

xT

2 2 2 2
tion réciproque T~ (x,y) = (\/— exp <—$ ty ) , ——— exp (——’“’ ty ) et le jacobien de
22442 4 \/$2+y2 4
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2242
2

° PN Y |
Elo(X,)Y)| = 1— - / / — 1iocuz 402
[ ( )} ;( 4> )4 {0<u2+0v2<1}
—2 In(u? + v?) \/—2 In(u? + v?)
) <U\/ 2 , U 2 du dv
41 1 x? + 12
= —= = — dzr d
7T4/R2¢>(96,y)26><p< 5 ) x dy

1 2 2
= / R2¢(x,y)ﬂ exp (_w —2Fy ) dx dy .

On en déduit la simulation de deux variables aléatoires gaussiennes N (0, 1) indépendantes par
I’algorithme polaire :

T est égal & —% exp <— > Pour toute fonction borélienne ¢ : R? — R*, on a donc

Faire U < 2xRandom-1
V «— 2xRandom — 1
Tantque (UxU +V «V >1)
Fin
Z =8qrt(—2log(UxU+VxV)/(UxU+VxV))
X —ZxU
Y —ZxV

Fi1a. 3 — Histogrammes de densité de loi gaussienne N (0, 1) par Box-Muller et par rejet

Histogramme des echantillons par Box Muller Histogramme des echantillons par rejet

AN M

” \ " AN

0.204 0.20
0.164 0.16
0.129 0.12+
0.084 0.08

0.04 Valeurs 0047 Valeurs

Les figures ci-dessus montrent les histogrammes de simulation de variables aléatoires Gaus-
siennes NV (0, 1) a l'aide de 10 000 couples de tirages uniformes indépendants par la méthode de
Box-Muller puis par la méthode de rejet précédente, ainsi que le graphe de la densité théorique.

Les temps de calcul de la méthode de Box-Muller et par la méthode du rejet (en simulant
des couples de variables de loi Gaussienne A/ (0, 1)) utilisant 2N tirages uniformes, donnés par
la fonction timer () de Scilab sont :

23



2N 20 000 | 40 000 | 60 000 | 80 000
Box-Muller | 0.38 0.76 1.15 1.53
Polaire 0.55 1.11 1.66 2.23

On voit que la méthode de Box-Muller est un peu plus rapide en dépit du calcul des fonctions
trigonométriques. Si I’on définit une procédure de simulation d’une seule variable aléatoire de loi
gaussienne en ne conservant que X = /—21In(U;) sin(2I1U;) par la méthode de Box-Muller ou
V—2In(U% 4 V?2) ﬁ dans la méthode du rejet, la méthode de Box-Muller devient presque
deux fois plus rapide, comme le montre le tableau suivant des temps de simulation de N tirages
de variables aléatoires A(0, 1) en ne gardant que I'une des deux composantes :

N 20 000 | 40 000 | 60 000 | 80 000
Box-Muller | 0.54 1.07 1.6 2.14
Polaire 1.01 2 2.99 4.03

La figure suivante montre la simulation de 10 000 couples de variables aléatoires N(0, 1)
indépendantes ; la moyenne empirique de ’abcisse est - 0.0001353 et la moyenne empirique de
I'ordonnée est 0.0011352.

F1G. 4 — Simulation de 10 000 couples de gaussiennes N (0, 1) indépendantes

3.26

2.58 7

1.90 7

122 7

0.54 7

-0.14 7

-0.83 7

-1.51 7

-2.19 7

—2.87 7

-3.55 \ \ \ \ I r \ \ \
-496 -400 -303 -207 -111 -014 082 1.79 2.75 3.72 4.68

Pour simuler une variable aléatoire gaussienne Z de loi N(m,c?) avec o > 0, il suffit de
simuler une variable aléatoire Z de loi (0, 1) et de poser Z = m + o Z.

Si F' désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire gaussienne N (0, 1), signalons
enfin les procédures suivantes (en Scilab) de calcul approché de F et de FF~! qui peuvent étre
utiles dans certains cas.
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Calcul approché de F(t)

function [repl=rep_gauss(x)

P= 0.2316419 ;

bl= 0.319381530 ; b2= -0.356563782 ; b3= 1.781477937 ;

b4= -1.821255978 ; bb= 1.330274429 ;

unsurrac2pi = 0.39894228 ;

if(x >= 0.0) then

t=1.0/ (1.0 +P % x);

rep = 1.0 - unsurrac2pi * exp(- x*x /2.0) * t * (t *x (t * (t *x ( t * b5 + bd) +
b3) + b2 ) + bl);

else

t =1.0/ (1.0 - Pxx) ;

rep = unsurrac2pi * exp(- x*x/2.0)* t * (t * (¢t * (£t * ( t * b6 + b4d) + b3) + b2
) +bl);

end ;

endfunction

+

Calcul approché de F~1(t) pour 0 <t <1
function [inverse]=inverse_N(x)
c0= 2.515517; cl1= 0.802853; c2= 0.010328;
dl= 1.432788; d2= 0.189269; d3= 0.001308;
if (x>0.5) then signe = +1.0; x=1.0-x;
else signe = -1.0;
end
t=sqrt(-2.0 * log(x)) ;
inverse = signe * (t-((c2¥t+cl)*t+c0)/(1.0+t*(d1+t*(d2+d3*t)))) ;
endfunction

F1G. 5 — Graphes de F et F~! olt F est la fonction de répartition de la gaussienne A (0, 1)

Fonction de repartition de loi gaussienne N(0,1) Inverse de la Fonction de repartition de loi gaussienne N(0,1)
F@O FA-13Y

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5 o
0.4
0.3
0.2

0.1+ t

2.5 Vecteurs gaussiens

Pour simuler un vecteur gaussien X = (X7, -+, X) d’espérance m = (my, - -+, my) et de
matrice de covariance X, il suffit de simuler un vecteur gaussien centré Y = (Y, -+, Yy) de
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matrice de covariance Y et de poser X; =Y; +m; pour i =1, --- , d; dans la suite on suppose
donc que m = 0. Si la matrice de covariance X est diagonale, c’est a dire si les composantes du
vecteur gaussien sont indépendantes, il suffit de simuler successivement d variables aléatoires
gaussiennes réelles. Sinon, puisque ¥ est symétrique de type positif (puisque pour tout vecteur
v e R, (v, Xv) = Var((v, X) > 0), un résultat classique d’algebre linéaire permet d’écrire la
décomposition de Cholevsky de ¥, ¢’est a dire de trouver une matrice A triangulaire inférieure
telle que X = A A*. 1l suffit alors de simuler un vecteur gaussien Z = (Z1, ---, Zy) dont
les composantes sont gaussiennes N'(0,1) indépendantes, puis de calculer X = AZ (ol on
commet 1’abus de langage consistant & identifier un vecteur de R et la matrice colonne de ses
coefficients dans la base canonique); le vecteur X est clairement gaussien, centré de matrice
de covariance ¥. Rappelons que lorsque la matrice ¥ = (5, ;, 1 <,j < d) est définie positive,
la décomposition de Cholesky de ¥ (qui est disponible dans de nombreuses bibliotheques de
programmes) est calculée de la fagon suivante :

St .
a1 =+/S11, a1 = &—’ pour 2<1i<d,
1,1

)

pour i croissant de 2 a d :a;; = [Si;i— E la; k%,
1<k<i—1

pour ¢ < j<d
i—1
~ Sig = D ke Gik Gk

Q5 5

)

La figure ci-dessous montre la simulation de 10000 vecteurs X dans R?, centrés et de matrice

Fi1G. 6 — Simulation de 10 000 couples de gaussiennes corrélées

5.08

4.07 7|

3.06 7

2.04 7

1.03 7
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-1.00 7
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-6.85 -5.42 -3.98 -2.55 -1.12 0.32 1.75 3.19 4.62 6.05 7.49
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1 7v3
de covariance > = g e ) : La moyenne empirique de la premiere composante est
16 16
—0.0015815, celle de la seconde Composante est 0.0027786, la variance empirique de la premiere
composante est 0.6772414 alors que = 0.6875, celle de la seconde composante est 1.5607471
alors que = 1.5625 et la covariance emplrlque est 0.7520688 alors que 7‘/_ = 0.7577722.
o? p Oy 09 01 0
Dans le cas particulier d = 2, ¥ = ! ,ona A= .
P (p0102 o5 poy 09+/1— p?

Donc si Z; et Z5 sont des variables aléatoires gaussiennes N (0, 1) indépendantes, X; = m; +
0171, Xy = my + 09 (p Z1+ /1 —p? ZQ), le vecteur X = (X, X3) est gaussien de vecteur
espérance m = (my, mz) et de matrice de covariance .

2.6 Quelques autres lois classiques

Loi géométrique G(a), a €]0, 1[. C’est la loi du premier instant olt on obtient un succes en
répétant des expériences indépendantes de méme loi qui donnent un succes avec la probabilité
1 —a. On a donc pour tout entier n > 1, P(X =n) = (1—a) a" . L’algorithme suivant simule
une loi G(a).

X <0
Faire (
X —X+1
Tantque Random < a )
Fin
Retourner X

A titre d’exercice, calculer la loi de la variable aléatoire simulée par ’algorithme suivant :

X 0

Tantque Random < a

Faire ( X « X +1 )

Fin

Retourner X
Chi-deux. Un changement de variables montre que le carré d’une variable aléatoire gaus-
sienne N(0,1) suit une loi I'(3, 1) ; on en déduit que si les variables aléatoires X, 1 < k < n
sont indépendantes de méme loi gaussienne N (0, 1), la variable aléatoire Z,, = ZZ L X7, qui est
un x2, c’est a dire un Chi-deux & n degrés de liberté, suit une loi Gamma I'(%, 2) Sin = 2N est
un entier pair, un y2 est une somme de N exponentielles indépendantes de parametre = 5 tandis
que si n = 2N + 1 est un entier impair, un x? est la somme de N exponentielles indépendantes
de parametre % et du carré d'une gaussienne N (0, 1) indépendante des exponentielles.

Loi Beta 3(a,b), a > 0, b > 0. Elle a pour densité f(z) = (E:;Jli(bg) (1 — 2)P 7 1y ().
Montrer que pour tout A > 0, si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes de loi
(A, a) et T'(A, b) respectivement, les variables aléatoires X + Y et Xfy sont indépendantes de
loi respectives I'(A, a + b) et ((a,b). En déduire un algorithme de simulation d’une loi 5(a,b).
Un autre algorithme de simulation d’une loi 8(a,b) pour a,b < 1, du a Jonk (1964), est proposé
dans I’exercice 2.10.

Loi log—normale Cest la loi de X = e¥ lorsque Y suit une loi normale N'(m,o?); sa
densité est f(x) = U\/—W exp (— 51z (In(x)—m)?) 1{z>0}, son espérance est E(X) = exp(m+ "2—2)
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et sa variance est Var(X) = exp (2(m+0?)) —exp (2m+o?) . Ecrire un algorithme de simulation
de cette loi.

Loi de Pareto. C’est la loi de X = re¥ lorsque 7 > 0 et Y suit une loi exponentielle de
parametre a > 0. Sa densité est f(z) = ;‘a—ﬁ l{z>r} et sa fonction de répartition est F'(t) =
[1 — (%)a} l{s>r). La variable aléatoire X n’est pas intégrable si a < 1 et n’est pas de carré
intégrable si @ < 2. Si o > 1, B(X) = 2% et si @ > 2, Var(X) = o—F o
algorithme de simulation de cette loi.

Loi de Weibull W(«,0), o« >0, 0 > 0. Sa densité est f(z) = oz exp(—02*) 150,
ra+l)
0%

. Montrer que si Y suit une loi exponentielle de parametre # > 0,

Ecrire un

sa fonction de répartition est F(t) = [1 —exp(—0t*)] 1>0}, son espérance est et sa

2y pagl
variance est w
X = Y= suit une loi de Weibull W (a, #). En déduire un algorithme de simulation d’une loi de
Weibull W (a, 6).

2.7 Meéthode de décomposition

On cherche a simuler une variable aléatoire de densité f = ) p, f, par rapport a une
mesure 4 sur la tribu des boréliens de R? ol (p,, n > 0), désigne une probabilité sur N et
pour tout entier n > 0, f, désigne une densité par rapport a p. Soit (X, , n > 0) une suite
de variables aléatoires indépendantes telles que X,, a pour densité f, par rapport a p et soit
7 :  — N une variable aléatoire indépendante de la suite (X,,) et de loi (p,, n > 0). Alors la
variable aléatoire X, a pour densité f par rapport a u. En effet, pour tout borélien B de R?,
le théoreme de Fubini entraine que :

P(X.€B) = Y P(r=n)P(X,€B|r=n)

= [ Sorhtautin) = [ f@ ).

n>0 B

Cette méthode est particulierement intéressante lorsque les densités f,, sont a support disjoints,
par exemple lorsqu’on veut simuler une loi uniforme sur la réunion D d’ensembles disjoints D,, ;
on pose alors p,, = | ‘%’“‘. C’est par exemple le cas si 'on souhaite simuler une densité a support
compact linéaire par morceaux. Si U; et U, sont des variables aléatoires indépendantes de loi
U([0, 1)), la densité de Maxr = max(U; , Us) est 2z et celle de Min = min(U; , Us) est 2(1 —x).
On déduit par exemple de la Proposition 2.3 I'algorithme suivant de simulation d’une variable

aléatoire de densité f définie par f(z) =0siz <0oux > 7 et pour 0 <z <7,

2 s ox€l0,1],
=rogioxell, 3

_ 10 ) )

/(@) 2 s ox€)3,4],
TE sz €], 7]

On décompose l'ensemble Dy = {(z,u) : 0 < < 7,0 < u < f(z)} en cinq ensembles
disjoints Dy = {(z,u) : 0 <2 <1,0<u< f(x)}, Do ={(z,u) : 1<z <4,0<u<;},
Dy ={(z,u) : 4 <2 <7,0<u<f(z)}, Dy ={(z,u) : 1 <z <3, 5 <u< flo)l
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D5 = {(x u) : 3 < v < 4,7 < u < f(x)}. Les surfaces sont respectivement : |Di| = o,
|Ds| = 3, |Ds| = &, |Dy| = 55 et |Ds| = 55. On simule donc une variable aléatoire U de loi
uniforme ([0, 1]), puis suivant le résultat obtenu, on choisit un point au hasard dans chaque
zone 1 a 5 en gardant a chaque fois 'abscisse du point tiré (ce qui revient dans certains cas
a simuler directement la densité f,,) . On a fi(z) = 2z 1jy(z), fo(z) = —1 4 (), fa(z) =
2(7 — x) Lug(z), falz) = 53— ) Ljug(z) et fs(z) = 2(x — 3) Iz q(z); I algorlthme suivant

retourne la valeur X :

U < Random
Si U <0.15

Faire ( X« Max( Random, Random) )
Si 015<U <045

Faire ( X « 3*Random+1 )
Si 045 <U<0.75

Faire ( X« Min(3*Random,3*Random)+4 )
Si 0.75 < U <0.95

Faire ( X« Min(2*Random,2*Random)+1 )
Si 095 <U<1

Faire ( X<+ Max(Random,Random)+3 )

2.8 Simulation de vecteurs aléatoires

e Si les composantes du vecteur sont indépendantes, il suffit de simuler chaque composante.

e On peut simuler une composante, puis des lois conditionnelles successives. Ainsi, si (X,Y)
désigne un couple de variables aléatoires réelles ou vectorielles de densité f(x,y), la densité de
X est fx(z) = [ f(z,y) dy et la densité conditionnelle de Y sachant X = z est f(y|z) = %
Pour s1muler le couple (X,Y), on simule d’abord X de densité fx, puis ayant obtenu la valeur
réelle (ou vectorielle) z, on simule Y de densité f(.|z) indépendamment de X. En procédant
ainsi pas a pas, on peut simuler des vecteurs aléatoires de dimension quelconque.

e On peut enfin utiliser les changements de variables, comme on I’a fait dans la méthode
de Box-Muller pour couple de variables gaussiennes N (0, 1) indépendantes.

2.9 Meéthode de mélange

On suppose que la densité de la loi que 'on veut simuler est

f(z) = /g(x,y) dy,

ou ¢ est une fonction borélienne positive. Puisque f est une densité, le théoreme de Fubini
montre que [ g(x,y)drdy = [ f(z)dz =1, cest a dire que g est une densité. Si (X,Y) désigne
un couple de densité g, la densité de Y est gy (y) = [ g(z,y) dz tandis que la densité condition-

nelle de X sachant Y =y est g(z]y) = ‘g(x(’;’ Si densités gy et g(.]y) sont aisément simulables,

on simule d’abord Y de densité gy, puis ayant obtenu y on simule la densité conditionnelle
g(.ly) indépendamment de Y, ce qui fournit une simulation de X de densité f. De nouveau,
les densités considérées ne sont pas nécessairement par rapport a la mesure de Lebesgue, mais
peuvent étre prises par rapport a une mesure positive o-finie quelconque.

Par exemple si n est un paramétre strictement positif, pour simuler une densité la densité
définie par f(x) =n f1 e ™ dy sur [0; +oof,ona g(z,y) =ny " e ™ L tool() 1 4oo[(¥)-
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On en déduit que gy (y) = ny™ " 1y yoo((y) et que pour y > 1, g(zly) =y e ™ 1jg 1oo|(2), st

a dire que la loi conditionnelle de X sachant Y = y est exponentielle de parametre y. La fonction
de répartition de la loi de Y est Fy(t) = (1 — ™) 11 4o0(t) et Fy ' (u) = (1 — w) Lioaj(u).
Puisque si U suit une loi U4([0, 1]), 1 — U suit également une loi U([0, 1]), en déduit I’algorithme
suivant de simulation de X :

Y «— exp( - log( Random ) / n )
X <« - log (Random) /Y
Retourner X

2.10 Exercices

Exercice 2.1 Déterminer la loi de la variable aléatoire X simulée par les algorithmes suivants :
1) On note Int(z) la partie entiere du nombre réel x

N < Int( Random *5 )

X < Int( Random *N )
2)

X «— 0; Y «1

Tantque ( Random < Y )

Faire ( X «— X+1; Y «— Y/2 )
Fin

N« 0

Répéter n fois
Si (Random < pl) faire N « N+1
Fin

Fin

X «— 0

Répéter N fois
Si (Random < p2) faire X « X+1
Fin

Fin

P+« p; F—<P; X1

Tantque (Random > F) faire

P« Px (1-p); F « F+P; X « X+1
Fin

Exercice 2.2 Soit 0 < a < 1; montrer que l'algorithme suivant permet de simuler une loi
Gamma ['(a, 1) :
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P — e
Faire
U < Random, V <« Random
Si U<p
X «— exp( (1/a) * log(V) )
q < exp( -X )
Sinon
X «— 1 - log(V)
g exp( (a-1) * log(X) )
Fin
Tantque ( Random >= q)
Retourner X

Exercice 2.3 Ecrire un algorithme de simulation pour les lois suivantes :

- par inversion de la fonction de répartition

- par rejet par rapport de la loi uniforme sur I'ensemble des valeurs prises et calculer le
nombre moyen d’appels a Random dans la méthode du rejet et comparer les vitesses d’exécution
des deux méthodes :
1) Loi binomiale B(5,0.5).

2) Loi sur {1, - -+, n} définie par P(X = k) = % pour 1 <k <mn.

Exercice 2.4 Comparer l'efficacité de la méthode de simulation d’une loi géométrique de
parametre a €0, 1] décrite dans la section 2.6 et la méthode d’inversion de la fonction de
répartition.

Exercice 2.5 Soit n > 1 un entier fixé, P, et P, des probabilités sur {1, - -+, n} définies par :
P(1) = 1/(2n—-1),
P(k) = 2/(2n—1), Vke{2,---,n},
Pyk) = 3/(3n—2), Vke{l,---,n—1},
Py(n) = 1/(3n—2).
Soit P3 la probabilité sur {1, - -+, 2n} définie par
Py(k) = (1/3) P/((k+1)/2) si k est impair,
ST (2/3) Po(k/2) si k est pair.

1. Ecrire un algorithme de simulation de P; en appliquant la méthode de rejet par rapport
a la loi uniforme sur {1, --- , n}. Quel est le nombre moyen d’appels & Random?

2. Ecrire un algorithme de simulation de P, en appliquant la méthode de rejet par rapport
a la loi uniforme sur {1, --- , n}. Quel est le nombre moyen d’appels & Random?

3. Ecrire un algorithme de simulation de P3 en appliquant la méthode de rejet par rapport
a la loi uniforme sur {1, --- , 2n}. Quel est le nombre moyen d’appels & Random?

4. En utilisant les deux premieres questions et la méthode de décomposition de Ps, écrire
un algorithme de simulation de P;. Quel est le nombre moyen d’appels a Random?

Exercice 2.6 Ecru"e un algorithme de simulation pour les lois suivantes sur N? :
1) P(k,n)= k,2n+1, V(k,n) € N2
2)  P(k,n) = gz, V(k,n) € N

31



Exercice 2.7 Soit X une variable aléatoire dont la loi est symétrique par rapport a 0, c’est
a dire telle que X et —X ont la méme loi. Soit S une variable aléatoire indépendante de | X]|,
telle que P(S = 1) = P(S = —1) = 3. Montrer que Z = |X| S a méme loi que X. En déduire
un algorithme de simulation d’une variable aléatoire X de densité f(z) = 3 exp(—\ |z|) pour
une constante A > 0.

Exercice 2.8 Montrer que pour tout x > 0, \/% exp(—%) < \/% e3 e, En utilisant l'exercice
précédent, en déduire un algorithme de simulation d’une loi gaussienne N (0, 1). Implémenter cet
algorithme, la méthode de Box-Muller et ’algorithme polaire, faire tracer les histogrammes dans
les trois cas (fonction histplot en Scilab) d’un échantillon, le comparer a la densité théorique et

comparer 'efficacité de ces trois algorithmes (fonction Scilabtimer() en Scilab).

Exercice 2.9 Soit f la densité de probabilité définie par

f(.fE) = § [[L‘ 1[071](1') -+ 1}172}(1')} .
1. Ecrire un algorithme de simulation de f par la méthode d’inversion de la fonction de
répartition.

2. Ecrire un algorithme de simulation de f par la méthode de rejet a partir de la loi uniforme
sur [0, 2].

3. Soit Y et Z des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme respectivement sur
[0, 1] et sur [0,2]. Quelle est la densité de S = max(Y, Z)? En déduire un algorithme de
simulation de X.

4. Montrer que la variable aléatoire fournie par l'algorithme suivant a pour densité f :

U < Random
Si (U< 1/3)

faire X « 3xU+1l

sinon

faire X <« Max( 3%(U-1/3)/2, 2*Random)
Fin

5. Implémenter les programmes de ces quatre algorithmes. Les comparer pour le temps
d’exécution (par la fonction timer () de Scilab) et pour le nombre d’appels au générateur.

Exercice 2.10 Algorithme de Jonk pour la simulation d’une loi 3(a,b).
Soit a, b €]0, 1[, (Ur(n), n > 1) et (Uz(n), n > 1) des suites indépendantes de variables aléatoires
indépendantes de méme loi U([0, 1]).

Soit V; = Ul(l)i, W, = Ug(l)% et S; =Vi+W;.S15 <1, X = g—i Sinon, pour tout k > 2,
soit Vi = Uy(k)a, Wy, = Uy(k)® et Sy = Vi + Wi Soit enfin 7 = inf{n > 1 : Sy < 1}. Montrer

que X = g—: suit une loi Beta(a, b). En déduire un algorithme de simulation d'une loi 3(a,b).

Exercice 2.11 Soit m un nombre réel fixé et X une variable aléatoire réelle de fonction de
répartition F' inversible; notons F~! la fonction réciproque de F.

1. Ecrire un algorithme de simulation de la loi de X conditionnellement a X > m a 'aide
de la méthode du rejet. Que se passe-t-il quand m — +o0?

2. Soit U une variable aléatoire de loi U([0,1]) et Z = F~'(F(m)+ (1 — F(m)) U). Calculer
la densité de Z et en déduire une méthode de simulation de X conditionnellement a
X > m. Comparer l'efficacité de cette méthode a celle du rejet.
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3. On cherche a simuler une variable aléatoire gaussienne N'(m,o?) conditionnellement &
X > m. Montrer que 'on peut se ramener au cas centré réduit m =0 et o = 1.

4. Proposer une méthode de rejet de la loi conditionnelle d'une variable aléatoire gaussienne
N (m, o?) conditionnellement & X > m basée sur la loi exponentielle translatée de densité
6 exp(—0(z —m))1{z>my. Comment choisir le parametre 67

Le tableau suivant donne une idée de la comparaison entre le temps de calcul et le nombre
d’itérations nécessaires pour simuler 1000 valeurs de la loi conditionnelle de X/{X > m} lorsque
X est une variable gaussienne N (0,1) en utilisant la méthode de rejet directe de la question
Q 1, la méthode de rejet basée sur la loi exponentielle de la question Q 4 et la technique de
la question Q 2 basée sur la fonction de répartition. Le calcul de F et de F~! est fait par la
méthode numérique approximative décrite dans la section 2.4.

m=1 m=2 m=3 m=4 m=1 m=2 m=3 m=4

Temps | Temps | Temps | Temps | Nombre | Nombre | Nombre | Nombre
Q1| 0.15 0.83 | 14.17 | 568.54 | 6.6 x 103 | 4.5 x 10* | 7.7 x 10° | 3.1 x 107
Q4| 0.15 0.44 472 | 144.22 | 2.4 x 10° | 8.7 x 10° 10° 3.4 x 10°
Q2| 0.12 0.12 0.12 0.12 103 103 103 103

La figure suivante montre I'histogramme obtenu pour ces lois conditionnelle par la méthode de
la question Q 2 pour 10 000 simulations et la densité théorique :

Fic. 7 — Histogrammes de la loi conditionnelle gaussienne X sachant X > m
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Exercice 2.12 On se propose de simuler par une méthode de rejet un échantillon de taille N
de variables aléatoires gaussiennes N (0,1) de densité f par rapport a la densité exponentielle
A

symétrique de densité g(x) = 5 exp(—A|z|) ol A est une constante strictement positive.

1. Trouver le meilleur couple (A, ¢) tel que f < cg.

2. Ecrire un schéma de programme permettant de simuler un échantillon de taille N de
loi N(0,1) par cette méthode de rejet, qui fasse calculer le nombre moyen d’itérations
nécessaires pour obtenir un tirage gaussien (et le comparer avec ¢), qui fasse calculer la
moyenne et la variance empiriques de 1’échantillon et qui trace enfin sur le méme graphique
I’histogramme de 1’échantillon et la densité théorique.

Le tableau suivant donne les temps de calcul, nombre moyen d’itérations, moyenne et variance
empiriques suivant les valeurs de N (quand A = 1 et ¢ = 1.3154892) et la figure trace 1'histo-
gramme correspondant a N = 40 000.

N Temps | [térations | Moy. Var.
1000 | 0.09 1.36 0.0373 | 1.0434
4000 | 0.33 1.32 0.0058 | 0.95
10 000 | 0.81 1.31 0.0015 | 0.992
20 000 | 1.63 1.31 0.0033 | 1.006
40 000 | 3.27 1.32 0.0022 | 1.002
* ATN
7N
os] AR
\

0.2+

0.1+

Exercice 2.13 Soit X et Y des variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle
de parametre 1.

1. Calculer la densité conditionnelle de X sachant {Y > (1 — X)?/2}.

2. Soit Z une variable aléatoire suivant cette loi conditionnelle et S une variable aléatoire
indépendante de Z et prenant les valeurs +1 et —1 avec probabilité % Trouver la loi de
SZ7

3. En déduire une méthode de simulation d’une loi gaussienne N (0, 1).

4. Ecrire un schéma de programme permettant de simuler un échantillon de taille N suivant
cette méthode, qui fasse calculer le nombre moyen d’itérations nécessaires pour obtenir
un tirage gaussien, qui fasse calculer la moyenne et la variance empiriques de 1’échantillon
et qui trace enfin sur le méme graphique I’histogramme de 1’échantillon et la densité
théorique. Comparer cette méthode a celle de 'exercice précédent.

Le tableau suivant donne les mémes informations que dans la méthode de rejet de I’exercice
précédent.
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N Temps | Itérations | Moy. Var.
1000 | 0.08 1.279 - 0.0183 | 0.9518
4000 | 0.32 1.32 - 0.0116 | 0.970
10 000 | 0.8 1.317 - 0.017 | 1.006
20 000 1.6 1.317 - 0.005 | 1.010
40 000 | 3.2 1.316 0.006 1.001

os] ot
A1
os! AT
A |y

0.2+

0.1+

Pour la simulation d'un échantillon de taille 10° de loi gaussienne A(0,1) les temps de calcul
et nombre d’appels au générateur de nombres pseudo aléatoire Random sont donnés dans le ta-
bleau suivant (suivant les méthodes utilisées ; Box-Muller1 et Polairel désignent les algorithmes
correspondants dans lesquels on garde seulement un composante, Box-Muller2 et Polaire2 ceux
ou on garde les couples a chaque simulation, Rejetl désigne la méthode de rejet de ’exercice
précédent et Rejet2 celle de cet exercice) :

Méthode Temps | Nombre
Box-Mullerl | 2.67 2 x 10°
Box-Muller2 1.9 10°

Polairel 5 2.54 x 10°

Polaire2 2.78 | 2.54 x 10°

Rejetl 8.16 | 2.64 x 10°
Rejet2 7.99 | 3.62 x 10°

Que peut-on en conclure ?
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3 Simulation de processus

3.1 Mouvement Brownien
Rappelons la définition et quelques propriétés du mouvement Brownien.

Définition 3.1 Un processus stochastique W : [0, +00[xQ — R est un mouvement Brownien
(standard) si

(ii) Pour tout s < t, Wy — Wy suit une loi gaussienne N (0,t — s).

(iii) Pour tout n > 1 et tout ty =0 < t; < --- < t,, les accroissements (Wy,,, — W, + 0 <
i <n—1) sont indépendants.

On en déduit immédiatement que pour tout instant ¢ > 0, W; suit une loi gaussienne N (0, ¢)
et que pour tout couple d’instants s,¢ > 0,

E(W,W;) =Cov (W, Wy) =sAt, (3.1)
tandis que pour tout 7" > 0 :
n—1
REIEOOZO (W(i+nl)T — W%)2 =T dans L2. (3.2)

Les trajectoires de (W, , t > 0) sons presque surement continues, c’est a dire qu'’il existe un
ensemble négligeable N tel que pour tout w ¢ N, la fonction ¢ — Wi(w) est continue mais
presque surement les trajectoires ¢ — W;(w) ne sont dérivables en aucun point. (On en fait le
résultat plus précis suivant : presque strement les trajectoires de (W, , t > 0) sont Holdériennes
d’ordre a < %, mais ne sont pas Holdériennes d’ordre %)

Le mouvement Brownien (W;,¢ > 0) est un processus a accroissements indépendants,
(c’est la propriété (iii) de la Définition 3.1), stationnaires (c’est a dire que pour tout s,t > 0,
les variables aléatoires Wy, — W, et W, — Wy ont la méme loi) et gaussien (c’est a dire que
pour 0 < t; < -+ < t,, le vecteur (Wy,, ---, W,,) est gaussien). Il existe de tres nombreuses
caractérisations du mouvement Brownien ; nous en signalons deux :

Proposition 3.2 (i) Soit (X;,t > 0) un processus continu, & accroissements indépendants
stationnaires. Alors il existe des constantes r et o telles que pour toutt > 0, X;—Xo = rt+o W4,
ou (Wi, t > 0) est un mouvement Brownien.

(11) Un processus gaussien centré continu (X;, t > 0) tel que Cov (X5, X;) = s At est un
mouvement Brownien.

Nous allons donner deux méthodes de simulation des trajectoires d’'un mouvement Brownien
(Wi, 0 <t <T)ouT > 0 est fixé. Dans les algorithmes suivants, on désignera par grand
la simulation d’une variable aléatoire N(0,1) et chaque appel & grand fournit une réalisation
d’une nouvelle variable aléatoire gaussienne réduite indépendante des précédentes (cf. Section
2.4).

La premiere méthode est directement inspirée par la définition. On choisit un entier n > 1
et un pas de discrétisation h = % L’algorithme suivant :
ecart « sqrt(T / n)
WOl «— 0
Pour i=1 & n Faire

W[i] = W[i-1] + ecart * grand
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fournit les valeurs d’une réalisation du processus aux points de la grille de discrétisation i7'/n,
0 <i<n,cestadireW[i] = Wir. En interpolant linéairement entre les points (%, W[i]), on
obtient une approximation de la trajectoire de W entre les instants 0 et T' grace a la continuité

p.s. des trajectoires de W. Voici un exemple de trois trajectoires obtenues pour 7' = 1 et
n = 6000.

FiGc. 8 — Simulation de trajectoires Browniennes
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; ’v/«,‘, A \J‘Vw " f““u,ﬂr A, "‘V“v\\»"‘w‘/

Y

J\N fwt I
M VW"".,-AM o W Veith? by
v v

I\ W ;"I\

k i F N b W M W

% Wy j : "
AR A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Cette méthode tres simple a comme inconvénient que, si I’on souhaite raffiner la subdivision,
les calculs doivent étre tous refaits. Ceci est corrigé par la seconde méthode proposée.

L’idée de la seconde méthode est de calculer successivement les valeurs de Wy, Wy /o, Wy 4,
Wz, puis de W en des multiples dyadiques de T d’ordre K + 1 qui ne sont pas des multiples
dyadiques de T d’ordre K. Pour mener a bien cette construction, pour 0 < s < t < T', cherchons
des constantes a et b telles que si on pose Z,; = WSTH —a W, — bW, la variable aléatoire Z,
soit indépendante du couple (W, W;). Puisque le vecteur (W, Wy, Z, ) est gaussien, il suffit
d’avoir Cov(Ws, Zap) = 0 et Cov(Wy, Z,) = 0, c’est a dire d’apres (3.1

Cov(Ws,Zayp) = s—as—bs=0,

t
Cov(Wy, Zyp) = St —as—bt=0.

Ces équations sont satisfaites pour tout s < t si et seulement si a = b = % et on voit par un

calcul similaire que Z,; indépendante de la tribu G = o(W,, : u < s,u > t). Dans ce cas, la
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variable aléatoire
Z =17

(Wese — W) — % (Wi = Wes)

11
272

2
est gaussienne centrée de variance i%s + it’Ts = ths. On en déduit que

{W%:%[Ws—i-wt—i—\/t—sG],

3.3
G est une gaussienne N (0, 1) indépendante de W, ,u < s,u > t. (33)

Si (G, , n > 1) désigne une suite de variables aléatoires indépendantes N (0, 1), on en déduit la
procédure suivante de simulation des Wjo—n :

1) W =G
2) Wip=3 [[Wl + Gs] (on utilise (3.3) avec s =0 et ¢t = 1).
3)  Wia=3[Wip+ 5G] (on utilise (3.3) avec s = 0 et t = 1/2),
Wayy =1 [Wipp+ Wi + % G4] (on utilise (3.3) avec s =1/2 et t = 1).

21—1
2k

4) Recommencer pour les points avec k=2, --- n.

On pourra écrire un programme utilisant cette construction des trajectoires de (W, 0 <
t < 1) en interpolant linéairement entre les points (i 27", W;-n).
Rappelons la définition suivante de martingale.

Définition 3.3 Soit (F;,t > 0) une filtration, c’est a dire une suite croissante de tribus et
(My,t > 0) un processus stochastique a valeurs dans R?. Le processus (M) est une (F;)
martingale si :

(1) My est F; mesurable pour tout t > 0.

(it) E(|M;|) < +oo pour tout t > 0.

(iti) Pour tout 0 < s <t < +oo, E(M|F,) = M.

La proposition suivante montre que le Brownien est une martingale pour sa filtration naturelle.

Proposition 3.4 Soit (W;, t > 0) un mouvement Brownien standard réel et pour tout t > 0
notons Fr = o(W5, 0 < s <t).

(1) (Wi, t >0) est une (F;) martingale.

(ii) (W2 —t,t>0) est une (F;) martingale.

(iti) Pour tout A > 0, (exp (AW, — %) ,t>0) est une (F;) martingale.

Définition 3.5 Un Brownien standard r-dimensionnel est un processus W : [0, +oo[xQ — R"
tel que si Wy = (W}, -+ [ W), les processus (W}, t > 0), 1 < i < r sont des Browniens
standards réels indépendants.

La premiére méthode d’interpolation sur la grille i/n, 0 < i < n proposée pour simuler un
Brownien standard unidimensionnel sur 'intervalle [0, 1] montre que si (Y;, @ > 1) désigne une
suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi N'(0, 1), et si pour tout ¢ > 0 on note :

[ni]

1 1
Wit= ) —=Yi+ (nt —[nt]) —= Yinysa
iz:; \/ﬁ (2 \/ﬁ n
le processus W™ est celui qui est produit par la simulation et les lois des vecteurs ( K/n k> 0)
et (Wi/n, k> 0) sont égales pour tout n.

Les figures suivantes montrent la simulation de deux trajectoires du mouvement Brownien
dans R? avec 2000 pas entre les instants 0 et 1 :
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Fi1G. 9 — Simulation de deux trajectoires du Brownien dans le plan
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Le théoreme de la limite centrale permet d’étendre cette approximation du Brownien au-
dela de sommes de gaussiennes indépendantes équidistribuées; c¢’est le principe d’invariance de
Donsker.

Théoréme 3.6 (Principe d’invariance de Donsker) Soit (Y, , n > 1) une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi de carré intégrable, centrées de variance o*. Pour tout
t>0 et tout n > 1 soit

nt — [nt]
- ;YNL oo Y (3.4)
Alors la suite des lois P, de X™ sur la tribu des boréliens de C([0,+o0o[) converge faiblement
vers une probabilité P telle que si Wi(w) = w(t) désigne le processus canonique, (W, t > 0)
est un mouvement Brownien standard réel.

Démonstration : Nous ne donnons qu’'un bref apergu de la preuve.
Pour prouver la convergence de la suite (P,), il faut montrer sa tension. Ceci revient a
prouver que pour tout 7' > 0 et £ > 0,

lim sup P | sup |X;'—X[|>e| =0.
=0 pn [t—s|<s
0<s,t<T
Nous renvoyons le lecteur a a [12], p. 62-71 pour une démonstration complete de ce résultat.
Il faut d’autre part montrer la convergence des lois fini-dimensionnelles, c¢’est a dire vérifier
que pour tout d > 1, 0 < & < --- < tg, le vecteur (X7, ---, Xt’}i) converge en loi vers
(Wy, -+, Wy,) quand n — +oo. Pour simplifier les notations, prenons d = 2, choisissons
0 < s <t et montrons que le couple (X7, X}") converge en loi vers (W, W;). Par définition de
X", I'inégalité de Bienaymé-Chebychev montre que pour Sy = Zle Y :

St C
Pl|X]— >e | <P(|Yn > < —.
(' t o vn >e) <P [t]+1}—50\/ﬁ)—n
La suite (X' — i[\’}—, X' = \/—) converge en probabilité, donc en loi, vers 0 et il suffit de montrer

: ns S”l ns S'n. S”lg
que la suite (U[—\/ﬁ}, U[\/%) converge en loi vers (W, W;), soit encore que la suite (7], %\/—”)

converge en loi vers (W, W, — Wy). Pour tout n, les variables aléatoires Sins) €t Spg) — Spns) sont
indépendantes et pour tout u,v € R, n >1:

. [ns] [nt]
iu
Elexp | —= Y + Y;
oVn ; o \/_ %;H
[ns] [nt]
=F ;|| E Y;
()| F | (35 2
De plus, la suite [U\I/H — U\/f;_s]] ZE’LS]IYJ converge vers 0 dans L2(P) (donc en loi) quand
NG

n — 400 et le théoreme de la limite centrale montre que la suite } Zg”j Y; converge en
g

[ns

loi vers une gaussienne N (0, s), ce qui entraine que

lim |exp
n



. C e . 1 [nt} ' , .
Un raisonnement similaire sur —~ NG ij[ns} 41 Y; conclut la démonstration. a

On suppose que (Y,,, n > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
sur le réseau Z (ou un réseau homothétique) et pour toute variable aléatoire ¥y sur Z, on pose

Spir = S+ Y.

Une marche aléatoire symétrique unidimensionnelle de pas a est définie sur le réseau a Z par
P(Y, = +a) = P(Y, = —a) = 5. Soit (¥, = (X!, 1 < j < d), n > 1) un vecteur de R? formé de
composantes (X7, n > 1), 1 < j < d qui sont des marches aléatoires symétriques indépendantes
sur Z de pas 1. Les variables aléatoires Y7 = 37 — %7 sont donc indépendantes centrées de

variance 1. D’apres le principe d’invariance de Donsker, la suite de processus

- 1 (t — [nt])
Wt = Z — 1/1 + Tif[ntH—l )

qui sont les interpolés linéaires de (# Efn.}, 1 < j < d), converge en loi vers un Brownien

standard de dimension d. En effet, chaque composante de W™ converge en loi vers un Brownien
standard réel et I'indépendance des composantes est préservée par passage a la limite en loi. La
suite W™ est aussi la suite des vecteurs d’interpolés linéaires de marches aléatoires indépendantes
1
de pas Tn
Les figures suivantes montrent les simulations d’interpolés de marches aléatoires symétriques

unidimensionnelles de pas \/Lﬁ avec respectivement N = 100, N = 200, N =1000et N = 5000 :

Fi1G. 10 — Simulation de marches aléatoires symétriques unidimensionnelles renormalisées
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0.57

-0.64 T T T T T T T T T
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0.4
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Les figures suivantes montrent les simulations de marches aléatoires symétriques bidimen-
sionnelles de pas \/LN avec respectivement N = 2 000, N =5 000 et N = 10 000.
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Fi1G. 11 — Simulation de marche aléatoires symétriques renormalisées dans le plan
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3.2 Intégrales stochastiques et diffusions

Dans toute cette section, nous noterons (]—"t =o(W;,0 < s < t), ) la filtration d’'un
Brownien standard de dimension r.

Définition 3.7 (1) Fizons T > 0 et notons L% l’ensemble des processus X : [0,T] x Q — R
tels que :

(1) X : [0,t] x Q@ — R est mesurable pour B[0,t] @ F; pour tout t € [0,T]; X; est donc
Fi-mesurable.

(ii) || X% = fo E(|X?) dt < +oo
L’ensemble L% muni de la norme || X||z est un espace de Banach.
(2) Notons Sz I'ensemble des processus simples, c’est a dire des processus tels qu’il existe des
instants 0 =tg <ty <--- <t, =T et des variables aléatoires (x;, 1 <1i < p) telles que x; est
Fi,-mesurable et de carré intégrable pour tout i € {0, -+, p—1} et :

p
Xy = le 1]ti,ti+ﬂ(t)
=0

Alors 8% est un sous-ensemble dense de L3..

On définit I'intégrale stochastique d’un processus simple X; = Y 7 x; 1y, +,,,](t) par rapport
a un mouvement Brownien standard de dimension 1 comme suit pour t €]y, tg11],0 < k < r—1:

/de le Wiy — W) + 2 (W, = Wy,)

De plus on a l'isométrie suivante pour tout X € &% :

2) - /Ot B(X?)ds. (3.5)

On en déduit que si une suite de processus simple (X (n);, n > 1) converge vers X € L2 pour
la norme || ||z, alors la suite (fOtX(n)SdWS, n > 1) est de Cauchy dans L?(Q); on note de
nouveau fot X, dW, sa limite et 'isométrie (3.5) s’étend & X € L£2.

Enfin, si on note A% I’ensemble des processus X : [0,7] x  — R tels que la condition (i)
de la définition 3.7 est satisfaite mais la condition (ii) est remplacée par :

(i’ fo | Xi(w)]* dt < +oo p.s. pour tout t € [0,T].
L’intégrale stochastique fo X, dW, s'étend de fagon unique & des processus X € A2 et
définit un processus ( f(f X dWs, t € [0,T]) qui est Fi-adapté et presque stirement continu.

Cependant, pour X € L%, le processus ( fot X,dW,, 0 <t <T) est une (F;) martingale, alors
que cette propriété n’est plus nécessairement vraie si X € A%.

Soit enfin (W, = (W}, ---, W/),t € [0,T]) un Brownien standard de dimension r et X =
(X7,1<i<d,1<j< r) : (0,77 x Q — R" un processus & valeurs dans R™® dont toutes les
composantes (X;7 | ¢t € [0,T]) appartiennent & A%. Alors pour tout ¢ € [0, T,

T T t
/ XdeS:<Z/ Xﬁ”“de,lgigd) c R,
0 ' /o
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Si les composantes de X appartiennent a £2, I'isométrie s’écrit pour tout ¢ € {1, ---, d} et

tel0,T]: L o
E(’Z/ Xk gk 2) :/ N E(IXPP) ds. (3.6)
k=1 0 0 k=1

Rappelons enfin 1'inégalité suivante de Burkholder-Davies-Gundy qui généralise 'isométrie a
un espace LP quelconque avec p € [2,+o0] :

Proposition 3.8 Pour tout p € [1,400[ il existe une constante C, > 0 telle que pour tout
processus adapté de carré intégrable X : [0,T] @ Q — R" :
p)

t T T T
/OZdeWf gcpE<'/O 3 IXE2 ds
k=1

k=1
Le résultat suivant assure 'existence et I'unicité de solutions fortes d’équations différentielles
stochastiques (qui sont des processus de diffusion).

2p

E | sup
0<t<T

Théoréme 3.9 Soit W un Brownien standard de dimension r pour la filtration (F;), o : [0,T]x
R? — R™ et b:[0,T] x R? — R? des fonctions mesurables pour les tribus produit de boréliens
pour lesquelles il existe une constante C > 0 telle que pour tout t € [0,T], z,y € R? :

(i) (condition de Lipschitz)

(i1) (restriction sur la croissance)
|o(t, 2)| + [b(t, 2)| < C(1+ |2]) . (3.8)

Alors pour tout x € RY "équation différentielle stochastique

t ¢
Xi=z+ / o(s, Xs) dWs + / b(s, Xs) ds (3.9)
0 0

a une unique solution trajectorielle (X;, t € [0,T]) adaptée a la filtration (Fi) a trajectoires
presque surement continues, et telle que pour tout p € [1,+o00| il existe une constante C, telle
que pour tout h > 0 :

E ( sup |Xt|p> <C,(1+|zP), (3.10)
t€[0,T]
sup E((|Xern — Xef?) < Cp (1 + [2[P) I (3.11)

te[0,7

Ce théoreme est montré par exemple en utilisant un schéma de Picard, l'inégalité de
Burkholder-Davies-Gundy, ainsi que le lemme de Gronwall :

Lemme 3.10 Soit A\, v : [0,+00[— [0,400] des fonctions telles que v est bornée et \ est
continue, et soit C' > 0 une constante telle que pour tout t € [0,T] :

v(t) < C+/0 A(s)v(s)ds.

u(t) < C exp (/Ot)\(s) ds) .
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Théoréme 3.11 (Formule d’It6) Soit o et b des fonctions satisfaisant les conditions (3.7) et
(3.8) du Théoréme 3.9 et f : [0,T] x R* — R une fonction f(t,z) dérivable par rapport a t
et deuz fois différentiable par rapport a x = (x1, ---, xq4) et dont les dérivées partielles sont
continues; alors

X)) = / 52 (5, X)) ds+ZZ/ axz oi(s, X,) dWF (3.12)

i=1 k=1

+Z/ f (5, X,) b (s, X,)ds + = Z/ 8:@81’] X,) (00*)" (s, X,) ds.

z]l

3.3 Schéma d’Euler

Soit b et o des coefficients qui satisfont les conditions (3.7) et (3.8) du Théoreme 3.9, n € N*
et pour tout entier k € {0, - -+, n}, notons ¢, = % Définissons par récurrence le processus X"
sur [0, 7] (schéma d’Euler de X de pas h = T'/n) en posant :

X =z, (3.13)
Xp X0 40 (te, X71) (Weey — Wi ) +0(te, XI1) (bepr — ), YO < k <n. (3.14)

Pour définir un processus pour tout ¢ € [0, 7], il y a deux fagons classiques de procéder entre les

instants ¢y, et t41. Pour tout ¢ € [0, 7], notons ¢y = [%] £ = max{t, : t; <t} et définissons
le processus X{* par X, = X' pour tout k € {0, ---, n — 1} et
_ t t
X=X, +/ a(tk,X;”;)dWSJr/ b(te, X[ ) ds  pour ty <t <ty - (3.15)
tr tg

Alors le processus X" est solution de I'équation différentielle stochastique :

t t
Xp =t [o(onXg)aw.+ [ (onX3) ds. (3.16)
0 0

Si ce processus est agréable a manipuler d'un point de vue théorique, il n’est bien sur pas
« vraiment » simulable, sauf aux points ¢;. D’un point de vue pratique, on lui préfere donc
le processus X interpolé linéaire de X" entre les instants ¢, et ¢, c’est a dire défini par

Xt(:) = X pour tout k € {0, -+, n— 1} et par :
M) _ vn L — 1 n_ yn
X, =X+ (X] X)) pour t <t <tpyq. (3.17)
k tk+1 o tk k41 k
Ce processus n’est pas adapté, mais pour tout k € {0, --- , n}, Xt(:) = X{; = Xi, € Fy, et

)(g€ —[L’+/ Z t],X ]H dW +/ Zb t]7Xn g+1[( )ds

Le lemme suivant fournit une majoration des moments de X" et de X .

Lemme 3.12 Pour tout p € [1,+00],

sup B ( sup | X"+ sup ’Xt(n)’p) < +00. (3.18)

n>1 0<t<T 0<t<T
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Démonstration : Nous montrerons 'inégalité (3.18) pour X" et laissons I'autre démonstration
en exercice.
Soit p € [1, +oo[; montrons tout d’abord que

E ( sup |Xt”\2p) < +o0, Vn > 1, (3.19)
0<t<T
ce qui revient a prouver que pour tout £ = 0,--- ,n — 1, E< sup |th|2p) < 400. On le
t€lty,tr11]

montre par récurrence sur k. En effet, 'indépendance de Xj et de Wy — W), pour ¢ € [th, thr1]
prouve que pour k =0,---,n —1,

B( sup |XPP) <827 BOXL) + Bllo(te X)) B( sup W, = W, [*)
te|

tstrq] t€ltg try1]

+ BBt X))t — )]

9 2p /' T'\P
S 32]3—1 [E(‘XZZ‘QP) + 22]’—102?’(1 + E(‘XZZPP) <2])7€1) <E)

+ 27710 (1 4 B( X0 [*) (%)21”] .

Pour tout ¢ € [0, 7], d’apres I'inégalité de Burkholder-Davies-Gundy (Proposition 3.8) :

t p t
E(sup \XQ\QP) < g1 {\x|2p+CpE <'/ o (61, X2, d )+E (/ \b(gb?,Xgn)\des)] |
0 ° 0 °

0<s<t
Notons Y," = E (supg<,<, | X"|?) ; I'inégalité de Hélder par rapport & la mesure de Lebesgue
sur [0,t] avec les exposants conjugués p et p/(p — 1) (respectivement 2p et 2p/(2p — 1)), et la
restriction sur la croissance (3.8) des coefficients entrainent que :

t t
Y <G, [\xﬁutp—l/ O(1+YS”)ds+t2p‘1/C(1+st)ds];
0 0

ou les constantes C' et C), sont indépendantes de n. Nous avons montré dans (3.19) que pour
tout entier n la fonction Y est bornée et le lemme de Gronwall permet alors de conclure que
sup, Y < C, (1 + |z?). O

Les figures 12 et 13 donnent la simulation des trajectoires de (X ™ (), ¢ € [0, 2]) avec n = 5000

pour les deux diffusions suivantes de Black et Sholes avec une volatilité égale a 1 pour la
premiere figure :

X, =1+ fg X, dW, + fg’ X, ds (courbe « supérieure » )
X, =1+ fot X, dW, — fot X, ds (courbe « inférieure »)

et a 0.5 pour la seconde figure :
X, =1+ fg 0.5 X,dW, + fot X ds (courbe « supérieure )
X, =1+ fot 0.5 X,dW, — f(f X, ds (courbe « inférieure »).
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Fi1c. 12 — Simulation de deux trajectoires de diffusion avec o(x) = (x + 1) et b(z) = £(x + 1)
puis avec o(z) = 0.5 (x + 1) et b(z) = £(z + 1)
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Fia. 13 — Simulation de deux trajectoires de processus de Black et Sholes avec o(x) = x et
b(z) = £z puis avec o(x) = 0.5z et b(z) = +o

Pour établir la convergence de X" vers X, écrivons ’expression explicite de X} — X :

t t
X=X, :/ o (6%, X5p) — 05, X,)] dWSJr/k [b(¢%, XGn) — b(s, Xs)] ds .
0 0

Clairement la propriété de Lipschitz des coefficients doit étre renforcée pour évaluer par exemple
b(t,x) — b(s, ). Nous introduisons la propriété de Holder suivante sur les coefficients o et b; il
existe a > 0 tel que pour tout 0 < s <t <T etz € R?:

lo(t,x) — o(s,z)| + |b(t,x) — b(s,x)| < C(1+ |z|) |t — s|*. (3.20)

Cette condition est trivialement vérifiée avec « arbitraire si les coefficients ne dépendent pas
de t. Le théoreme suivant fournit la vitesse d’approximation « forte » du schéma d’Euler :
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Théoreme 3.13 Soit W un mouvement Brownien standard a valeurs dans R™, o et b des
coefficients vérifiant les conditions (3.7), (3.8) et (3.20) avec a > 5. Alors pour tout p €
[1,+oof :

E ( sup | X;" — Xt|2p) <C,n7?. (3.21)
0<t<T
sup E <|X§”> - Xt|2p) v E < sup | X\ — XM\QP) <C,n?. (3.22)
0<t<T 0<k<n n n

D’autre part pour tout 3 < % on a presque surement :

lim n® sup [|X7—X,|+ X" - X,[] =0. (3.23)

n—+00 0<t<T

Démonstration : Pour tout ¢ notons Z; = supyc, | X! — X,|. D’aprés (3.19) et (3.10),
SUp<p E(Z) = E(Z}) < +oo pour tout p € [1,+oo[. Les inégalités de Burkholder-Davies-
Gundy et de Hélder entrainent que pour tout p € [1, +o0| et ¢ € [0, 7],
9 p
E(ZF) < C E<’/ o (o7, Xpw) — o (s, X,) | ds )
+C, E</ [b(¢7, X2) — b(s, X,) \27’)
Cptpl/ B (Jo (6}, X) — (s, X)) ds
O S
t
+Cpt2p1/ B ([b(2, X5,) = b(s, X)) ds.
0

De plus les inégalités (3.7) et (3.20) entrainent que pour h = T'/n,

IN

[0(7, X5y) = b(s, Xo)| < [b(e, X ) — (0, Xo)| + [b(07, X)) — b(s, Xy )|
+[b(s, Xgn) — b(s, X,)|
< Cr [|1Xg = Xa| + % (1+ [ Xog|) + [ Xop — Xo] -

inégalités (3.10) et (3.11)

Une inégalité similaire pour la différence ’a( n )_(gn) —o(s, Xy)|,

entrainent que

t
E(Z%) < Cyr [ [ Bz ds e+ hp] |
0

L’inégalité (3.18) et le lemme de Gronwall permettent d’en déduire (3.21). D’autre part, X’t’; =
Xt(:) pour tout k € {0, - -+, n}. Puisque X™ est I'interpolé linéaire de X", supy<,<r B(lx™ -
Xi|*) < Gy 325, Ai, ot

A = E(sup |Xt —th|2p) ,

0<k<n
2
Ay, = sup FE sup | X¢— X4, |7 ),
0<k<n-1 L <t<tk+1
_ v _ wn|2p
Ay = s E(IXp, - Xn¥) .
0<k<n—1
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L’inégalité (3.21) montre que A; < C,n P. L’inégalité (3.11) montre que A, < C,n"?. Enfin
A3 < C, (A1 + Ay), ce qui termine la démonstration de (3.21). La convergence presque sure est
laissée en exercice. O

Le théoreme précédent montre que la vitesse de convergence « forte » du schéma d’Euler
est 1/2. Nous montrerons plus loin (section 4.3) que sa vitesse de convergence « faible » est
1, c’est a dire que nous établirons que }E(f(X;n))) — E(f(XT))’ < C'n~! pour une fonction
borélienne f convenable.

3.4 Schéma de Milstein

La « mauvaise » vitesse de convergence forte du schéma d’Euler est due a I'intégrale sto-
chastique pour laquelle la majoration des moments de fot [a(s, X;) — 0( n X¢g)] dW, utilisant
seulement le caractere Lipschitzien des coefficients et (3.11) est « grossiere » . Une idée natu-
relle consiste a utiliser une formule de Taylor de ¢ a 'ordre 1; pour la présenter, supposons
que r = d =1 et que les coefficients o, b ne dépendent que de x; alors pour ¢t < s <t 1 et o
assez réguliere :

S

dxg::a(X%+/im&ﬁmg+/

b(X,) du)
~ o (X (X (W = Wa) +5(Xe,) (s — 1))
~ U(th) + O-,(th) U(th) (WS - Wtk) )

en effet, d’apres l'isométrie (3.5) ou 'inégalité de Burkholder-Davies-Gundy 3.8, les normes L?
du carré de Paccroissement du Brownien (W, — W;, )? sont du méme ordre que I’accroissement
de temps s — t. Enfin la formule d’Tt6 appliquée a (W, — W, )> montre que

tet+1
(WtkH—Wtk)Q:Q/ (Ws—mk)dws+/ ds:

173 ty

lkt1

on en déduit que

/tk+1 o(Xs) dWs ~ o(Xy,) (Wh o, — Wi, ) + 10'(th) o(Xy,) {(V[/tk+1 —W,)% — Z] '

t 2 n

Ceci conduit au schéma suivant en dimension r = d = 1 (en notant o/, (t,z) la dérivée
partielle de o par rapport a x) :

)N((’;‘ = x
- - ~ 1 ~ T
Xio= Xio(tnXp) (Wa, = Wa) + 5 (0h0) (6 X32) [ (Wi, = W2)* = 2
—i—b(tk,f(&) % pour 0<k<n. (3.24)

Dans le cas vectoriel, un raisonnement similaire conduit au schéma suivant (dans lequel il
faut en général laisser I'intégrale stochastique double) :

Xy =z
~ ~ - r ~ tht1 ) )
K = Kol 50 Wi~ W) + Y (Vo) 0 52) [ (02— wg)aw
jl=1 tk
+b(tk>)~(g€)% pour 0<k<mn. (3.25)
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Il est pratiquement tres difficile de simuler I'intégrale double en dimension quelconque sans
hypothese supplémentaire. Lorsque r» > 2, on utilise ce schéma sous I’hypothese de commuta-
tivité :

Veojo] =Veoi05, Vjle{l, -, r}; (3.26)
en effet dans le cas le schéma prend la forme suivante (qui n’utilise que des accroissements des
composantes du Brownien, comme en dimension r = 1) :

X = =z
- - - <oy
XZZH = ch + U(tk’XtT;c) (Wthrl - Wtk) + b(tk’XtZ) g
I . - . .
+§ Z (V‘Uj o ) (tk’ th) (WthH o Wtjk) (thk+1 o thk)
jl=1
1 ¢ ony T
-3 Z (Voo 0?) (tr, XT') — pour 0<k<n. (3.27)
j=1

Le théoreme suivant donne la vitesse de convergence forte de ce schéma :

Théoréme 3.14 Soit 0 : [0,T] x RY — R¥ et b:[0,T] x R? — R? des fonctions de classe C*
par rapport a t et de classe C? par rapport a x, telles que les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de
ces fonctions soient bornées. Soit X la diffusion solution de (3.9) et X" le schéma de Milstein
défini par (3.25) (c’est a dire par (3.24) sir =1 ou (3.27) sous Uhypothése de commutation
(3.26)) ; alors pour tout p € [1,+o00] il existe une constante C, > 0 telle que :

E ( sup | X, — X} |P) <Cyn?. (3.28)

0<k<n
De plus pour tout 3 €]0, 1], lim,, n” supgj<,, | Xz, — X{H =0 p.s.

Démonstration : Pour dégager les idées, nous supposerons r = d = 1 et que les fonctions b et
o ne dépendent que de x et sont de classe C?; la démonstration dans le cas général est laissée
en exercice. Remarquons tout d’abord que si pour tout ¢ € [0, 7] on pose,

t t s t
Xt“:x+/ a(Xgn)dWS+/ / (a’a)(Xgn)qudWS+/ b(X}.)ds
0 S 0 ? S 0 S

le processus X " prend les valeurs imposées par (3.25) aux points t ; de plus, un raisonnement
similaire & celui fait pour prouver (3.18) montre que

n>1 0<t<T

sup F ( sup ]Xt"}p) < 400 (3.29)
Fixons p € [2, +oo[ et notons h = L le pas de discrétisation ; alors pour tout ¢ € [0, 77 :
X - Xp = /Ot [0(Xez) = o (X5;)] AW, + /Ot [b(Xoy) = b(X5)] ds
+ [ [ 1600 0r) - o) () i+ [ () o ()] it
- [ [ amaaw+ [ o) b)) as
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En utilisant la formule d’Tt6 pour o(X;) et b(X;), on obtient

s

s 1
(o'0)(X,) dW, +/¢ (J/b + 50’/02) (Xu) du

o(X,) — o(Xy) — /¢

T
E]

b(X,) = b(Xyn) — A (o) (X,) dW, + / s (b’b+%b/’02) (X,) du

4 oy
2p>

Notons Z; = supgc < | Xs — X7| pour tout t € [0,T]; alors :

| o) = o (X3 aw,

0<s<t

E(\Zt\Qp) <C,E ( sup

s 2p
w6 o | [ v -stz) )
0<s<t |.Jo
s u B 2p 5
+CpE<sup // (0" 0)(Xgp) — (0" 0)(X1L)] AW, AW, )+OpZRi(t),
o<s<t |.Jo Jon : i=1
avec
s’ s 2p
r) = B sw | [ ][00 - @00 ()] aWeaw| |
0<s’<t |JO n
s' ps 1 p
Ry(t) = E | sup / / (J/b—l-—O'//O'Q) (Xy) du dWy :
0<s'<t |Jo n 2
s ps p
Rst) = E [ sup / / (0 0)(Xpn)) AW, ds| | .
0<s’<t |JO n
s s 2p
Rit) = B s | [ [#0)0x) - wo)Xa) awaas| |
0<s’<t |JO n
s’ ps 1 2p
Rs(t) = E [ sup / / (b/b+—b’/02) (X,) duds
o<s'<t |Jo Jgn 2

Puisque les fonctions b, o et (¢’ o) sont Lipschitziennes, les inégalités de Burkholder-Davies-
Gundy (Proposition 3.8) et de Holder par rapport a la mesure de Lebesgue entrainent que pour
tout p € [1, o0 :

t t
E(|Z]*) < (thp—l/E(|Zs\2p) d8+0pt2p_1/ E(|1Z]) ds
0

0

t 5
+C, 17! / E (|Z,]) hrds + C, >~ Ri(t),
0

=1

93



et que

=
=
IN

t S
cptpl/ (s — ¢’;)p1/ E (}Xu _ X¢g]2”) du ds,
0 oL
t

&
=
A

! / (s — gyt / L4 E(XPP)] duds,
0 o)

oy
N
=
IN

t
C 21 / (5 — gnyr-! / B (|1X, — X ) duds,
0 ol

Re(t) < Cp2! / (5 — gmyt / 114 B(X.™)] duds.
0 ¢

1
s

Enfin le théoreme de Fubini stochastique entraine que

s’ (¢ +h)NS'
/ / ds | (V' 0)(Xy) AW,
0 u

t
< Cph2ptp_1/ [1+ sup E(|X,|?)] du.
0

0<v<u

2p

Rs(t) = E | sup

0<s'<t

Les inégalités (3.10) et (3.11) montrent que

5

> Ri(t) < Cprh®.

=1

Le lemme de Gronwall permet d’en déduire

o ( sup |Xt - th|2p) = Cp,T th’

0<t<T
ce qui entraine (3.28). O

Le schéma de Milstein est plus lent & simuler que celui d’Euler (en dimension r > 1, il faut
évaluer beaucoup plus de fonctions aux points t) et, méme si sa convergence forte est plus
rapide, il est pratiquement moins utilisé que le schéma d’Euler.

Il est clair qu’en poursuivant les développements de Taylor de o et b et en jouant sur la
formule d’It6, on peut espérer construire des schémas d’ordre strictement supérieur a 1. Cepen-
dant, ils font intervenir des intégrales stochastiques multiples et sont pratiquement difficilement
exploitables (cf. [13] pour une théorie générale de ces approximations de Taylor).

3.5 Processus de Poisson.

Définition 3.15 Un processus de Poisson (Ny,t > 0) d’intensité X > 0 est un processus
stochastique N : [0, +00[xQ — N tel que :

(i) No = 0.
(i1) Pour 0 < s <t, N, — N suit une loi de Poisson de parameétre \ (t — s).
(11i) Pour tout choix d’instants 0 < t; < ty < .-+ < iy, k > 2, les variables aléatoires

Ny, — Ny, 0 <0 < k sont indépendantes.
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Le processus de Poisson (1V;) est donc, comme le mouvement Brownien, un processus a
accroissements indépendants et stationnaires.

Le théoreme suivant, dont la démonstration classique est laissée en exercice, permet de
construire et simuler un processus de Poisson d’intensité A (cf. la Proposition 2.2).

Théoréme 3.16 Soit A > 0, (T,,, n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi exponentielle de paramétre A et pour tout n > 1 soit S, = >, _, Tj.. Alors le processus

Xt = Z n 1[Sn75n+1[(t)
n=1

est un processus de Poisson d’intensité .

Les graphiques suivants montrent des trajectoires de processus de Poisson d’intensité
A=0.5, A =1et A =2. Les 10 premiers instants de saut sont respectivement :

e pour A = 0.5 : 2177957, 6.744571 | 9.640822, 10.29956, 10.86043, 11.98261, 14.91761 ,
15.45311, 17.62061 , 21.04892

e pour A = 1:0.212028, 1.435998, 1.704459 , 5.441348 , 6.345117, 7.967036 , 8.300007 ,
10.09506, 10.40521, 11.03153

e pour A =2 :0.404272, 1.136381, 1.85529, 1.989455, 2.80864 , 2.97061 , 3.03802, 3.442472,
3.810711, 4.406239

10.00

9.09 7|

8.18 7|

7.27 7

6.36 |

5.45 7|

4.55 7

3.64 7|

2.73 7|

1.82 7

0.91 7

0.00 T
0.0 10.5 21.0

Fi1G. 14 — Simulation de processus de Poisson d’intensité 0.5, 1 et 2
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3.6 Chaines de Markov

Une chaine de Markov est une suite (X,,, n > 0) de variables aléatoires telle que la loi de
X,41 sachant les valeurs du passé X, ,---, X,, ne dépend que de X,,. Plus précisément, on a
la :

Définition 3.17 Soit E un espace discret (fini ou dénombrable).
(i) Une matrice de transition Q = (Q(z,y), x,y € E) est une application Q : ExE — [0, 1]
telle que y, x Q(x,y) =1 pour tout x € E.

o6



(11) Une chaine de Markov homogéne de matrice de transition @) est une suite de variables

aléatoires a valeurs dans E telle que pour tout entier n > 1 et tout xg, -+, x,, y € E :
P(Xn+1 Zy\XOZOUo, Xy =21, ,anﬂﬁn) = P(Xn+1=$n+1|Xn=$n)
= Qzn,y). (3.30)

La loi initiale de la chaine est la loi p de Xy, c’est a dire la probabilité sur la tribu £ des parties
de E telle que pour tout x € B, u(x) = P(XO = x)

Le terme Q(z,y) désigne donc la probabilité de passer de 'état = a U'instant n a I'état y a
I'instant n + 1.

Pour toute fonction f : E — R positive ou bien telle que ) .z Q(z,y) |f(y)| < +00 et toute
probabilité v sur £, on note

QN (=) =Y Qz.y) fly) et (Q)(y) =D v(z)Qz,y).

yeE z€E

Alors Qf est une fonction définie sur E tandis que v@ est une probabilité sur € et [(Qf) dv =
J f d(rQ). On déduit immédiatement de la définition la loi des vecteurs (Xo, ---, X,,) et de
X, qui sont explicites a 'aide de p et de ). Si () est une matrice de transition sur E, il en est
de méme de toutes les puissances Q", n > 0.

Proposition 3.18 Soit (X,,, n > 0) une chaine de Markov homogéne de matrice de transition
Q et de loi initiale p ; pour tout entier n >0, on note F? = (X, 0 < k < n).
(i) Pour tout entier n > 0 et tout vecteur (xg, - - , x,) € E"*1 :

P(Xo =z, X1 =21, , X; = xn) = ﬂ(xO)Q(-TO>-T1) "'Q(-Tnflaxn)-

(ii) Pour tout entier n > 1 et pour tout x,y € E :

P(X,=y|Xo=2)=Q"(x,y) et P(X,=y)=> u()Q"(z,y)=(nQ")(y).

z€eRE

(iti) Pour toute fonction f : E — R positive ou bien telle que Y-, Q(z,y)|f(y)] < 400 et
pour tout entiern > 1,

E (f(Xns1) [F0) = QF(Xn),
E(f(X2) |70) = Q" f(x)

Si Q(z,y) ne dépend pas de x, la suite (X,,, n > 1) est une suite indépendante de loi Q(z, .).
Un exemple tres simple de chaiine de Markov « non triviale » est une marche aléatoire. Il est
facile de vérifier qu'une marche aléatoire satisfait les propriétés de la définition 3.17.

La simulation d’une chaine de Markov est théoriquement tres simple si 1'on sait simuler
les lois p et Q(z,.) pour tous les états x € E. L’algorithme correspondant a la simulation de
(Xi,0<1i<n)est donc:

n <« 0

Simuler la loip et retourner X|[0]

Pour k=1 4an
i X[k —1]
Simuler la loi ((i,.) et retourner j
n<«n+1

Fin
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Si l'on souhaite seulement simuler la valeur de X,,, on remplace le tableau (X[k],0 < k < n)
par X. Si la simulation de chaque loi Q(z,.) est faite par inversion de la fonction de répartition,
I'algorithme précédent fournit X, 13 = ®(X,,U,) pour une suite i.i.d. de variables aléatoires

U(0, 1]).

Définition 3.19 Soit (X,,, n > 0) une chaine de Markov homogéne de matrice de transition
Q sur l'espace discret €. La probabilité 11 sur £ est invariante si [1Q = Q.

Si II est une probabilité invariante de la chaine et si la loi initiale est II, alors pour tout instant
n > 0, [IQ" = II et toutes les variables aléatoires X,, sont de loi II. Ce résultat peut étre
renforcé comme suit :

Proposition 3.20 Soit (X,,, n > 0) une chaine de Markov de matrice de transition @) sur
l'espace d’états discret & et de loi initiale I1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) I1 est une probabilité invariante.

(i1) La chaine (X, , n > 0) est strictement stationnaire, c’est a dire que pour tout n > 0 les
lois des vecteurs (X, -+, X,,) et (X, -+, Xpq1) coincident.

Démonstration Puisque X; a comme loi ITQ, la stationnarité entraine que II est invariante.
Réciproquement, fixons n > 0, zg, - --x, € E; alors, si II est invariante :

P<X1 = o, """, Xn+1 = xn) = Zﬂ(y) Q(yax(]) Q(l’o,.ﬁﬂl) o 'Q(xn*bxn)

yelR
= (HQ) (o) Qzo, 1) -+ Q(Tp—1,7n)
= P(X(]:.Z'(], ~-~,Xn:xn),
ce qui prouve que les lois de (Xg, -+, X)) et (Xy, -+, X,11) coincident. a

Définition 3.21 (i) On dit qu’une matrice A a coefficients positifs ou nuls est irréductible si
pour tout x,y € B, il existe n > 1 tel que A™(z,y) > 0. Si Q est une matrice de transition
irréductible, on dit que la chaine (X,,, n > 0) de matrice de transition Q est irréductible.

(11) On dit que deux états x,y communiquent s’il existe ny,ny > 1 tels que Q™ (xz,y) > 0 et

Q" (y,x) >0 .
On distingue enfin deux types d’états suivant le nombre de visites de la chaine.

Définition 3.22 On dit qu’un état v € E de la chaine de Markov (X,,, n > 0) issue de x
(c’est a dire telle que Xo = x) est récurrent si ), - 1{x,=2} = +00 p.s. et qu’il est transitoire
81 ) sy LXu=a) < +00 p.s.

Le théoreme suivant donne une classification des états.

Théoréme 3.23 Un état x € E de la chaine de Markov (X, , n > 0) est soit récurrent, soit
transitoire. Si les états x et y communiquent, ils sont de méme nature et il existe une partition
(Ci, i € 1) de l’ensemble des états récurrents en classes de récurrence telle que si Xo = x € Cj,
alors pour tout entier n, P(X, € C;) = 1. Si l’espace des états E est fini, la chaine admet au
moins un état récurrent.
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Si I'ensemble E des états a N éléments notés 1, --- |, N, 'algorithme suivant permet de
trouver I'ensemble C'(x) des états qui communiquent avec z, de déterminer si la chaine est
irréductible et de classifier les états.

Algorithme de classification des états. Soit A une matrice logique (dont les éléments
sont 0 ou 1) telle que pour tout i,j = 1,---, N, A(i,i) = 1 et pour i # j, A(i,j) = 1 si et
seulement si P(i,7) > 0. On définit le produit AB de deux matrices logiques A et B (c’est a
dire dont tous les termes sont 0 ou 1) carrées N x N par (AB)(i,j) = Vi|A(i, k) A B(k,7)]. Il
est clair que si i # j, A¥(i,j) = 1 si et seulement s’il existe [ € {1, --- , k} tel que P'(4, ) > 0.
Remarquons que si les états g =4, - - -, 1; = j sont deux a deux distincts, on a nécessairement
[ < N —1 et que (en supprimant des boucles éventuelles), s’il existe une suite d’états z, 0 <
k <1, tels que g = i, x; = j et P(zg,xx11) > 0 pour 0 < k < 1 — 1, on peut supposer que
les états 1, 0 < k < [ sont deux a deux distincts. On en déduit que pour des états i # 7, il
existe un entier [ > 1 tel que P'(i,j) > 0 (c’est & dire que j est accessible & partir de i) si
et seulement si AN71(i,j) = 1, ce qui est aussi équivalent au fait que pour tout (ou pour un)
entier k > N — 1, A¥(i,j) = 1. On voit donc que la chaine est irréductible si et seulement si
tous les termes de A* sont égaux & 1 pour un entier k¥ > N — 1. Il est pratiquement plus rapide
de calculer les puissances de A de la forme 2*, en élevant pas & pas les matrices trouvées au
carré, jusqu’au premier entier k tel que 28 > N — 1. On pourra programmer cet algorithme (qui
est 1ié a la recherche des composantes connexes d'un graphe). L’ensemble C'(x) est I'ensemble
des états y € E tels que A*(x,y) = A*(y,z) = 1 pour un (tout) entier k > N — 1. Comme
exercice, on pourra donner un critere sur A* permettant de déterminer les états transitoires et
les classes de récurrence.

Exemples :

Marche aléatoire Soit (X, , n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi & valeurs dans un sous-ensemble fini de R?, Sy = 0 et S, = >y X Alors
(Sn, n > 0) est une chaine de Markov de loi initiale la mesure de Dirac en 0 et de matrice de
transition

Qlz,y) =P(X1=y—x).

Modele de Cox-Ross-Rubinstein Soit (V,,, n > 1) une suite de variables aléatoires in-
dépendantes de méme loi définie par P(V,, = u) = pet P(V, =d) =1 —p, avec 0 < p < 1.
Posons Xy = z, puis X,,11 = X, V41 pour tout n > 0. Alors (X,,, n > 0) est une chaine de
Markov de loi initiale la mesure de Dirac en x et de probabilité de transition

Qz,zu) =p, Qr,zd)=1—p et Q(x,y) =0 sinon.

Nombre de piles consécutifs dans un jeu de pile ou face Soit (Y,,, n > 1) une suite de
variables indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1]. Soit Ny = 0 et pour

tout n > 1, notons N,, le nombre de 1 consécutifs avant le peme tirage, avec par convention
N, = 05si Y, = 0. On vérifie aisément que N, 11 = (N, + 1) 1y, =1}, puis que (N, , n > 0) est
une chaine de Markov de loi initiale la mesure de Dirac en 0 et de probabilité de transition sur
I’ensemble E des entiers positifs :

Qn,n+1)=p, Q0,0 =1—p et Q(n,y)=0 sinon.
Pour tout entier [ > 1, notons 7; le premier instant ou l'on voit [ valeurs 1 consécutives, soit

n=inf{k >1 : Ny =1},
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et NI = N, .., la chaine arrétée a I'instant 7;. L’évenement { N} = [} décrit donc le fait que I'on
a observé au moins [ fois des 1 consécutifs lors des n premiers tirages, et 'on a :

Nfl—}—l = (Nfl + ]‘) ]‘{N,,ll<l,yn+1=1} + l 1{erL:l} .

La suite (N! , n > 0) est donc une chaine de Markov de loi initiale la mesure de Dirac en 0 et
de probabilité de transition () définie par

Qnn+1)=p et Qn,0)=1—-p si n<l, QUI)=1 et Q(x,y)=0 sinon ;
de plus Q™(0,1) = P(N. =1).

Les deux figures suivantes donnent I’histogramme de la loi de Nl,, pour [ = 2, .-+ 12
1

lorsque p = 1 obtenues en calculant Q'%°(0,1) — @' (0,1 + 1) pour ces valeurs de [, puis la
probabilité d’avoir au moins des 1 [ fois de suite en 100 tirages pour [ = 2, --- 12 (on pourra
écrire un algorithme permettant de calculer Q™ pour tout p et n); On remarque que si 1’on est
presque sur d’obtenir au moins 3 fois 1 de suite, la probabilité d’avoir au moins 5 fois 1 de suite
(et également 5 fois 0 de suite) vaut 0.81 et est donc « assez élevée » . Elle tombe a environ 0.65
si p = 0.45 et vaut 0.92 si p = 0.55. Ceci fournit un critere efficace du fait que le parametre de

la loi de Bernoulli est %

Fi1G. 15 — Nombre de 1 parmi 100 tirages d’'une loi de Bernoulli de parametre %
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3.7 Exercices

Exercice 3.1 Ecrire et implémenter un algorithme de simulation sur D'intervalle 0,77 de la
diffusion :

t t
X=X+ / cos(X,) dW, + / sin(X;) ds
0 0

ou Xy est une variable aléatoire de loi uniforme ¢(]0, 1]) indépendante du mouvement Brownien
standard réel (W;).

Exercice 3.2 Soit 0y, b;, i = 1,2 des nombres réels,z € R et (X;) la diffusion définie par
t t
Xy :x—i-/ (01X3+02)dWS+/ (b1 X5+ o) ds.
0 0

Ecrire et résoudre I'équation différentielle satisfaite par e, = E(X;). Calculer et résoudre les
équations différentielles satisfaites par ¢(t) = F(X?). En déduire le comportement asympto-
tique de E'(X;) et Var(X;) quand ¢t — +oo. Ces résultats sont-ils cohérents avec les simulations
faites dans les cas particuliers 0y = 09 = 1 ou 0.5, by = by =10ou — 1 et x = 1 dans la figure
9,00 =10u 05,09 =0,by =1ou —1,by, =0et x =1 dans les simulations du modele de
Black-Sholes de la figure 10.

Exercice 3.3 Soit o, b, x des nombres réels.
1. Montrer que la solution de 'EDS

t t
Xt:x—l—/JXdes—i-/bXsds
0 0

o2
X, =xexp (UWt+ <b—?) t) .
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2. Simuler une trajectoire de (X;, 0 < ¢ < 1) en utilisant la formule explicite, puis en
utilisant un schéma d’Euler de pas 274, 278 et 2716 et tracer sur trois graphiques séparés
la « vraie » solution et ses approximations.

3. Simuler une trajectoire de (X;,0 < t < 1) en utilisant la formule explicite, puis en
utilisant un schéma de Milstein de pas 274, 278 et 2716 et tracer sur trois graphiques
séparés la « vraie » solution et ses approximations.

4. Calculer directement E(X;), la moyenne empirique de 100 (respectivement 4000 simula-
tions) de E(X;) et celle des valeurs absolues des erreurs entre les valeurs simulées et la
valeur exacte de E(X;) en utilisant le schéma d’Euler et en utilisant le schéma de Mil-
stein avec les divers pas précédents. Tracer les courbes donnant le logarithme de 'erreur
moyenne en fonction du logarithme du pas pour les deux schémas.

Exercice 3.4 Démontrer la Proposition 3.4

Exercice 3.5 On suppose que les hypotheses du Théoreme 3.13 sont satisfaites et on cherche
a prouver (3.23). Soit 3 €]0, 5.
1. Soit p € [2,+00[ et a, > 0. Montrer en utilisant (3.21) que pour tout A > 0,

P (n’g sup | X/ — X;| > an) < a;*n*Pnr
0<t<T

Soit a,, = n~7; en choisissant convenablement v > 0 et p, montrer que n” sup | X" — X;|
0<t<T
converge vers 0 p.s.

2. Montrer que si t, = %L et p € [2, 400 :

0<k<n—1  \ tp<t<tpi

sup E ( sup | Xy — th|2p) <C,n7?.
En déduire que pour tout A > 0 :

P ( sup | X; — Xgp| > )\) < Cp AP Pt

0<t<T
En déduire (3.23).

Exercice 3.6 Démontrer (3.18) pour I'interpolé X du schéma d’Euler puis (3.29) pour le
schéma de Milstein X".

Exercice 3.7 Démontrer le Théoréeme 3.16.

Exercice 3.8 Soit E = {1, 2, 3, 4}, u la probabilité uniforme sur E et @) la matrice de transi-
tion
05 0 0 05
| 0 05 0 05
Q= 05 05 0 O
0 0 05 05

Donner un algorithme de simulation des valeurs de X,, pour n < 100. Montrer que la chaine
est irréductible. Calculer la probabilité invariante IT de cette chaine. Calculer Q" et vérifier
que Q" converge vers une matrice dont toutes les lignes sont égales a II. Si on note ¢, =
max; jer |Q" (4, j) — II(j)|, tracer la courbe In(d,,) en fonction de In(n) pour diverses valeurs de
n (par exemple n = 5,10, 15, 20, 25, 30) ; qu’observe-t-on ?
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Exercice 3.9 Soit E = {1, 2, 3, 4, 5}, p la probabilité uniforme sur E et @) la matrice de

transition
0.8 0 02 0

0 07 0 03
Q=102 0 08 0
0 03 0 0.7
05 05 0 0 O

o O OO

Donner un algorithme de simulation des valeurs de X,, pour n < 100. Chercher pour chaque
état = l'ensemble C'(x) des états y € E qui communiquent avec x. Calculer les probabilités
invariantes II de cette chaine. Calculer Q)" et vérifier que cette suite converge vers une li-
mite que l'on déterminera et que l'on comparera aux probabilités invariantes. Si on note
0, = max; jeg |Q™(4, ) —II(j)|, tracer la courbe In(d,,) en fonction de In(n) pour diverses valeurs
de n (par exemple n = 5,10, 15, 20, 25, 30) ; qu’observe-t-on ?

Exercice 3.10 Soit (X,,, n > 0) une chaine de Markov sur I'espace d’états E d’état initial
Xo = xy et de matrice de transition (). Soit f : E — R une fonction définie sur I'espace d’états
E. On note F? la tribu engendrée par les variables aléatoires X, 0 < k < n.

1. On suppose que |E| < +00 et on consideére 'algorithme suivant :

Pour z € K faire
u(N,z) = f(z)
Pour n=N—-1:0
faire
u(n,z) =Y Qz,y)u(n+1,y)
y€eE
fin

2. Montrer que pour tout n € {0, ---, N — 1}, E(u(n+1,X,1) | FY) = u(n,X,). En
déduire que u(0,zo) retourne la valeur E[f(Xy)].

3. On suppose que (X, ,n > 0) est la marche aléatoire symétrique sur Z issue de xq et
on cherche un programme qui permette de calculer E[ f(X N)] Modifier I’algorithme
précédent en tenant compte du fait (que l'on justifiera) qu’il suffit de calculer u(n,y)
pour zg —n <y < x9 + n.

4. On suppose que la chaine est du type Cox-Ross-Rubinstein de probabilité de transition
Q,z(1+a)) =pet Qz,z(1+0b)) =1— p. Ecrire le schéma de programme d’une
procédure récurrente permettant de calculer E [(K — Xy)*].
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4 Equation de Feynman-Kac et convergence faible des
schémas de discrétisation

4.1 Générateur infinitésimal.

Notons C,, ([0, T] x R?) (resp. K,,,([0,T] x R?)) 'ensemble des fonctions u : [0, 7] x R? — R
de classe C™ par rapport & la variable ¢ € [0, 7] et de classe CP par rapport a la variable x € R?
(resp. et dont les dérivées sont a croissance polynomiales, c’est a dire telles qu'il existe des
constantes C' > 0 et des entiers k tels que chaque dérivée partielle v de u satisfasse 'inégalité
lo(t,z)| < C (14 |z|F)). On note K,(R?) 'ensemble des fonctions u : R — R de classe C? par
rapport & la variable z € R? dont les dérivées partielles sont & croissance polynomiales.

Rappelons enfin que si les coefficients de la diffusion sont notés b = (b', 1 < i < d) et
o= (0},1 <i<d1l<j<r)etsia(t,z) = o(t,z)o*(t,z) désigne la matrice carrée
symétrique d x d de type positif définie par a®/(t,x) = 3 r_, b (t, ) oi(t, x), le générateur de
la diffusion (X;) définie par (3.9) est 'opérateur différentiel défini sur C; o([0,7] x R?) par :

i( 1 i 0*u

Si les coefficients o et b ne dépendent pas de ¢, le générateur est alors I'opérateur différentiel
défini sur Co(R?) par :

1 d 0%u
' - Wi : 4.2
Z H( 0xl 2 Z a"(x) Ox; Ox; (z) (4.2)

2,7=1

Ainsi, le générateur du mouvement Brownien sur R” est %A, ou A est le Laplacien défini sur

Cy(R"). Le générateur d’une diffusion de Black et Sholes X, = = + [ o X,dW, + [/ bX,ds

est l'opérateur défini sur Co(R) par A = bz 2 + 1 622% 2, Les théorémes suivants relient le

générateur d’'une diffusion a des martingales. Les premlers résultats s’appliquent a des diffusions
dont les coefficients ne dépendent pas du temps.

Théoréme 4.1 Soit b : R? — R? et 0 : R* — R"™ des fonctions Lipschitziennes, c’est o dire
telles qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout x,y € R? :

|o(2) = a(y)| + [b(z) = b(y)| < C'lz —yl, (4.3)

W un mouvement Brownien standard a valeurs dans R” et (X;, t > 0) la diffusion solution de
I’équation différentielle stochastique

Xe=z+ /ta(Xs) dWs + /t b(Xs)ds, (4.4)
0 0
de générateur A. Alors pour toute fonction f € Ko(R?), le processus M.(f) défini par
M) = FX0) = 5060 - [ Arx
est une martingale pour la filtration (.7-} =o(Ws,0<s<t),t> 0).
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Démonstration : La formule d’It6 (3.12) entraine que pour tout ¢ > 0,
t S [ ‘
Xy) — f(Xo) — Af(Xs)ds = —(Xs) o, (Xs) dW? .
7000 = 1000 = [ Ay as =0 [ 2L o) aw?

11 suffit donc de vérifier que les intégrales stochastiques [; 2L (X,) ok(X,) dWF sont des (F)-
martingales, ce qui revient a vérifier que pour tout ¢ > 0,

t 2
Iivk:E</ ds><+oo.
0

Les dérivées de f étant a croissance polynomiale, I'inégalité (3.10) montre qu'il existe p €
[1,400[ et une constante C' > 0 tels que I;; < C't supg<,<; (1 + E(|X,P)) < +o0. O

Ce théoréme entraine immédiatement que si f est une fonction de classe C? & support compact
et si X est la solution de 'EDS (4.4),

af
3xi

(Xs) Ulic(XS)

B(106) = o+ 8 ([ Arx)as).

Le théoreme d’arrét permet d’étendre cette égalité au cas ou T est un temps d’arrét pour la
filtration (F;) tel que E(T') < +o0; c’est la formule de Dynkin.

Définition 4.2 On dit que 'opérateur A défini par (4.2) est uniformément elliptique sur B C
R? §’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout z € B et y € RY :

d

> a (@) yiy; > Clyl.

ij=1

Sous cette condition, le processus (X;) solution de (4.4) admet une densité. On pourra voir la
démonstration du résultat suivant par exemple dans [10] :

Théoréme 4.3 Soit 0 : R4 — R et b : R — R? des fonctions satisfaisant les conditions
(4.3), tel que le générateur A défini par (4.2) soit uniformément elliptique sur R, Alors pour
tout t > 0 et pour tout x € R, la loi de la diffusion X, définie par (4.4) admet une densité
y — p(t;z,y) par rapport a la mesure de Lebesgue sur RE. Si de plus les fonctions o et b sont
de classe C™ avec des dérivées partielles d’ordre supérieur ou égal a 1 bornées, alors la fonction
p(t;x,.) est de classe C™.

Le résultat suivant permet de généraliser le Théoreme 4.1 au cas de coefficients dépendant
du temps et introduit un coefficient d’actualisation p.

Théoreme 4.4 Soit o et b des fonctions qui satisfont les conditions de Lipschitz et de restric-
tion sur la croissance (3.7) et (3.8), W un mouvement Brownien standard de dimension r, X,
la solution de I’équation différentielle stochastique :

t t
X, =+t / o (s, X,) dW, + / b(s, X.) ds (4.5)
0 0
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et A; son générateur infinitésimal. Alors pour toute fonction continue bornée p : [0, T] x R — R
et toute fonction f € K12([0,T] x RY) le processus

M) = e (- [ s, X,) ds) 1(6.%) = £0.X0)

—/O exp (—/0 p(u,Xu)du) (%—l—flsf—pf) (s, Xs)ds

est une martingale pour la filtration (.7-} =o(Ws,0<s<t),t> 0).

Démonstration : La formule d’Ito pour un produit entraine que

d(exp (— /0 (s X0) ds) f(t,Xt)) — (X)) exp (— /0 (s X0) ds) £ X)) dt
+exp (— /Otp(S,XS) ds) d(f(t, X)) -

La formule d'It6 pour f(t, X;) permet alors d’écrire :

v (= [ plos X0 ) 16.3) = 0.0

+/0 exp (—/0 p(u, Xy,) du) (Z—ﬁ + Asf — pf) (s, Xs)ds

d T t s
+ZZ/O exp (—/O plu, X,) du) gj(s,Xs) oi(s, X,)dWF.

i=1 k=1

La fonction p étant bornée, on montre alors comme dans le théoreme précédent que les pro-
cessus fot exp (— [5 plu, X,) du) 2L (s, X,) oi(s, X;) dWF sont des martingales, ce qui conclut
la démonstration. a

4.2 Equation de Feynman-Kac, problemes de Cauchy et de Diri-
chlet.

Dans cette section, nous allons présenter quelques rapports entre les diffusions et les équa-
tions aux dérivées partielles. Ainsi, grace a la formule d’Ito, il est possible de donner une
interprétation probabiliste a certaines équations aux dérivées partielles, ce qui permet ainsi
de prouver l'existence de solutions. Nous ne ferons qu’effleurer le sujet et le lecteur pourra se
référer a [6], [8] ou [12] pour d’autres exemples ou des conditions plus précises de validité des
théoremes.

L’exemple le plus simple est ’équation de la chaleur en dimension 1, c’est a dire
ou o? 0*u
Sty =T
ot 2 Ox
ou o > 0 et ou la condition initiale u(0,z) = f(z) est donnée par une fonction f : R — R

borélienne & croissance polynomiale. Pour ¢ > 0, notons p(¢;x,.) la densité de x + o W; ou
(Wi, t > 0) est un mouvement Brownien standard a valeurs réelles, c’est a dire la fonction

t,x), (t,z) €]0,400[xR, (4.6)

1 (z—y)?

tyx,y) = —F——¢
p(t; 2, y) —

e 202t .
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Un calcul facile montre que 2 = "—22 %. Notons u(t,z) = E(f(z+0 W;)) pour tout ¢ > 0; alors
u(0,2) = f(z). De plus, pour t > 0, u(t,z) = ff;o p(t;x,y) f(y) dy et la croissance polynomiale
de f entraine que 'on peut appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégral et que

pour tout couple d’entiers positifs m et n,

ontm 400 n-m
g g (1) = / S e PG T y) fy) dy;

—0o0
la fonction définie par u(t,z) = E[f(z + o W;)] satisfait donc I'équation %%(t,z) = "2—2 %(t, x)
sur ]0, +0o[xR et appartient a K?([e, +0o[xR) pour tout € > 0.. Reste a vérifier le compor-
tement asymptotique de u(t¢,y) quand (¢,y) — (0, ). De nouveau, puisque f est & croissance
polynomiale, si cette fonction est de plus continue, le théoreme de convergence dominée entraine

que pour tout x € R,
lim  u(t,y) = f(z).

(t.y)—(0,x)

On a ainsi prouvé que ’équation (4.6) de condition initiale f continue a croissance polyno-
miale a une solution ; reste a prouver l'unicité de la solution de (4.6) pour la condition initiale,
ce qui donnera une interprétation probabiliste a la solution de cette EDP. De nouveau, on peut
montrer 1'unicité de la solution de (4.6) de fagon probabiliste.

Théoréme 4.5 Soit u une fonction de classe CH? sur |0,T] x R qui satisfait "équation de la
chaleur (4.6), telle que sup |u(t,x)| soit a croissance polynomiale en x et telle pour tout x € R,
0<t<T
lim  u(t,y) = 0. Alors, u(t,z) =0 sur]0,7] x R.
(t,y)—(0,z)
Démonstration : Fixons z € R et soit n un entier tel que n > |z|; notons 7, = inf{t > 0 : |z+
oWy| > n}. Alors 7, est un temps d’arrét pour la filtration Brownienne F; = (W, : 0 < s < ).
Rappelons le principe de réflexion pour le mouvement Brownien (W;, 0 > ¢) : pour tout a > 0
et tout T > 0,
P(sup{Wt 0<t<T} > a) =2P(Wr >a).

De plus, si Y désigne une variable aléatoire gaussienne centrée réduite A(0, 1), alors pour tout
b>0,

PY b ]_ +oo z2d < 1 oo sz O b2
> = — e 2 ax re 2 dr=-—e 2.
(¥ =) V2w /b o b\/27r/b b

Nous en déduisons pour tout Ty €]0, 77 :

P(r, <Ty) < P( sup U\Wt|2n—|x\)

0<t<Ty

< QP(WTO > ”;'x‘) +2P(—WTO > |x\)

o
o0 w2
< C'/ e 2 du

n—|z|

a+/Ty

o VT (n — |z])?
< C —_— .
- n—|z| exp( 2T, o2

On en déduit que pour tout Ty €]0,T], p > 0, n? P(7, < Ty) — 0 quand n — oo. Pour tout
te€]0,T[et 0 <s < T —tnotons

v(s,z) =u(T —t—s,z).
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La formule d’Ito, le fait que u soit solution de (4.6) et le théoreme d’arrét pour les martingales
entrainent que pour 0 < s <71 — ¢,

SN\Tp,
E(w(s ANTp, x4+ 0 Wiprs,)) =v(0,z) + E </ %(9, x+ o Wp) adWe) =v(0,z).
0

De plus, la croissance imposée a u montre que :

[v(s, 24+ 0 W) Lsary + |0(Tn, 2 + oW )| Ligry £ sup |[u(T —t —s,y)| < CnP,
T
tandis que lorsque s — T'—t, la continuité p.s. des trajectoires de W entrainent v(s, z+W,) — 0
presque strement. Le théoreme de convergence dominée permet de déduire que lorsque s —
T—t, FE (v(s, x+ o W) 1{S<Tn}) — 0. D’autre part le théoreme de convergence dominée entraine
en faisant tendre s vers T — t que

uw(lT —t,z) = E(U(Tn, x+oW,) 1{Tn§T,t}) )

La restriction sur la croissance de u et la convergence précédente de n?P(7, < T —t) vers 0
lorsque n — +o00 montrent que u(7T" —t,x) = 0, ce qui conclut la démonstration. O

La démonstration précédente a fait apparaitre une martingale liée a la formule d’It6 comme
dans la section précédente, ainsi qu'un retournement du temps (changement de t en T — t), ce
qui a permis de remplacer % - "—22 8‘9—; par —% - "—22 8‘9—;. On peut ainsi considérer le probleme
similaire & celui de I’équation (4.6) sur l'intervalle de temps [0, 7] en « renversant le temps » et
imposant une condition finale :

{ Wit x)+ % Lo(t,x) =0 pour (t,x)€ [0, T[xR,

o(T,z) = f(z) pour x€R. (4.7)

On pourra montrer comme exercice le théoreme suivant :
Théoreme 4.6 Soit v une fonction de CY*([0, T] x R)NK ([0, T] x R) qui satisfait (4.7). Alors

v(t,z) = E[f(x +o(Wr —W,))] = E[f(x + cWr_y)] pour (t,z)€[0,T[xR,  (4.8)
et

v(t, x4+ o W,) = E(f(z + 0 Wrp)|F).

De plus, si la fonction f appartient a K°(R), alors la fonction v définie par (4.8) est l'unique
solution de (4.7) dans l’espace des fonctions continues sur [0,T] x R qui appartiennent a
CH2([0,T — €] x R) pour tout € €]0,T].

Le théoreme suivant fournit une interprétation probabiliste a une équation aux dérivées
partielles qui généralise (4.7); c’est I’équation de Feynman-Kac pour le mouvement Brownien.
La base des résultats est la remarque sur le lien entre %(t;x,y) et %(t;x,y) lorsque p est

la densité d’'un mouvement Brownien standard unidimensionnel. Cette propriété se généralise
immeédiatement en dimension d : pour tout ¢t > 0, z,y € R, soit

. _ 1 ‘ Z?ﬂ(%‘ _yi)2 .
p(t,a:,y) - (\/m) exXp <_ 2¢ ) )

d 9
i=1 §z2”

alors si A désigne le Laplacien

Ip

1
: = = Apl(t: .
% (t;z,y) 5 p(t;z,y)
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Définition 4.7 Soit T > 0, m un nombre réel, f : R? — R, p : [0,T] x R? — [m, +oo| et
g :[0,T] x R — R des fonctions continues. On dit qu'une fonction v € CH2([0, T[xR? est
solution du probleme de Cauchy de potentiel p, de Lagrangien g et de condition terminale f si
elle est solution de :

%(t,x) + % Av(t,z) — p(t,z)v(t,z) + g(t,z) =0, (t,z) e [0, T[xR?, (4.9)

o(T,z) = f(z), xcR% (4.10)

Théoréme 4.8 (Théoréme de Feynman-Kac pour le mouvement Brownien) Soit f, g, p comme
dans la définition 4.7 tels que supy<,<p |g(t,x)| soit a croissance polynomiale en x et v €
C2(0, T[xR%) N KO([0,T] x RY) une solution du probléme de Cauchy (4.9) de condition ter-
minale f (4.10). Alors si W désigne un mouvement Brownien standard de dimension d, la
fonction v admet la représentation stochastique :

v(t,x) = E

Tt
flz+ Wr_y)exp (— /0 p(t + s, x + W) ds)

T—t s
—l—/ g(t+ s, + W) exp <—/ p(t +u,x+ W,) du) ds] . (4.11)
0 0

Démonstration : En utilisant la formule d'Itd6 et 'EDP (4.9) on déduit que pour tout ¢ €
0,77 :

ds

v(t+s,x + W) exp (—/ p(t—l—u,x—l—Wu)du)] =
0

exp (—/ p(t+ 6,2+ Wy) dQ)
0

d
0
—g(t+sx+W)ds+ )
=1

> &%’iv(t + 5,0+ W) dW;] :

Soit ¢ €]0,T[, n > |z| et 7, = inf{t > 0 : |z 4+ W, > nVd}; puisque p > m et v €
CY2([0, T[xR?), le processus

/exp(—/ p(t+9,x+W9)d9) aa vt +u,z+ W) dWE, 0<s<T—¢c—t
0 0 i

est une martingale de carré intégrable et le théoreme d’arrét entraine pour tout 7 €]0, 7 —e —¢]
en intégrant entre 0 et 7 A7, v(t,x) = 30 T (t,z), ol :

r TNATR s
T,.tz) = E / g(t+s,x + W) exp <—/ p(t +u,x+W,) du) ds] :
LJo 0

T (t,x) = E|v(t+7,,x+W,,) exp <—/ p(t+s,x+Ws)ds) 1{%9}} :
i 0

T (t,x) = E|v(t+7,2+W;) exp (—/ p(t+s,x+ W) ds) 1{7n>7}} :
i 0

De nouveau, puisque p > m et supg<,<7 g(t,.) est a croissance polynomiale, le théoreme de
convergence dominée entraine que lorsque n — +ocoet 7 — T —e — ¢,

T—e—t s
T,.(tx) = E [/ g(t+ s,z + W) exp (—/ p(t +u,z+ W,) du) ds} :
0 0
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La croissance polynomiale de v entraine que terme 77 _ est dominé par

0<s<T

d
CnPP(r, <T)<CnP ZP(sup W Zn—|x\) < CnPexp (—c(n— |z])?),
i=1

ce qui montre que lorsque n — o0, T2 (t,z) — 0. Le théoréme de convergence dominée
entraine enfin que lorsque n — +oco et 7 — T — e — ¢,

T—e—t
Ts,r(ta [L’) — B |:U(T — &7 + WTfsft) eXp (_/ p(t + S, T + Ws) dS) :| )
0

ce qui termine la démonstration de (4.11) en faisant tendre ¢ vers 0. O

Remarque 4.9 Sous les hypotheses du théoreme 4.8, v admet également la représentation
suivante :

v(t,z) = E|f(x+Wpr—W,;)exp (_/Tp(s,x—l—Ws—Wt)ds)
¢

T s
—|—/ g(s,z+ Ws—W;) exp (—/ p(u, z + W, — W) du) ds] )
t t

C’est cette derniere représentation qui se généralisera a des diffusions quelconques en remplacant
le Laplacien par le générateur infinitésimal.

Définition 4.10 Soit o : [0,7] x R — R¥ et b: [0,T] x R? — R? des fonctions satisfaisant
les conditions (3.7) et (3.8) et soit A; le générateur infinitésimal défini sur C; »([0, T] x R?) par
(4.1) :

d 2

. u 1 & 0"u
— 4 _ — ©J
Agu(t, x) E b'(t, x) 5 (t,z) + 5 Z-nga (t,z) Js O, (t,x).

i=1 v

Soit m un nombre réel, f: R - R, g : [0,7] x R — R% et p : [0,T] x R — [m, +oo[ des
fonctions continues. La fonction v € CY2([0, T[xR?) N K°([0, T] x RY) satisfait le probleme de
Cauchy d’opérateur A;, de potentiel p, de Lagrangien g et de condition terminale f si ¢ ’est
une fonction continue sur [0, 7] x R et si

%(t, x) + Ao(t,z) — p(t,z)v(t,z) +g(t,2) =0 pour (t,x) € [0, T[xR?, (4.12)

v(T,z) = f(z) pour z¢&R%. (4.13)
Le théoreme suivant étend I’équation de Feynman-Kac a ce probleme de Cauchy plus général :

Théoréme 4.11 (Théoreme de Feynman-Kac) Soit o et b des fonctions satisfaisant les condi-
tions (3.7) et (3.8), f,g,p des fonctions satisfaisant les conditions de la définition 4.10. Suppo-
sons que f € K°(R?) et que supy,r |g(t, )| est @ croissance polynomiale. Pour tout t € [0, T
et © € RY, notons pourt <s<T :

X =t [ olw X AW+ [ b X0 du. (414)
t t
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Alors une solution v du probleme de Cauchy (4.12) et (4.13) admet la représentation stochas-
tique :

ea) = B|rxs e (- [ ot xi )

+/tTg(8,X§’I) exp (— [ plu, X" du) dS] : (4.15)

De plus, si g =0 et si (X; = X' te [0,T]) est la diffusion solution de (3.9), alors pour tout
t€10,7],

o(t, X)) = E {exp (_ /t L (5. X0) ds) f(XT)’}"t} | (4.16)

Démonstration : Lorsque g = 0, le théoreme 4.4 montre que si v résout 'équation (4.12), le
Processus :

M=o (= [ ot X du) o5, X)L s ]
t

est une F-martingale, ce qui entraine que M)" = F (M}x | ]—"t). La propriété de martingale de
(M9 s € [0,T]) et la condition (4.13) montrent alors (4.16). Remarquons que de méme, la
condition (4.13) entraine que que pour tout € €]0,T[ et t € [0,T — €],

T—e
v(t,z) = v(t, X;") = E {eXp (_/ plu, X" du) o(T — e, X§5",)
t

Ft:|7

qui correspond bien a (4.15) lorsque g = 0.

Pour prouver (4.15) dans le cas général, nous procédons comme dans la démonstration du
Théoreme 4.8. Fixons (¢,z) € [0, T[xR?, & €]0,T — t[ et notons 7, = inf{s > ¢, |X*| > n}.
La formule d’Tt6 et le théoreme d’arrét pour les martingales entrainent que v(¢,x) = Z?:1 T,
avec :

(T—e)ATn s
T t,x) = E / g(s, X2") exp (—/ p(u, X5 du) ds] :
¢ ¢

T2 (t,x) = E |v(7, X5") exp (—/ p(s,Xﬁ’gﬁ)ds) 1{Tn<TE}} ,
¢

T—e
T3(t,2) = E|v(T —¢ X5") exp (—/ p(s, Xb7) ds) 1{Tn>T5}] .
0

Une généralisation immédiate de (3.10) basée sur le lemme de Gronwall montre que pour tout
p € [1,+oo[, E(sup,c,cr | XL*P) < Cp (1 + |2[?). Comme dans le Théoreme 4.8, le théoreme de
convergence dominée et la croissance polynomiale de g montrent que, lorsque n — 400,

T—e s
T(t,z) = E [/ g(s, Xb") exp (—/ p(u, X57) du) ds] :
t t

Il existe K > 0 tel que le terme |T2(t, x)| est dominé par Cn P(7, < n). Pour tout p € [1, 400,

P(1, <T) < CpnPE( sup |XI*P) <CpnP.
t<s<T
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Choisissant p > K nous obtenons T2(¢,z) — 0 quand n — +o00. Le théoréme de convergence
dominée entraine que lorsque n — +oo,

T—e
T3(t,x) — E |v(T — &, X3".) exp (—/ p(s, X1) ds) ] )
0

ce qui termine la démonstration en faisant tendre € vers 0. O

Remarque 4.12 Dans le cas particulier ou les coefficients b et o sont indépendants du temps,
de classe C* a dérivées partielles d’ordre 1 a 4 bornées, p =10, g =0 et f € K*(RY), si

t ¢
X, =z +/ o(Xs) dWs +/ b(X,)ds,
0 0
la fonction u : [0,T] x R* — R définie par :
u(t,z) = F [f(XT) ‘-7'}}

appartient a K*([0, T[xR?) et est solution de U'EDP sur [0, T[xR? :

ou d ou 1 < 9*u
— Hr) =— + = ) = 4.1
P g g D000 g =0, (4.17)

avec la condition terminale w(T,.) = f(.). Dans ce cas, la solution du probléme de Cauchy
existe et est unique.

Remarque 4.13 Si les fonctions 0 : R? — R et b : R? — R? sont de classe C* avec des
dérivées partielles bornées telles que le générateur A est uniformément elliptique sur R¢ et si
p(t; z,.) désigne la densité de la loi de Xy, t > 0 donnée par le théoreme 4.3, alors :

Jp

T = (tx,y) = Ap(t; o, y)

et

p(t: z,y)] p(t;z,y)].

IIM&

gptxy Z

1,j=1

Gyz 8%

De plus, quand ¢ — 0, la probabilité p(t; z,y) dy converge faiblement vers la mesure de Dirac
9. Ces équations et les EDP précédentes montrent que p(t; x,y) est la solution fondamentale
des problemes de Cauchy avec condition initiale ou finale; ceci traduit le fait que la solution
de ces problemes de Cauchy est obtenue en prenant le produit de convolution de p(t;) avec la
condition initiale (ou finale). Les équations satisfaites par p(t; x, y) généralisent celles observées
sur la densité de la loi du mouvement Brownien a la base de tous ces résultats.

La figure suivante montre I'aspect du noyau de la chaleur p(t;0,z) pour ¢t €]1/N,1] et
€ [-2,2] avec N = 25.
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F1a. 16 — Représentation du noyau de la chaleur en dimension 1

-2
0.04 ?.52 1.00

Nous considérons maintenant des problemes de Dirichlet. Soit © un ouvert borné de R,
O son adhérence, dO sa frontiere et ® : 9O — R une fonction continue; nous considérons
maintenant un probleme de Dirichlet, c’est a dire une EDP satisfaite par la fonction v dans
O (avec éventuellement une condition initiale ou terminale) et avec comme condition au bord
v =& sur 00.

Le premier résultat donne une interprétation probabiliste d’un tel probleme de Dirichlet en
horizon infini a ’aide d’une diffusion dont les coefficients ne dépendent pas du temps.

Théoreme 4.14 Soit O un ouvert borné de R?, m un nombre réel, p : O — [m,+oo|, g :
O —=Retd:00 — R des fonctions continues, o : R — R¥ et b : R — R? des fonctions
globalement Lipschitziennes et

L R y Z
A=) b(z) oz T2 > (o 0*)2’](90)&% o,
=1

i,j=1

le générateur associé. Une fonction continue u sur O de classe C> dans O est solution du
probleme de Dirichlet si :

Au(x) — p(z)u(z) + g(x) =0 dans O, (4.18)
u(z) = &(x) dans 00. (4.19)

Soit W un mouvement Brownien standard de dimension r et pour tout x € O, soit
t t
Xy =x +/ o(Xs) dWy +/ b(Xs)ds,
0 0

et
6 =inf{t >0 : X/ ¢ O}.
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Alors, si P(14 < +00) = 1 pour tout x € O, et si u est une solution du probléme de Dirichlet
(4.18) et (4.19), alors u admet la représentation suivante :

TH TH t
u(z) =F {CI)(X%) exp (—/ 3 p(XT) ds) +/ Og(Xf) exp <—/ p(XT) ds) dt} . (4.20)
0 0 0
Démonstration : Pour tout € > 0, notons O, = {x € O : d(z,d0) > €} et
7o, =inf{t>0: X € O.}.

Le théoreme 4.4 et le théoreme d’arrét montrent que le processus

IATS, AT, s
M; = u(Xjiz ) exp (—/ p(X7) ds) +/ g(X7Y) exp (—/ p(X7) d@) ds
c 0 0 0

est une (F;)-martingale. De plus le fait que O. soit borné, I’équation (3.10), la minoration
de p et la continuité de u et g sur O, montrent que cette martingale est bornée dans L?,
p > 1, donc uniformément intégrable. De plus, E(My) = u(x) tandis que lorsque ¢ — 0,
E(My) = limy_, o E(M;) coincide avec le membre de droite de (4.20), ce qui termine la
démonstration. O

Le théoreme précédent montre donc que, si P(74 < +00) = 1 pour tout = € O, la solution
u du probleme de Dirichlet (4.18) et (4.19) est unique. Dans le cas particulier r = d, o0 = Id,
b=20,g=0et p=0,le probleme de Cauchy précédent revient donc a la recherche des fonctions
u harmoniques sur O (c’est a dire telles que Au = 0 sur O) telles que u(z) = ®(z) sur 00.
Puisque pour tout 7 = 1, - - - | d la trajectoire de (W}, ¢t > 0) est presque stirement non bornée,
dans ce cas, pour tout x € O, P(1% < +00) = 1 et la solution du probléeme de Dirichlet (qui
existe) est donc unique. Dans le cas d'une diffusion X, cette propriété requiert des hypotheses
supplémentaires qui impliquent que les trajectoires de X* « ressemblent » a celles du Brownien.

Si 'opérateur A est uniformément elliptique sur O, P(7% < 4+00) = 1 pour tout x € O et,
si elle existe, la solution du probléeme de Dirichlet (4.18) et (4.19) est unique. Nous renvoyons le
lecteur & [10] pour une démonstration de ce résultat, ainsi que pour des conditions suffisantes
de régularité sur O pour l'existence dune solution.

Le résultat suivant fait appel a une diffusion dont les coefficients dépendent du temps.
L’EDP satisfaite dans O est parabolique et nous imposons uns condition terminale similaire a
celle du probleme de Cauchy.

Théoréme 4.15 Soit o et b des fonctions satisfaisant les conditions (3.7) et (3.8), Ay l'opé-
rateur différentiel

d 0 1< 2
A, = () - *\1,] )
¢ ;b (t,x) o + 5 igl(aa ) (t’x)ﬁxi o,

Soit O un ouvert borné de R? dont la frontiére est de classe C2, m un nombre réel, p: [0,T] x
O — [m,+o00l, g: [0,T] xR =R, ®:[0,7T] x 9O — R et f:1[0,T] x O — R des fonctions

continues. Soit v une fonction de classe CY2([0, T[xO) dont les dérivées particlles par rapport
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a x sont bornées sur [0,T] x O et solution de I’équation parabolique avec les conditions de
Dirichlet au bord :

5 (t x) + Aw(t,x) — p(t,z)v(t,x) + g(t,z) =0 dans [0,T[xO, (4.21)
v(T,z) = f(x) dans O, (4.22)
v(t,x) = ®(t,z) dans [0,T[x00. (4.23)

Alors si pour tout t € [0,T[ et x € O, X" désigne la diffusion solution de (4.14) et si
5t =inf{s >t : X!* ¢ O},

v admet la représentation stochastique :

T/\7'('59’3lc s .
/ exp (—/ p(@,Xg’x)dH) g(s, X") ds
¢ ¢

T
+ exp (—/ p(s, Xb") ds) f (X;“”) Liesyy
t

5
+ exp <—/ p(s, X1) ds> o <7c9 7thm) 1{th<T}] : (4.24)
t

Démonstration : Fixons (t,z) € [0,7[xO et pour tout n > 1 notons O, = {x € O :
d(z,0° > L} et 7, = inf{s >t : | X*| > n} Ainf{s >t : X!" ¢ O,}. Le raisonnement fait
au début de la démonstration du théoreme 4.11 et le théoreme d’arrét montrent que d’apres
I'EDP satisfaite par v sur [0, T[xO pour tout n > |z| tel que d(z,O°) > %, le processus
(M, s € [t,T]) défini par

SN\Tp, SA\Tn T
M = exp (— / p(r, Xﬁ’“’)dr) v (s AT, X0,) + / exp <— / p(0, X5°) de) g(r, X;")dr
t t t

est une martingale. On en déduit que v(t,z) = E(M}) = Y20 Ti(t, z) ot

r pTATh s
T(t,z) = E / g(s, Xb") exp (—/ p(u,XZ’ﬂdu) ds] :
L/t t

T?(t,z) = E U(Tn,Xf_f) exp (—/ p(s, Xb") ds) 1{Tn§T}} ,
L ¢

v(t,x) =F

r T
Tr?(tax) = kK U(T7 X’?;B) €xp (_/ P(SaXﬁ’gc) dS) 1{Tn>T}:| .
L 0

Il suffit alors de faire tendre n vers l'infini et d’utiliser la condition terminale a Uinstant T sur
I'ensemble {T < 75"} et la condition au bord sur I'ensemble {75° < T'}. Les détails techniques
sont laissés en exercice. O

On peut aussi donner une mterpretatlon probabiliste d’un probleme de Neumann dans lequel
la condition (4.23) est remplacée par 3¢ Bx Y (t,z) vi(z) = ®(t,z) dans [0, T[x00, ou v(z) est
un champ de vecteurs dans O tel que si n(x) désigne la normale sortante de O, (v(x), n(z)) > 0
sur 0O. Nous renvoyons a [17] ou [12] pour la formulation précise.
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4.3 Convergence faible du schéma d’Euler

Dans la pratique, la vitesse de convergence forte du schéma de discrétisation d’une diffusion
est beaucoup moins importante que celle qui permet d’approximer ’espérance d’une fonction
de la diffusion a l'instant T a I’aide de celle de I'espérance du schéma (que 1'on peut simuler
et dont on peut donc calculer la moyenne empirique). L’exemple suivant montre que la vitesse
forte du schéma d’Euler est 1/2, mais que sa vitesse faible (celle de 'approximation de E[f(Xr)]
par E(f(X?)] est 1. Soit X, = 1+ ftX dW, ; une application immédiate de la formule d’Ito
montre que X; = exp (Wt — —) L’exercice 4.1 montre que la vitesse forte de convergence du
schéma d’ Euler dans cet exemple ne peut pas étre supérieure a 1/2. Par contre, pour f(x) = x?
ou f(r) = 2*, un calcul explicite des moments d’ordre 2 ou 3 de X; et X; fournit :

E(X})=FE[exp@W;—1)]=e et E(X})=EFE [exp (3 Wy — g)] =e.

Si les variables aléatoires (Gy, , k > 1) sont gaussiennes N (0, 1) indépendantes, on a :

eff1 (e e ] (1)
(Y

B(X7P) =

tandis que

E((X])) =E

Le tableau suivant donne les valeurs de X =

a une approximation forte, et Z3
faible, obtenues par la méthode de Monte Carlo sur un échantillon de taille K =
T5 =1n H(l + %)n — eH et enfin T;

— |1+ 2"

[T (1+ Jro)
In(n), ﬁ/

=In[|E(X{—¢*)]

n [E(\Xl

— X1|)}, qui correspond
, qui correspond a une approximation

€3H pour n =204+ 10k, 0 < k < 8.

n X Y T2 Z3 T3

20 | 2.9957323 | - 2.0404171 | - 2.7336123 | 1.2517926 | 1.3134547
30 | 3.4011974 | - 2.2486329 | - 3.1244057 | 0.9497913 | 0.9693137
40 | 3.6888795 | - 2.4021837 | - 3.4046637 | 0.7830386 | 0.7135859
50 | 3.912023 | - 2.5113522 | - 3.623324 | 0.5294511 | 0.5100549
60 | 4.0943446 | - 2.6087408 | - 3.8026446 | 0.3771230 | 0.3409984
70 | 4.2484952 | - 2.6857551 | - 3.9546457 | 0.2065828 | 0.1964180
80 | 4.3820266 | - 3.8068414 | - 4.0865617 | 0.1501653 | 0.0701173
90 | 4.4998097 | - 2.8104988 | - 4.2030863 | 0.0596871 | 0.0420101
100 | 4.6051702 | - 2.859227 | - 4.3074388 | - 0.2314346 | - 0.1428259

Les coefficients de régression linéaire o de Y en X (resp. Z, T, ou T3 en X) et I'écart type
o de la régression sont donnés par :

Y en X T5en X Zzen X T3 en X
a | -0.5105131 | - 0.9788650 | - 0.8709157 | - 0.9086548
o | 0.0033108 | 0.0024575 | 0.0629701 0.0099577
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La figure ci-dessous représente les graphiques de (X, T3) et (X, T3).

F1G. 17 — Vitesse de convergence faible théorique du schéma d’Euler pour x* et x*
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La figure ci-dessous représente les graphiques de (X,Y) et (X, Z3).

F1G. 18 — Vitesse de convergence forte et faible pour x3 du schéma d’Euler simulé
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Le résultat suivant de D. Talay et L. Tubaro [22] montre que la vitesse de convergence faible
du schéma d’Euler est 1, c’est a dire le double de la vitesse forte de ce schéma. La vitesse de
convergence faible du schéma de Milstein est également 1 mais la simplicité de simulation du
schéma d’Euler fait préférer celui-ci dans ce contexte.

Théoréme 4.16 Soit o : R — R et b: R? — R? des fonctions de classe C* dont les dérivées
partielles d’ordre 1 & 4 sont bornées. Pour tout x € R et n > 1 soit X la diffusion :

t t
Xt:a:+/ U(Xs)dWS—i-/ b(X,) ds,
0 0

et notons X" sozt le schéma d’Euler X™ défini par (3.16), soit X™ interpolé du précédent
sur les points £ T' Alors pour toute fonction f appartenant a K*(RY), il existe une constante
Cr(f) (qui dépend de T et de f) telle que

E(f(X3)) ~ E(f(X2))| < Co(f)n ™ (4.25)

Démonstration : D’apres la remarque 4.12, u(t,z) = E(f(X7) | F;) est de classe C>* et est
solution du probleme de Cauchy (4.17) avec la condition terminale u(7),.) = f(.). L’équation
(4.16) et la formule d’It6 appliquée au schéma d’Euler X™ défini par (3.16) montrent que si
a=0o0",

E[f(X7) = f(X1)] = Blu(T, X7) = (0, 7)]

/T{@(t XM+ d Oy bR zd: t)‘(")am'()‘(”)}dt
0 ot 7t L Oy, ! d)n a%axj ' v .

=1 Z]—

=F

Puisque u est solution de (4.17), le fait que u est de classe C** entraine que les dérivées partielles

de u, 2 2u 5o et 6;? 577 sont de classe C1? De plus, puisque u est solution du probleme de Cauchy

(4.17),

ou ou, -
™ = / E[ t, Xn t,X”n}dt,
1 0 at( ) at( qbt)

= Z/ Haxl (t, X") — gxl(t Xd)t)}bi(Xg?)} dt

_ 9%u _ o
n  _ ny nn 1,7 nn )
T; Z / H 5o, 0T, (t, X1 B2, 01, (t,Xd)t)} a (X¢t)] dt

zgl

Puisque b est a croissance linéaire et que les dérivées partielles de u sont a croissance poly-
nomiale, la formule d’It6 appliquée & la fonction 2% sur I'intervalle [¢, t] et l'inégalité (3.18)

ot
montrent que :

ou 8u
X’n

B[ t, Xgn)]| <

5| [ {z Pu, i)

S AW N TVl
+ = Z 8taxzax] (t, X" a (XS)}ds]

<Cn';
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nous en déduisons que |77| < C'n~! et un calcul similaire pour des termes |Ty'| et |T5'| termine
la démonstration. a

La régularité imposée a la fonction f est génante en pratique et le théoreme peut étre
amélioré sur ce point, en renforcant les conditions sur les coefficients de la diffusion X ; la
démonstration, qui repose sur des techniques de calcul de Malliavin, est omise.

Théoreme 4.17 Supposons que les coefficients o et b du Théoréme 4.16 sont de classe C™
avec des dérivées partielles d’ordre supérieur ou égal a 1 bornées et que le générateur A est
uniformément elliptique sur R (c’est a dire que la condition de la définition 4.2 est satisfaite).
Alors si f est de classe C* avec des dérivées partielles a croissance polynomiale, pour tout
entier K > 1 il existe des constantes Cy,1 < k < K telles que :

K

E[f(X}) = f(Xr)] =) — +O0(n ).

k=1

Notons que dans le théoreme précédent, la condition d’ellipticité uniforme du générateur A
peut étre affaiblie.

Remarque 4.18 Notons qu’en utilisant le théoreme 4.17 avec 2n pas, on peut peut obtenir
une erreur en n_2 au lieu de n=!; c’est 'extrapolation de Romberg. En effet :

ERf(X3) — f(Xp)] - E[f(Xr)] = 20 =G 1 28 &y 000 — 032,

2n n 4n?2 n?

4.4 Exercices.

Exercice 4.1 Soit (W;, t > 0) un mouvement Brownien standard & valeurs dans R et
t
Xy = 1+/ XdWs.
0

1. Ecrire le schéma d’Euler X" entre les instants 0 et 1 de pas 1/n et donner une expression
explicite_ de X7 en fonction de AW; = W11y — Wiy, pour 0 < ¢ < n. Dans la suite, on
notera X; pour X7.

2. Montrer que pour presque tout w il existe N(w) tel que pour tout n > N(w) et tout
i=0,-,n—1, [AW;(w)| < 1.

3. Montrer que pour tout n > N(w) :

In (X;(w)) = Wi (w) — 1 + T (w) + %Tg(w) + en(w),

ou :

n—1 n—1 n—1
1
T, == (1_ZAW;> , To=) AW} et || <CTy ol Ty=)» AW}
; i=0

4. Montrer que E(T{) < Cn™® et que E(T}) < Cn~*. En déduire que pour 0 < o < 2,
quand n — +o00 :
n*Tf — 0ps.et n*Ty — 0p.s.
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5. Montrer qu’il existe une constante C' et une variable aléatoire Us telles que : T3 = % + Us
et E(UZ) < Cn 3. En déduire que si 0 < a < 1, n%, — 0 p.s.

6. Montrer que si (Z,,, n > 1) est une suite de variables aléatoires positives qui converge en
loi vers une variable aléatoire Z qui a une densité, alors pour tout € > 0, la suite (n¢ Z,)
converge en probabilité vers +oo et en déduire que P (limsup,, n® Z,, = +00) = 1.

7. Montrer que si « > , limsup,, n® T} = +00 p.s. et en déduire :
. o = 1
P ( limsupn®X; — Xi| =+oc0 | pour a>g.
Exercice 4.2 Soit A 'opérateur différentiel défini sur les fonctions de classe C? sur R par
1 —2x2 /
Ag(x):§e g +xq.
1. Bcrire un algorithme de simulation de la diffusion (X, , ¢ > 0) ayant A comme générateur
infinitésimal.

2. Bcrire un algorithme de simulation du calcul approché de la fonction g : 0,1] — R
solution du probleme de Dirichlet :

{ Ag(x) —cos(x) g(x) = sin(z), Ve €] —1,+1],
9(=1) = ¢(1) 1.

3. Ecrire un algorithme de simulation du calcul approché de la solution u : [0, +00[xR — R
du probleme de Cauchy :
{ %(t,x) = Au(t,z),

u(0,z) = cos(x).

4. Ecrire un algorithme de simulation du calcul approché de la solution v : 0,1] xR —=R
du probleme de Cauchy :

{—%(t,w) = e tAv(t,x) +sin(t + ),
v(l,z) = cos(z).

Exercice 4.3 Soit A 'opérateur différentiel défini sur les fonctions de classe C*(R?) pour x =
(21, z5) par :

9 2
Af(z) = (1+cos®zy) %(95) +2 sin(z; + 22) 82 §$2 (@)
1
Pl s O of

1. Montrer que A est uniformément elliptique sur R2.

2. Soit D le disque unité ouvert de R2. Ecrire un algorithme de calcul approché de la solution
du probleme de Dirichlet :

Ag(x) = (11 + 2) g(z) = e =" WreD,
glx) =1 , Yr e dD.



3. Ecrire un algorithme de simulation du calcul approché de la solution du probleme de
Cauchy :

G(ta) = Aultx) V()€ [0,T] x R2,
w(0,2) = e W™y e R

4. On note A; l'opérateur différentiel défini par
At f = €t Af .
(a) Modifier les algorithmes précédents pour résoudre le probleme de Cauchy :

upx)y = Ault,z) V() €0,T) x R2,
uw(0,z) = cos((x123) , Vo € R%.

(b) Ecrire un algorithme de simulation du calcul approché de la solution du probleme
de Cauchy :

< 9@

(T, x) 1, Vo € R?

{ Y(t,x) = Ayo(t,x) 4 cos(tay za) u(t, ) +sin(tazy z2) , V(t,z) € [0, T[xR?,
T x

81



5 Méthode de Monte Carlo

5.1 Introduction

Le but de cette section est de justifier la méthode, d’indiquer la précision qu’elle fournit et les
intervalles de confiance que 1’on peut obtenir pour les valeurs numériques des intégrales que ’'on
souhaite évaluer. Cette méthode qui converge « lentement » a comme intéréet d’étre « insensible
a la dimension » des problemes étudiés (contrairement a des méthodes classiques d’analyse
numérique qui ne sont performantes qu’en « petite dimension » ) et a la régularité de la fonction
g dont on cherche a calculer l'intégrale f[o,udg(xb ooy xg)dry - deg = Elg(Uy, -+, Ug)]
lorsque les variables aléatoires (U;, 1 < i < d) sont i.i.d. de loi uniforme U([0, 1]).

La justification théorique de la méthode est la loi forte des grands nombres qui permet de
ne faire appel qu’a une réalisation d’un échantillon, c’est a dire a la suite X, (w) pour un seul
w.

Théoréme 5.1 Soit (X, = (X*, 1 <k < d), n > 1) une suite de variables aléatoires a valeurs
d

dans RY indépendantes de méme loi (i.4.d.) intégrables, c’est a dire telles que Z E|XT]) < +o0
_ k=1
et X, = % Yo X;. Alors pour presque tout w € Q :

lim X,(w) = E(X))
n— 400

L’hypothese d’intégrabilité est essentielle, comme le montre I'exemple classique suivant :
soit (X,, n > 1) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Cauchy, c’est a dire de densité
m. Alors E(]X1]) = +oc et la fonction caractéristique de X est E [ exp(it.X1)] = exp(—|t]).
On en déduit immédiatement que la fonction caractéristique de X, est également exp(—|t|), et
que X, suit donc une loi de Cauchy pour tout n > 1 et ne converge pas presque siirement vers
une constante.

La vitesse de convergence est bien stuir un probleme crucial pour maitriser I’erreur commise
en approximant la valeur souhaitée E(X) par X,(w) que I'on peut simuler. L’inégalité de
Bienaymé-Chebychev donne une premiere estimation tres grossiere de cette erreur :

Lemme 5.2 Soit (X, n > 1) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable,
c’est a dire telle que E(|X1|*) < 4+o0. Alors si Var(X;) = E(|X1|*) — E(X1)?, pour tout A > 0 :

P(|X, — E(X1)| =2 )) < w (5.1)
nA

Cette inégalité donne de tres mauvaises estimations de la probabilité que la moyenne empi-
rique soit « loin » de 'espérance et peut étre nettement améliorée par un résultat tres simple
de grandes déviations sous des hypotheses renforcées d’intégrabilité. Ainsi, lorsque les X,, ont
des moments exponentiels, le théoréme suivant de Chernov montre que la probabilité que X,
appartienne a un intervalle qui ne contient pas F(X7) converge vers 0 & une vitesse exponen-
tielle. Soit X une variable aléatoire réelle; pour tout t € R, on note ®x(t) = In [E (etX )} la
log-Laplace de X et Dx = {t € R : ®x(t) < +o0} le domaine de ®y. L’inégalité de Holder
montre que ®x est convexe et le théoreme de dérivation sous l'intégrale de Lebesgue montre

X etX
que @ est dérivable sur I'intérieur de Dx avec ¥y (t) = M
X E(etX)
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Théoreme 5.3 Soit X une variable aléatoire réelle telles que 0 appartient a ["intérieur de Dx ;
on note
Ux(z) =sup{te — Px(t) : t € R} =sup{te — Px(t) : t € Dx}

la transformée de Cramer de X. Soit (X,, ,n > 1) une suile de variables aléatoires réelles
i.i.d. de méme loi que X ; alors pour tout a < E(X) <b :

P(X,>b) <e O et P(X,<a)<e X, (5.2)
Démonstration : Soit b > F(X); pour tout ¢t > 0 et n > 1,
P(Xn Z b) S E(e—nbt+t5n) — 6—nbt+n<1>x(t) .

On en déduit que
P(X, >b) <exp (—nsup{bt — Px(t) : t > 0})

Pour prouver l'inégalité (5.2) lorsque b > E(X), il suffit donc de montrer que sup{bt — ®x(t) :
t >0} = Ux(b) des que b > E(X). Notons g la fonction définie par g(t) = bt — P x(¢) pour tout
t € Dx. Clairement, g est concave et ¢g(0) = 0. De plus, puisque 0 appartient a l'intérieur de
Dx, ¢'(0) =b— E(X) > 0. On en déduit que sup{bt — ®x(t) : t > 0} = sup{bt — Ox(t) : t €
Dx} = Ux(b). Le raisonnement, similaire pour 'intervalle | — 0o, a[ avec a < E(X) est laissé
comme exercice. U

Pour obtenir des intervalles de confiance de F(X), on utilise le théoreme de la limite centrale
suivant.

Théoréme 5.4 Soit (X, n > 1) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré in-
tégrable, m = E(X;) et 0 = Var(X;). Alors la suite @ (Xn — m) converge en loi vers une
variable N de loi gaussienne centrée réduite N'(0,1).

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 5.5 Soit (X, n > 1) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré inté-
grable d’espérance m et de variance 0. Alors pour toute fonction f : R — R continue bornée
(resp. continue sauf en un nombre fini de points), si N désigne une variable aléatoire gaussienne

N(0,1) :

i 2 [7 (L)) =B = [ e e e

De plus pour tout couple de nombre réels a < b, on a
b
o - o 1 22
lim P|—=a<X,—-m<—=» :/—e_Tdac.
n—-+oo (x/ﬁ B vn ) o V21

Une table de fonction de répartition d’une loi gaussienne centrée réduite montre que si N est
N(0,1), P(IN| <1.96) = 0.95. On en déduit que pour n assez grand,

_ g
Pl|X,—FE(X)] <196— ) ~0.95,
(1%, - B < 195-)

c’est a dire que l'on a un intervalle de confiance de E(X;) a 95% en posant

{Xn —1.96 -2, X, + 1.96 i] . (5.3)

V' vn
L’ordre de grandeur de l'erreur commise étant 1.96 %, il faut impérativement estimer 1’écart
type o s’il est inconnu. C’est le but du résultat suivant :
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Théoréme 5.6 Soit (X;, 1 < i < n) un échantillon de taille n d’une variable aléatoire X de
carré intégrable (c’est a dire n variables aléatoires indépendantes de méme loi que X ). Notons
X, la moyenne empirique de cet échantillon; la variance empirique de [’échantillon est

ﬁ:WLEJ&—&f WJ(}}W W) (5.4)

i=1

Alors 62 est un estimateur sans biais consistant de o*, c’est a dire que E(&g) = 02 et que la

suite G2 converge presque sirement vers o quand n — +00.

Le théoréme précédent montre que 72 est trés facilement calculé a partir des sommes > | X;
et > | X?. De plus, en remplagant ¢ par G,, on obtient un intervalle de confiance de E(X7)
avec une probabilité proche de 0.95 (quand n est grand) :

X, — 1967 X, +1.96 72 (5.5)
vﬁ vn

Signalons enfin que le Théoréme de la Limite Centrale peut parfois étre amélioré (par
exemple en imposant un peu plus d’intégrabilité). Le théoreme suivant donne la vitesse de
convergence des fonctions de répartition vers celle de la loi N'(0, 1).

Théoréme 5.7 (Berry-Essen) Soit (X,, n > 1) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d.
centrées (c’est a dire que E(X;) = 0) et telles que E(]X1|*) < +oo. Notons o la variance de

X; et pour tout t € R notons
t
1 22
F(t) = / e 2 dx
—00

27

la fonction de répartition d’une loi gaussienne N'(0,1). Pour tout entiern > 1 et t € R, notons

auy—P(z;¢§-<Q

Alors il existe une constante C' € [0.398, 0.8] telle que

o B(X,[)
up |Fu(t) = F(t)] < € =5

Les deux exemples suivants montrent les limites pratiques de la méthode.

e On cherche tout d’abord a estimer la probabilité quune variable aléatoire appartienne
a un ensemble. Cela revient a estimer le parametre p d'une loi de Bernoulli X pour laquelle
E(X)=pet Var(X) =p(1—p) < i. Afin que lerreur % soit inférieure a 0.01, il faut donc
choisir n de 'ordre de 2500 et I'intervalle de confiance de p donné par le théoreme de la limite
centrale est donc [z, — 1.96 x 1072, z, — 1.96 x 107?], ce qui est convenable dans certaines
situations. Dans d’autres cas (par exemple dans le cas de second tour d’élections présidentielles
assez « serrées » ), si on interroge n = 2 500 personnes et que 1 250 déclarent vouloir voter pour
chacun des deux candidats, on obtient une erreur beaucoup trop grande, avec un intervalle de
confiance [0.48, 0.52] de la proportion p des électeurs qui voteront pour I'un des candidats.
Enfin si p est tres proche de 0 (ou de 1), comme o ~ /p (vesp. ~ /1 — p), Verreur relative est

de 'ordre de \/% et pour estimer p il faut prendre n tres grand.
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e Dans le second exemple, on cherche a estimer un moment exponentiel d'une variable
aléatoire G gaussienne N'(0,1), par exemple ¢ = E[exp(aG)] = exp(%). Si (Gp,n > 1)
désigne une suite i.i.d. N(0,1) et si on note ¢, = eXp(aGlH'T'Z"LeXp(aG") alors d’apres le théoreme

de la limite centrale, €, —€ ~ % N ot N suit une loi A/(0,1). La variance de la variable aléatoire

exp(a () est 0” = exp(2a?) — exp(a’) et l'erreur relative est de l'ordre de 2= = %.
Ainsi pour a = 1, une erreur relative de 4% nécessite 1 074 tirages, tandis que pour a = 5, une
erreur relative de 100% nécessite 7.2 x 10'° tirages. Dans ce dernier cas, pour une valeur exacte
de 268 337, si la valeur estimée par 10'° tirages est 854 267 et l'intervalle de confiance & 95%

est [—557 029, 2265 563].

Ce dernier exemple est relié a deux quantités importantes en finance. Pour une variable

, . . 2
aléatoire G gaussienne N(0,1), F(t) = ffoo \/% exp(—%)dz, et des constantes 3 > 0 (de
l'ordre de 1) et K > 0, le call (prix d’une option d’achat) est donné par la formule de Black et

Sholes : (i (i
C= b - 1)) =t P (-2 ) o xr (- P
B s
Pour f = K = 1, on a la valeur « exacte » C' = 0.887. De plus, Var ((eG — 1)*) ~ 4.16, d’ou
oo ~ 2.04.

Le put (prix d’une option de vente) est

P=E(K -9 =KF (ln(ﬁm) _EF (% —ﬁ) .

De nouveau pour § = K = 1, on a la valeur « exacte » P = 0, 238, tandis que Var ((1 — eG)+) ~
0.0885, d’ot1 op ~ 0.297. Ceci entraine que, suivant la taille de I’échantillon, la demi-longueur
de l'intervalle de confiance a 95 % de C ou de P est

n | 1.96 x "—\/% 1.96 x "—\/Fni

102 0.400 5.8x1072
103 0.126 1.8x1072

10 0.040 6x1073

L’intervalle de confiance du call est donc environ 7 fois plus grand que celui du put et l'ap-
proximation du put est donc bien meilleure. Puisque

O—P:E(eﬂG—K):e%Q—K,

on a donc intérét a calculer le put P par la méthode de Monte-Carlo pour en déduire le call C.

5.2 Reéduction de la variance.

Les méthodes proposées seront systématiquement étudiées sur le put (ou le call) précédent.

5.2.1 Echantillonnage préférentiel

Soit X une variable aléatoire (par exemple réelle) de densité f; on cherche a calculer
E(9(X)) = [p9(x) f(x)dz. Soit f une autre densité sur R et soit Y une variable aléatoire
de densité f. Alors

(9@ s (a0 A
B(ox) - [ 22 oy a L ).
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9(Y) f(Y
FY)
suite (Y;) ii.d. de densité f sera plus efficace que par 'approximation X ) g(XZ) pour une

suite (X;) i.i.d. de densité f si Var(Z) << Var(g(X)).

f(Y)

Si on note Z = , le calcul de E(g(X)) par I'approximation ZZ .2 55, bour une

Donnons deux exemples d’utilisation de cette méthode.

Ezxemple 1. On cherche tout d’abord a calculer fo cos(%5%) dx, ce qui correspond a la fonction
g(z) = cos(%F) et ala densité f d’une variable aléatoire U de loi uniforme U(]0, 1]). La variance
de g(U) est

Var(g(U)) = /O1 cos? (”2”7) dz — (/Olcos (%‘”) dx)2 - % - (%)2 ~9.47 x 1072

On remplace la loi de ¢([0,1]) par une fonction f telle que le produit fg soit proche de f.
Puisque f est constante et que I'on sait simuler une variable aléatoire de densité polynomiale,
on prend pour densité f une fonction polynéme paire de degré deux, positive sur [0, 1] et qui
vaut 1 en 0 et 0 en 1; comme fol(l — %) dr = 2 on pose f(z) =2 (1 —2?) 1jpy(x). Si Y a pour

2 cos(%)
3(1-Y?2)

2 [ cos?(Z2 2\ 2
Var(Z):—/ de—(—) ~ 1.0242 x 1073
0

3 1—22 T

densité f, la variable aléatoire Z = a pour espérance E(g(X)) = 2 et :

on voit que la variance est environ divisée par 100 et que la longueur des intervalles de confiance
est donc environ divisée par 10. La fonction de répartition Y est définie pour t € [0, 1] par
PY <t)=23 fo (1—2*)de = 2 <t — —) L’inverse de la fonction de répartition peut étre
expllcltee par la méthode de Cardan. On peut également simuler la variable Y par la méthode
du rejet par rapport a la densité de la loi uniforme U. On gagne ici en précision, mais on perd
en temps de calcul.

Exemple 2. Cas des call et des put avec K = 1. Pour 3 de signe quelconque, on cherche a
calculer le put

N

_z_
e 2

P=E((1-¢e")") = /R(1 — eﬁx)+m

Clairement, 1 — €% > 0 si et seulement si z < 0 pour 3 > 0 (resp. * > 0 si 3 < 0) et le
changement de variable y = 22 montre que pour tout 3 # 0 :

dx .

p /+oo (1 — eVt 4+ (1 —e PVt 1 oy
= —e :
; 27y 2¢ W

La fonction f(y) = Le7% 1)y 1oo((y) est la densité dune variable aléatoire Y de loi exponentielle

de parametre % et on a alors :

B (1— eﬁx/V)Jr +(1— 6*5\/7)+
P_E< V2rY )'

Le tableau des précisions que ’on obtient pour le put avec = 1 et la valeur exacte 0.23842
est :
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n 1.96%
102 | 1.05 x 1072
103 4 x 1073
104 1073

On voit que pour 10 000 tirages, I'erreur relative est environ divisée par 6.

On peut aussi directement calculer le call C = E((e’® — K)T) en utilisant la fonction
d’'importance. On fixe m € R et on pose f(z) = \/% exp(

_ (z—m)?2

5 . f est la densité d'une
variable aléatoire Y = G + m de loi M(m,1). Un calcul facile montre que si G suit une loi
N (0, 1), pour toute fonction borélienne ¢ : R — R positive ou bornée,

E[6(G)] = E[6(G +m)e % | = B[6(C +m) e @rm+ ]

Il faut donc pour chaque fonction ¢ déterminer une valeur de m telle que la variance de X,, =
2

0'2 =

m

¢(G+m) e~ (EFMH 5 5oit minimale, en tout cas inférieure a celle de ¢(G). Posons par exemple
o(x) = (exp(Bx) — K)* avec 3, K > 0 et notons o2, la variance de X,,, dans ce cas; alors :

y_
2

E <<€ﬁ(G+m) _ K)+2 €—2m(G+m)+m2) _E << 8G K)+)2

I
—
2+
z 3
—

Q
@
<

|
=
SN—"
[N}
Cbl
3
<
+
M‘S
®

2
dy — FE <(eﬁG — K)+) .
¢ V2T
On en déduit que
a 1 +00 2 m2 y2
a2 == [ (e K -y ay,
am V2r im0

donc pour m < mgy = () = o

3  om

(¢2) < 0. On prend donc comme fonction f la densité de G +my
et lorsque K >> 1, ceci améliore nettement la méthode de Monte-Carlo.
Une généralisation au cas de vecteurs gaussiens est proposée dans l'exercice 5.1.
5.2.2 Variables de controle

L’idée de la méthode consiste a trouver une variable aléatoire Y et une constante C' telles
que E(X) = E(Y)+C avec Var(Y) < Var(X). Il faut cependant prendre garde au fait que cette

méthode risque de provoquer une augmentation du temps de calcul et arbitrer entre précision
et temps d’exécution. On cherche donc a écrire E(f(X)) sous la forme :

E(f(X)) =E(f(X) - h(X)) + E(MX))

dans le cas ot E(h(X)) peut étre calculé explicitement et Var(f(X) — h(X)) est inférieure a
Var(f(X)). On calcule alors E(f(X)— k(X)) par la méthode de Monte Carlo. Si par exemple
on cherche a calculer fol e’ dx, comme e* ~ 1+ x pres de 0, on écrit

1 1 3
/exdx:/(ex—l—x)dxjt—.
0 0 2

Si U suit une loi ¢([0,1]), la variance de eV vaut 1 (e* — 1) — (e — 1) ~ 0.242 tandis que la
variance de eV —1 —U vaut 5e* —2e+ & — (e — 3)* ~ 0.0436; elle donc divisée par 5 environ.
Comme nous ’avons remarqué a la fin de la section 5.1, si on cherche a calculer le call C,

2

il est préférable de calculer le put P et d’écrire C' = P + er - K

87



5.2.3 Variables antithétiques.

Pour degager lldee de la méthode, commencons par ’exemple simple suivant : on cherche
a calculer I = fo x)dz. Si U est une variable aléatoire de loi uniforme ¢(]0,1]), 1 — U suit
également une loi umforme U([0,1]), et on a donc

[ s =g |5 G0+ sa-v)

On en déduit que si les variables aléatoires (U;, i > 1) sont ii.d. de loi U([0,1]), on peut
approximer l'intégrale I par

b = 5 (U + S = U) 4+ f(U) + F(1 = U,)]

La méthode de Monte Carlo usuelle ferait approximer I par

o = o [F(U) + [(Us) + -+ f (U ) + [ (Un)]

De fagon évidente, Var(ly,) = 5= Var(f(U1)). D’autre part

Var(ly,) = lVar (% [f(U) + f(1— Ul)})

— [ ( )+Var(f(1—U1))+2Cov(f(U1)>f(1_Ul))}
= [Var( 1) + Cov(f(Uh), f(1 - Ul))]

On en déduit que si les variables aléatoires f(U;) et f(1 — U;) sont négativement corrélées,
c’est a dire si Cov(f(Ul),f(l — Ul)) < 0, Var(Iy,) < Var(ly,). La méthode se généralise en

dimension d quelconque. Si les composantes du vecteur U = (Uy, -+, Uy) sont des variables
aléatoires i.i.d. de loi U([0,1]), la transformation (Uy, ---, Uy) — (1 = Uy, ---, 1 — U,) laisse
la loi du vecteur U invariante. Plus généralement, soit (X7, - -+, Xs,) un 2n-échantillon de la

variable aléatoire X a valeurs dans R? telle qu'il existe une transformation 7" : R? — R? pour
laquelle les lois de X et de T'(X) sont les mémes. L’estimateur

b= 5 > [F1X) + FT(X))

est tel que si COV( f(X), f(T(X ))) < 0, alors la variance de I, est inférieure ou égale a celle

2
de Iy, = % Zjil f(XJ)

La proposition suivante montre que sous des conditions de monotonie de f, les variables
aléatoires f(X) et f(T(X)) sont négativement corrélées.

Proposition 5.8 Soit (X;, -+, X,,) des variables aléatoires i.i.d. de méme loi d valeurs dans
R f,g : R" — R des fonctions telles que pour chaque i € {1,--- n} les fonctions x; —
fzy, @i, Ty, iy, x,) €t xy — g(Ty, - X1, Ty, Tig1, -0, XTy) Sotent toutes crois-
santes (resp. décroissantes) pour tout T; = (1, -+, Ti1, Tix1, -, Tp). Alors

E[f(Xy, -+, Xo) (X1, -+, Xo)] 2 E[f(Xy, -+, Xo)] E[g(Xq, -+, X)) - (5.6)
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Démonstration : Soit n = 1. Nous supposerons que les fonctions f et g sont croissantes par
rapport a chaque argument ; le raisonnement est similaire dans le cas ou elles sont décroissantes.
Soit X et Y des variables aléatoires réelles; la croissance de f et g entraine que

E[(f(X) = f(Y)) (9(X) = g(Y))] = 0.
On en déduit que
E[f(X)9(X)] + E[f(Y)g(Y)] = E[f(X) g(Y)] + E[f(Y) 9(X)];
en choisissant une variable aléatoire Y indépendante de X et de méme loi, on en déduit que
E[f(X)g(X)] = E[f(X)] E[¢(X)] .

Supposons l'inégalité (5.6) vraie pour n — 1 > 1 et montrons-la pour n. L’'indépendance des
variables aléatoires X;, 1 <1 < n entraine que pour toute fonction h : R" — R,

E[hMX1, -, Xn)| X,] = H(X,) avec H(z)=FE[h(Xi, -, X,_1, 7)].
Notons E[f(X1, -+, X,)| Xa] = 6(X,) et E[g(Xy, -+, X,) | X»] = ¥(X,,). L'hypothese de
récurrence entraine que pour tout z,
E[f(Xy, -, Xpo1, @) g(X1, -+, Xoo1, 2)] = o(2) ¥(x).
On en déduit que E[f(X1, -+, X)) (X1, -+, X,) | X, = 2] > ¢(2) ¢p(z), dou :
E[f(Xy, -+, Xa) g(Xu, -+ Xa)] > E[o(X0) (X)) -

Puisque les fonctions f((Xi(w), -, Xp_1(w),.) et g(Xi(w), -+, Xp_1(w
notonie par rapport a la n-ieme variable pour tout (X;(w), -, X, 1(w)
ont la méme monotonie et on conclut grace a (5.6) appliqué avec n = 1.

),.) ont la méme mo-
), les fonctions ¢ et 1)
([

En appliquant cette proposition avec n = 1 et g = —f o T, on déduit immédiatement le
corollaire suivant :

Corollaire 5.9 Soit f : R — R une fonction monotone, T': R — R une fonction décroissante
et X une variable aléatoire réelle telle que les variables aléatoires T(X) et X ont méme loi.
Soit (X,,, n > 1) une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X. Alors pour tout
n>1:

n

Var <% Z [f(Xi) + f(T(Xz))]> < Var <% Zf(Xz)> :

=1

Ce corollaire montre que si f est monotone, en choisissant 1 — U quand U suit une loi uni-
forme U(]0, 1]), les variables aléatoires f(U) et f(1—U) sont négativement corrélées. L’exemple
suivant reprend l'étude du put P = E[(K — eﬁG)Jr]. La transformation T'(z) = —x est
décroissante et laisse invariante la loi de la gaussienne A/(0, 1) et la fonction f(z) = (K —e%%)*
est décroissante si > 0 et croissante si # < 0. On en déduit que §[(K —e’%)* + (K — e P ]
a une variance inférieure a celle de (K — e°%)*.
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5.2.4 Méthode de stratification

Cette méthode est classique dans la théorie des sondages. On veut calculer I = F (g(X )) =
f]Rd g(z) f(z)dx oit X est une variable aléatoire a valeurs dans R? de densité f. On introduit
une partltlon de (A;, 1 <i<m)deR?et on pose p; = P(X € A;) et I; = E( (X)|X € AZ)
pour 1 < i < m; alors

m

I=> E(9(X)|X € 4) P(X € A)) sz

i=1

On approxime I; par la moyenne empirique I; d’un échantillon de taille n; de la loi conditionnelle
de X sachant X € A; et on note o7 = Var(g(X)| X € 4;). L'estimateur considéré de I est

i i

est sans biais et convergent si chaque n; tend vers +o0o0 quand n — 4o00. Si les estimateurs
I , 1 <14 < m sont indépendants, la variance de I est

Var(I) =

n.
i=1 v

Si on dispose au total de n = > n; simulations, le minimum de Var() sous la contrainte
Yo, ni = n est réalisé lorsque n; = co; p;, soit pour

O’ .
ni:nL, 1<i<m

d J— J—
> i=1Pi0;

et vaut )
Var (Z Di al> .

Pour la comparer a la variance de la moyenne empirique des g(X;) pour un échantillon de taille
n, calculons la variance de g(X);

Var(g(X)) = E(g(X)*)-E Zpl 2| X € A) (Zpl X)| X € A )) .

En introduisant les variances conditionnelles et en utilisant deux fois la convexité de la fonction
x — 2 et le fait que Y ;" p; = 1 (c’est a dire 'inégalité de Schwarz pour la probabilité p;),
nous déduisons que

Var(g(X)) = sza +sz \XGA <ZpZ |X€A))
Zpiffi? > <ZP¢U¢) -

On en déduit que la variance de I, est inférieure ou égale  celle de + DD g( ;). Cependant,

v

le choix optimal de n; demande de connaitre les variances condltlonnelles o?, ce qui nest pas
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toujours le cas; on peut alors les estimer par une méthode de Monte Carlo. Il faut prendre garde
au fait qu'un « mauvais » choix des n; peut augmenter la variance. Remarquons cependant que
le choix n; = np;, s’il n’est pas optimal, diminue toujours la variance. En effet dans ce cas

Var(1 Zpla < Var( (X)) Var( Zg ) :

Dans I'exemple du calcul d’un call C' = E((eﬁG — K)Jr), en posant d = ln(ﬂK , il est naturel
d’introduire A; =] —o00,d[ et Ay = [d, +-00[. Dans ce cas 01 = 0 et les n points sont donc affectés
pour le calcul de I.

D’un point de vue pratique, il est important de savoir simuler dans les diverses zones A; sans
faire appel & la méthode du rejet, mais plutét par inverse de la fonction de répartition (c’est
possible dans le cas du call en se référant a une fonction de répartition tabulée en dimension 1,
mais dans ce cas les simulations sont inutiles ...). Le choix de la partition est délicat, sauf dans
des cas concrets ou elle est imposée par le modele (géographie, sexe, ...).

5.2.5 Valeur moyenne ou conditionnement

L’idée consiste a conditionner X par une variable aléatoire Y, ce qui laisse 'espérance
inchangée mais diminue la variance puisque I'espérance conditionnelle contracte la norme L?2.
Ainsi

E(X)=E(E(X|Y)) et Var(E(X|Y)) < Var(X).
La difficulté réside bien sur dans l’expression explicite de la fonction ¢(y) = E(X|Y = y)
telle que E(X |Y) = ¢(Y). Dans le cas particulier ou X = f(Y, Z) avec Y, Z indépendantes :

E(f(Y,2)|Y =y) = E(f(y.2)).

Par exemple, si 'on veut calculer P(X < Y) pour deux variables aléatoires X et Y indépen-
dantes, on a
P(X <Y)=E(F(Y))

ou F' est la fonction de répartition de X ; il faut alors pouvoir calculer F' explicitement, mais
la réduction de variance peut étre importante quand la probabilité P(X <Y') est petite.

5.3 Exercices

Exercice 5.1 Notons (., .) le produit scalaire et | .| la norme euclidienne dans R?. Soit X =
(X1, -+, X4) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance la matrice Id. Pour tout
vecteur m € R? et toute fonction borélienne ¢ : RY — R positive ou bornée, soit X,, =

H(X 4+ m) exp < (m, X) — ‘m‘ ) et 02 la variance de X,,.
1. Monter que pour tout ¢t =1, --- , d,

31W) @%) m””%m—&o,

2. Soit A\;, Bi, 1 < i < d et K des constantes strictement positives, m;(a) = aX; ; et

d B: Xi + . d
o(X) = (K — Y i Ae ) . Montrer que si ) ;A\ > K,

d
— 34 N
m(a >0 pour #SGSO
g YL
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STNEYEAER ona oy <o0p.

et en déduire que pour M; = ; \;
Exercice 5.2 Soit (X,,, n > 1) et (Y,,, n > 1) des suites indépendantes de variables aléatoires

i.i.d. de méme loi que la variable aléatoire X a valeurs dans R%, f, ¢ : R? — R. On cherche &
calculer E(f(X) — g(X)) et on pose

=SSO0 - g00)] et 2= 3T F(X) — g(X)]

Calculer les variances de I! et I2. Dans quel cas vaut-il mieux utiliser 12 ?

Exercice 5.3 Soit X une variable aléatoire gaussienne A (m, c?), F la fonction de répartition
d’une variable N'(0,1), K >0 et d = %H(K)
1. Montrer que
02
E (Lpxsmuy e™) =™ 2 F(d+0).

2. Montrer la formule de Black et Sholes :

Bl - )| = "5 F(d+ o) — K F(d).

Exercice 5.4 Soit X et Y des variables aléatoires réelles indépendantes, F' la fonction de
répartition de X et G la fonction de répartition de Y. On veut calculer

p=PX+Y <t

par la méthode de Monte Carlo.
1. Donner une procédure de réduction de variance basée sur la méthode de conditionnement.

2. On suppose que F' et GG sont connues, au moins numériquement. Expliquer comment
implémenter une méthode de variables antithétiques et pourquoi elle diminue la variance
dans ce cas.

3. Soit h une fonction telle que fol |h(x)|* dz < +o0. Soit (U, , n > 1) une suite de variables
aléatoires i.i.d. de loi uniforme U([0, 1]). Montrer que

v (30 () ) v (230

Exercice 5.5 On cherche a calculer I'intégrale I = f02 x2dx par diverses méthodes. Implémenter
les méthodes proposées pour diverses tailles d’échantillon, calculer la valeur approchée corres-
pondante de I (vérifier qu’elle converge bien vers g), la variance empirique dans chaque cas
(vérifier qu’elle converge bien vers la variance théorique que 1'on calculera dans chaque cas),
donner un intervalle de confiance correspondant et, pour chaque méthode, déterminer le temps
de calcul et le nombre moyen de tirages d’une loi uniforme consommés suivant la taille de

I’échantillon utilisé. En déduire la méthode qui vous semble la plus efficace.

1. Méthode de rejet sur 'ensemble R = [0, 2] x [0, 4] ; la variance théorique est 8 % % ~ 14,22.

2. Méthode de rejet sur 'ensemble A = ([0, 1] x [0, 1]) U ([1, 2] x [0,4]) ; la variance théorique
est 52 & L~ 6,22,
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3.

Espérance d’une fonction de la variable aléatoire X de densité % 1pg(z); la variance

théorique est % ~ 5, 69.

4. Espérance d’'une fonction de la variable aléatoire X de densité F 1jgg (x); la variance

d.

théorique est % ~ 0.89.

Variables antithétiques avec la variable aléatoire de loi uniforme sur [0,2] et la transfor-
mation T'(x) = 2 — x; la variance théorique est g ~ 0, 36.

Exercice 5.6 Soit X une variable aléatoire gaussienne N'(0,1) et ¢ > 0. On cherche & estimer
I'intégrale I(t) = E (etX 1y X>0}) par une méthode de Monte Carlo en utilisant un échantillon
de taille N de loi N'(0,1).

1.

Ecrire et implémenter un programme pour le calcul direct de I (t) pour les valeurs de
t = 15 pour un entier n compris entre 0 et 150.

En reliant I(t) et P(X € [t,t+1]), écrire et implémenter un second programme permettant
de calculer I(t) par une méthode de Monte Carlo pour les mémes valeurs de ¢.

Proposer une méthode de variable de controle. Ecrire et implémenter un programme
permettant de calculer I(t) pour les mémes valeurs de ¢ par cette méthode.
Proposer une méthode de variables antithétiques. Ecrire et implémenter un programme
permettant de calculer I(¢) pour les mémes valeurs de ¢ par cette méthode.

Tracer des graphiques permettant de visualiser I’écart-type empirique de chaque méthode
pour ces valeurs de t puis tracer dans une méme fenétre les graphes de ces quatre fonctions
lorsque N = 10 000.

Les figures suivantes donnent dans l'ordre la figure tracant les quatre graphes simultanément,
puis séparément de gauche a droite (et de haut en bas) les graphes des écarts-types des méthodes
proposées dans les questions 1, 2, 3, 4. Quelle conclusion en tirez-vous ?

1.6
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Exercice 5.7 Soit (U;, 1 <i < n) un échantillon de loi uniforme U([0,1]) et V; < V5 < - <
V,, I'échantillon ordonné. On pose par convention Vj =0et V,,.; = 1. Pour: =0, --- ,n, on
pose A; = Vi1 — Vi

1.

Calculer la loi du couple (V;,V;41) pour i = 1,--- ,n — 1 puis trouver la loi de A; pour
1=0,---,n.
Montrer que la suite (supg;<, A, n > 1) converge vers 0 p.s.

Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Montrer que l'estimateur Z, = ZAif(Vi)

i=0
1

converge p.s. vers [ = / f(z)dz.
0

Montrer que la suite (E(Z,), n > 1) converge vers 1.

5. On suppose de plus que f est de classe C'. Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle

que
Z, = 1| < C ) A
=0

En déduire la vitesse de convergence de Z,, vers I dans L.

n

. Peut-on espérer la méme vitesse pour l'estimateur usuel Y, = — Z fU)?
n

i=1

La figure suivante compare les graphes de (Y;,) et (Z,) pour des valeurs de n qui sont des
multiples de 50 et la fonction f(x) = z en utilisant un échantillon de taille N = 10 000 de loi
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uniforme. On remarquera que le graphe de Z,, est beaucoup plus régulier que celui de Y,, et que
la suite (Z,,n > 1) converge plus rapidement vers 1/2.

o
I
T

T T

T T T T
0 le3 2e3 3e3 4e3

T T

T T T T

T T T T
5e3 6e3 7e3 8e3 9e3 10e3
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6 Méthode de Monte Carlo et chaines de Markov.

6.1 Mesures invariantes et Théoreme ergodique.

Dans toute cette section, @) est une matrice de transition sur un ensemble fini (ou dénombrable)
d’états E et (X,,, n > 0) désigne une chaine de Markov de matrice de transition Q. Si z € E,
on notera X7 une chaine Markov d’état initial x, c’est a dire telle que Xy, = x. Rappelons
qu’'une mesure II sur ’ensemble des états [E est invariante si II() = II. Dans la suite, nous
nous intéresserons au cas ou la chaine admet une unique probabilité invariante, ce qui nécessite
d’imposer U'irréductibilité de la matrice @ (cf. Exercice 3.9). Rappelons que dans ce cas, tous les
états sont récurrents (on dit que la chaine est récurrente) ou bien tous les états sont transitoires
(on dit que la chaine est transitoire). Sila chaine est transitoire, ) ., 1;xz—,) < 400 pour tout
z,y € E. Ainsi, une marche aléatoire symétrique sur Z? est récurrente si d = 1,2 et transitoire
si d > 3, tandis que si E est fini, toute marche aléatoire irréductible est récurrente irréductible.
Le théoreme suivant « remplace » la loi des grands nombres valable dans le cas de suites i.i.d.

Théoréme 6.1 (Théoréme ergodique) Soit Q) une probabilité de transition irréductible ; on
suppose qu’il existe une probabilité invariante I1. Alors :

(i) I1 est l'unique probabilité invariante et I1(x) > 0 pour tout x € E.

(i1) Tous les états sont récurrents.

(ii1) Pour tout état v € B et toute fonction f : E — R telle que [, |f(z)|dlI(z) < +o0 :

im - S0 = [ fy)di) ps (6.1)
k=1 E

Démonstration : (i) Puisque IT est une probabilité, il existe un état = € E tel que II(x) > 0.
L’irréductibilité entraine que pour tout y € E, y # x, il existe un entier n > 1 tel que Q"(x,y) >
0; de plus

I(y) = (TQ")(y) > (z) Q" (v,y) > 0.

Montrons que II est I'unique probabilité invariante ; soit II une probabilité invariante, et II' =
II ATI. Alors, IT est une mesure positive telle que II'Q < ITQ = et I'Q < 11 Q = II, soit
IT'Q < II'. La mesure A = II — IT est donc positive, telle que AQ > A et d’apres le théoréme
de Fubini, > (AQ)(y) = >_, Alz) >_, Qz,y) = >_, A(z). On en déduit que A est invariante,
positive de masse totale inférieure ou égale a 1. D’apres ce qui précede, soit A est identiquement
nulle, soit elle charge tous les états. Si A est identiquement nulle, on en déduit que II < II et
dans l'autre cas, on a II(z) > II(x) pour tout état x € E. Comme les masses totales de IT et II
sont toutes les deux égales a un, la seconde possibilité est exclue, ce qui entraine que IT < II.
En échangeant les roles de II et II, on en déduit que IT < II, ce qui conclut la démonstration
de (i).

(ii) Supposons que tous les états sont transitoires. Alors ) 1(xz—, < +00 p.s. pour tout
couple d’états z et y, d’ou lim,, 1{xs—,; = 0 p.s. Le théoreme de convergence dominée entraine
donc que lim,, @™(x,y) = 0, puis que

(y) =lim ) Ti(x) Q"(x,y) =0

z€E

ce qui contredit (i). La chaine est donc récurrente irréductible.
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(iii) Nous ne montrerons (iii) que lorsque f est bornée et esquisserons seulement cette
démonstration lorsque la chaine est récurrente irréductible ; les détails techniques peuvent par
exemple étre trouvés dans [4].

Montrons tout d’abord (iii) lorsque f = 1y,3. Soit x I’état initial (récurrent) de la chaine,
c’est a dire que Xy = z; pour tout état y, notons T° = 0 et pour tout entier k > 1,

TH(w)=inf{n>Tr ' (w) : XZ(w)=x} et Nf,y = Z Lixe—y} -

TE =1 <n<Tk

Pour tout & > 0 les temps d’arrét T* sont presque siirement finis et la suite de variables
aléatoires (vay k> 1) est indépendante, équidistribuée et intégrable. De plus, . (y) = E(Ni,y)
définit une mesure strictement positive invariante, c’est a dire telle que p, Q = p, et p,(y) >0
pour tout y € [£; cette mesure invariante est donc unique a une constante multiplicative pres.
Puisque la chaine admet une probabilité invariante II, p, est finie est est un multiple de II.
De plus, la définition de 4,(y) = E (N},) entraine que II(y) > II(x) p1.(y) pour tout y € E,
tandis que . (xz) = 1. La mesure positive invariante II(.) — 7(z) p.(.), qui s’annule en z, est
donc identiquement nulle et pour tout y € E, p,(y) = ggz%
D’apres la loi forte des grands nombres,

!
1 1
72 Ny =7 D liney = pa(y) = B(N,)
k=1

0<n<T}

presque stirement quand [ — +400. Notons Lj le nombre de passages en x avant l'instant &,
soit Ly = >3, 4 Lix,=r}. Alors, si T} (w) < k < TJ"(w), Liy(w) = j + 1 et Ly(w) — +00 p.s.
puisque z est récurrent. Pour tout entier k tel que T%(w) < k < T?*(w) on a donc :

DN = D U= <D 1xw=-0 < D, Uxuw=-n= > NI,
n<j n<T (w) n<k n<Tit'(w) n<j+1
Donc pour tout k£ > 1,

Z N n < n<k 1{Xn:y} Z N

lix, —
TZ<Lk 1 TZ<]€ {Xn_x} TZ<Lk

Les deux termes extrémes de 'inégalité précédente convergent presque sturement vers pi,(y), et

don<k Hxn=y}
ek Lxp=a) Puisque Zye]E Y onek Lixz=y} = k, on en

déduit que M — II(x) p.s., puis que W — I(y) p.s., ce qui prouve que (6.1)
est vraie pour f = 1y,.

il en est donc de méme pour le quotient

Supposons maintenant que f est bornée; il existe alors une constante M telle que g =
f — M > 0, puis une suite (g;, ¢ > 1) de fonctions & support fini telle que g; converge en
croissant Vers g quand i — +oo. Pour tout ¢ > 1, nous avons établi que limn% Yo 9i(XE) =
f]E gi(x ) p-s. Nous en déduisons que pour tout ¢ > 1,

1 n
1mn111 - E g(Xp) > /EQZ(x) (z) ps

k=1

d’out lim inf,, Zk L9(X7) > fE )dII(x) p.s. Par linéarité, nous avons donc établi que

1
lim inf — v x)dll(x
! n;f(Xk)Z/Ef() Ti(z) ps
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Remplagant f par —f, nous en déduisons que limsup, = >/, f(XF) < [, f(z)dII(z) ps., ce
qui termine la démonstration. O

Il est alors naturel dans les calculs d’intégrale par rapport a IT de remplacer la simulation
d’une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi IT (qui peut étre difficile a réaliser) par celle d'une
chaine de Markov irréductible de probabilité invariante II, puis la loi forte des grands nombres
par le théoreme ergodique. Cependant, il serait souhaitable d’avoir un analogue du théoreme
de la hmlte centrale permettant de connaitre la vitesse de convergence de + >°p | f(X}) vers
f]E . Ce n’est hélas pas possible et on peut construire des exemples dans lesquels la
Vltesse est aussi lente (et aussi rapide) que 'on veut.

Nous allons tout d’abord établir des propriétés du spectre d’une matrice A irréductible sur
un espace fini E noté {1, ---, d}. Remarquons que si () est une matrice de transition et si 1
désigne le vecteur de R? dont toutes les composantes sont égale a 1, Q1 = 1, ce qui entraine que
1 est valeur propre de ). De plus, II est une probabilité invariante si ¢’est un vecteur propre de
t@ pour la valeur propre 1. On notera x >> 0 un vecteur (z;, 1 <i < d) dont les composantes
x; sont toutes strictement positives.

Théoréme 6.2 (Théoréme de Perron Frobenius)

Soit A une matrice d x d irréductible a coefficients positifs. Alors il existe une valeur propre
de A notée pa et appelée valeur propre de Perron Frobenius de A, telle que :

(i) pa > 0 est valeur propre simple de A.

(i1) Toute autre valeur propre X # pa de A est telle que || < pa.

(11i) Il existe un vecteur propre x >> 0 de A et un vecteur propre y >> 0 de A* pour la
valeur propre pa.

(iv) Pour tout i,j5 € {1, ---, d} et tout vecteur x >> 0 de RY,
1 : 1 .
lim = In [ YA, j)ay | =lim—In | S 2 A0, ) | = In(pa).
im — In <j1 (z,])xj) im — In (il x; A" (i ])) n(pa)
Démonstration

(1) Pour tout vecteur z € R? dont les composantes sont positives ou nulles, notons

d ..
plx) = inf{zjj1 Al ) 2 D > O} :

Ty
Alors p(z) < +o0 et pour tout i € {1, -+, d} on a z;p(x) < >, A(4, j) x;. Sommant ces
inégalités sur 4, on en déduit que p(z) < M = sup, (D, A(4, j)). Puisque A est irréductible,
>_; A, j) >0 pour tout i =1, -+, d et 0 < p(1) = inf; (Z A, ])) Notons
pa= sup p(x)= sup inf=—-—"—";
z>0,27£0 2>0, ||z||=1 * L
puisque K = {z > 0, ||z|| = 1} est compact et que p(.) est I'infimum de fonctions continues, la
fonction p(.) est semi-continue supérieurement et atteint son maximum en un vecteur z* € K,
tel que
CA(i, g) o
7 €T.

7
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(2) Montrons que z* est un vecteur propre de A pour la valeur propre pa et que z* >> 0.
Notons A = Az* — paa*; par définition de pa, A; = A(i, j) 2§ — pawi > 0. Puisque A
est irréductible, 'algorithme de classification des états montre qu’il existe £k < d — 1 tel que
(I+A)* >> 0. Sl existe un indice i tel que A; > 0, alors pour tout indice j, (([ + A)k A)j > 0.
Notons y = (I+ A)* z*; pour tout j, on en déduit que Ay —p4y >> 0, tandis que par définition
de py, il existe un indice i tel que >_; A(i,7) y; < payi. Ceci fournit une contradiction, et on
a donc A = 0, c’est a dire que x* est un vecteur propre de valeur propre ps. Montrons enfin
que z* >> 0; pour tout entier n, A" x* = p’; *. Changeant éventuellement le signe de z*, on
déduit I'existence d’un indice j tel que 7 > 0. Puisque A est irréductible, pour tout indice 7 in
existe n tel que A™(7,j) > 0, ce qui entraine que p'; 27 > 0 et que z* >> 0.

(3) Soit A # p4 une valeur propre de A, y un vecteur propre associé a A et |y| le vecteur

dont les composantes sont les valeurs absolues de celles de A. Alors pour tout indice 7, |A| |y;| <
225 AGd) lysl

- Puisque lyl > 0 et |y| # 0, on en déduit

> A4, J) lysl, ce qui entraine que [A] <
que [A| < p(ly]) < pa.

(4) Soit y un autre vecteur propre de A pour la valeur propre py; alors pour tout i,
palyil <32, A 5) y;], don
>, AG.3) Iy
On en déduit que le vecteur |y| est également un vecteur propre associé a la valeur propre pg.
L’argument précédent montre que |y| >> 0. Si les vecteurs x* et y ne sont pas colinéaires, il
existe un indice i € {1, ---, d} et une constante c telle que (y —cz*); = 0 et y — ca™* # 0.
Cependant, y — cx* est également un vecteur propre de A pour la valeur propre p4, et le
raisonnement précédent montre que y — cx* >> 0 ou y — cx® << 0, ce qui fournit une
contradiction ; la valeur propre p4 est donc simple.

PA > = pa-

(5) Pour la matrice transposée A* notons r(z) = inf; w et 1y = sup{r(z) : = >
0, x # 0}. Un raisonnement similaire montre que r4 est la valéur propre de A* ayant le plus
grand module, c’est a dire que r4 = pa, puis qu’il existe un vecteur propre de A* dont les
composantes sont toutes strictement positives.

(6) Soit = (z1, -+, xg) >> 0, a =inf{x; : 1 <i<d}et f=sup{z; : 1 <i <d}. Soit
¥ >>0tel que Az* =pyaa*, y=inf{z} : 1 <i<d} et d=sup{z : 1 <i<d}. Alors pour
tout i, =1,---,detn>1,

%A"(i,j) ¥5 < a AM(i, ) < A"(i, ) x5 < gA”(i,j) 2.

En sommant sur j =1, ---, d on en déduit que :

- In (;xl) +E In(pf) < " In (;A (Z,])a:j> < - In <;xl) + - In(p7) ,
donc In(ps) = lim, = In <2J A" (i, 5) xj>. Un raisonnement similaire montre que In(ps) =
lim, + In (37, 2; A™(4,)), ce qui termine la démonstration. O

En renforcant les hypotheses sur la matrice (), on peut notablement améliorer la vitesse de
convergence dans le cas d’une espace d’états fini.
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Définition 6.3 (i) La période de l’état © € E est le PGCD de l’ensemble des entiers n > 1
tels que Q" (x,x) > 0.

(i) On dit qu’une matrice A a coefficients positifs est apériodique si pour tout x € E, le
PGCD de l’ensemble des entiers n > 1 tels que A™(x,z) > 0 vaut 1. Lorsque A est la matrice
de transition de la chaine de Markov (X,,, n > 0), on dit alors que la chaine est apériodique
(ce qui décrit que tous ses états sont de période 1).

Si deux états communiquent, ils ont la méme période ; dans le cas d'une chaine irréductible, si
on établit que la période d’un des états est 1, la chaine est donc apériodique. Le résultat suivant
montre une propriété de communication entre les états d’une chaine de Markov irréductible
apériodique sur un ensemble fini E.

Lemme 6.4 Soit () une matrice irréductible apériodique sur un ensemble fini E. Il existe un
entier naturel ng tel que pour tout couple d’états x,y de E, Q™(x,y) > 0 pour tout entier n > ny.

Démonstration Soit y € E, ny, ---n; des entiers premiers entre eux dans leur ensemble tels
que Q"(y,y) > 0 pour toit ¢ = 1, ---, I. D’apres le théoreme de Bezout, il existe des entiers
relatifs k;, 1 <7 < I tels que 1 = Zle n; k;. En regroupant les entiers k; > 0 (et les entiers
k; < 0), on en déduit deux entiers naturels m, et n, tels que Q™ (y,y) > 0, Q™ (y,y) > 0 et
1 = m, —n,. Notons ng(y) = n, (n, —1). Pour tout entier n > ny(y), la division euclidienne de
n par n,, n = qn, +1 est telle que 0 < r <n, —1 < ¢. On en déduit que n = (¢ —r) n, +rm,
est tel que Q" (y,y) > 0.

Pour tout couple d’états z,y, il existe un entier m(z,y) > 0 tel que Q™Y (x,y) > 0 et
pour tout entier n > n(x,y) = m(x,y) + no(y), on en déduit que Q"(x,y) > 0.

Puisque E est fini, il suffit alors de poser ng = max{n(z,y) : z,y € E}. O

Afin de montrer la convergence de la suite Q™ (& une vitesse exponentielle lorsque I’ensemble
des états est fini), nous introduisons la notion suivante sur la matrice @) (qui est trivialement
satisfaite dans le cas irréductible apériodique sur un ensemble d’états finis d’apres le Lemme
6.4).

Définition 6.5 Le matrice de transition Q) satisfait la condition de Doeblin s’il existe un entier
[ > 1, une constante a €]0, 1] et une probabilité A sur E tels que pour tout x,y € E,

Q' (z,y) > aAy). (6.2)

0 1
1 0
que la suite Q)f converge. La matrice )y ne satisfait pas la condition de Doeblin et, si elle est
irréductible, ses états sont de période 2. Le théoreme suivant montre que sous la condition de
Doeblin, quelle que soit la loi 1 de X, la suite p Q™ des lois de X, converge vers une unique
probabilité invariante.

L’exemple trivial Qg = montre que 'hypothese d’irréductibilité ne suffit pas pour

Théoreme 6.6 Soit () une matrice de transition qui satisfait la condition de Doeblin sur un
espace d’états |E dénombrable. Alors pour toute probabilité initiale p sur E, la suite de proba-
bilités Q™ des lois de X,, converge en variation totale vers une probabilité 11 qui est ['unique
probabilité invariante de la chaine de Markov (X, , n > 0).

100



Démonstration : Nous supposerons que E est fini pour dégager les idées de la preuve. Suppo-
sons tout d’abord que [ = 1. Soit v et v/ des probabilités sur | ; alors puisque Q(z,y) —aA(y) >
0:

lvQ-vQl < ) v - (Q)y)

= Z Z (v(z) — V() Qz,y)

- Z Z [v(z) =V (2)] [Qz,y) — aA(y)]

< > wle) = @)Y [Qx,y) — ad(y)]

< S Ilw) — vl@) (1-a) = (1-a) o — /]

L’ensemble des probabilités sur [E peut étre identifié au sous-ensemble fermé borné M; des
vecteurs p € RIFl tels que p(z) > 0 pour tout z € E et > wexP(x) = 1. Ce sous-ensemble est
également compact pour la norme [y, c’est a dire celle de la convergence en variation totale.
Le calcul précédent montre que l'application F' : M; — M, définie par F(v) = v@Q est
contractante de rapport 1 —a < 1. Le théoreme du point fixe permet de conclure qu’elle admet
un unique point fixe II et que pour toute loi initiale p sur E, la suite F(u) = pQ™, qui est la
loi de X,,, converge vers Il en variation totale.

Si [ > 1, la suite (X,;, n > 1) est une chaine de Markov de matrice de transition Q' et le
résultat précédent entraine que (uQ™, n > 1) converge vers 1'unique probabilité II telle que
IIQ' = II. Pour tout n > 1, la division euclidienne de n par [ fournit des entiers d > 0 et
0 <r <ltels que n =dl+ r pour lesquels :

lp Q" =1 = Q™ —T QY| < (1 —a)? |pQ" —TI|| <2(1 —a)?.

On en déduit que lorsque n — +oo, la suite pu Q™ des lois de X,, converge vers Il en variation
totale. Puisque II est invariante pour @', I1Q = I1 Q"' et I1Q est donc une probabilité inva-
riante de @', ce qui entraine que I1Q = II. Soit enfin II' une autre probabilité invariante pour
Q: alors II' est invariante pour Q' et on a donc II’ = II. a

Le théoreme suivant améliore le théoreme ergodique pour des matrices irréductibles apé-
riodiques sur un ensemble d’états fini; dans ce cas la suite Q"(x,.) converge (sans utiliser les
moyennes de Césaro) vers une unique probabilité invariante II & une vitesse exponentielle.

Théoreme 6.7 Soit () une matrice irréductible apériodique sur un ensemble fini d’états E.
Alors :

(i) 1l existe un vecteur (Il(y), y € E) et des constantes o €]0,1[ et M > 0 telles que pour
tout x,y € E, toute probabilité initiale p sur E et tout entiern > 1 :

Q" (2, y) — H(y)]
|Pu(X =y) — II(y)]

De plus, 11 est ['unique probabilité invariante et charge tous les éléments de | qui sont récurrents.

M o™,

<
< Ma™.
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(i1) Pour tout x et toute fonction f:E — R :

Vi (% S - S Ty) f(y)>

y€eE

converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne N'(0,0?) avec 0? < +00

Démonstration
(i) 11 suffit d’appliquer le lemme 6.4 et le théoréme 6.6.
(ii) Nous renvoyons le lecteur a [4] pour la démonstration. O

2

La valeur de o° est beaucoup plus délicate a calculer que dans le théoreme de la limite

centrale.

6.2 Simulation exacte d’une probabilité stationnaire

La méthode suivante, due a J. Propp et D. Wilson permet une simulation exacte de la
probabilité invariante II d’une matrice récurrente irréductible ) avec un test d’arrét explicite.
Soit E un espace d’états finis, () une matrice de transition sur E, U,U) un espace mesurable,
(Up, n > 0) uns suite i.i.d. de variables aléatoires a valeurs dans U et & : E x U — E une
application telle que

f{@aymzy):Quy% Vi eE. (6.3)

Pour tout entier n > 0, notons ®,, :  — EF l'application aléatoire de E dans E définie par
®,(z) = ®(x,U,) pour tout = € E.

Soit F': @ — E une variable aléatoire indépendante de la suite (U,, n > 0). On définit par
récurrence la suite (F, : Q — EE n > 0) par :

Fy=1F, Fn+1(') = Fn(CD(., Un)) )

cest adire: F,, = Fo®go---0d,_; pour tout entier n > 1. On vérifie aisément que (F,,, n > 0)
est une chaine de Markov sur £ = EF et on note Pp la probabilité correspondante sur I’espace
canonique Y. Par construction, on voit que la suite des images de F,, est décroissante. On
aimerait que la suite converge vers une application constante, mais I’exemple suivant montre
que ce n’est pas le cas méme lorsque la matrice @) est irréductible apériodique. Soit E = {a, b},
Q(z,y) = 5 pour tout z,y € E, U = {0,1} et (U,, n > 0) une suite de variable de Bernoulli de
parametre % Soit @ : E x U — E I'application définie par

®(a,0) = d(b,1) =a B(a,1) = B(b,0) =b.

Soit F' = Id; alors pour tout entier n > 1, F,(w) est soit I'identité, soit la permutation des
états a et b et 'image de F), reste égale a E.

Dans la suite on impose donc la condition suivante qui fait que le cardinal de I'image de F;,
diminue avec une probabilité strictement positive :

VACE,|A| > 1= P(|®(A,U,)| < |A]) >0. (6.4)

Le théoreme suivant justifie la simulation exacte de la loi II.
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Théoreme 6.8 Soit () une matrice de transition irréductible apériodique sur [’espace d’états
E fini, de probabilité invariante I1, (U,, n > 0) et ® définis par (6.3) et satisfaisant (6.4). Alors
les applications constantes f*) : E — E définies par f® (y) = x pour tout y € E sont les seuls
états récurrents de la chaine de Markov (F,,) et sont absorbants. Soit

T=inf{n >0 : [Im(F,)| =1}. (6.5)
Alors P(T < 400) =1 et si F = 1d,
Py(Fr=f%) =1(z), VzeE. (6.6)

Démonstration L’hypothese (6.4) entraine que toute application ¢ : E — E non constante
est un état transitoire de la chaine (F),, n > 0). D’apres le lemme 6.4, il existe un entier m tel
que Q@™(x,y) > 0 pour tout z,y € E. On en déduit qu’il existe un nombre « €]0, 1] tel que
pour toute condition initiale F', Pr(T > m) < «. La propriété de Markov entraine que pour
tout entier k > 1, Pp(T > km) < of. On en déduit que

ZPT>7, gkz:: P(T > km) 1Ta.

La chaine (F),) atteint donc un des états absorbants f*) en un temps p.s. fini et il reste &
prouver (6.6). Pour toute application ¢ € EE, et tout y € E, notons

Pgo(y) = P@(FT = f(y))‘

Si Fy = Id et Fr(w) = f®, on en déduit que pour tout n > T(w), Im(®go---0®,) C ¢ (y),
d’ott Im(Ido ®yo---0®,) C ¢~ !(y). La chaine (F,) partant de Id est donc absorbée en une
application f*) pour z € ¢~!(y). Réciproquement, si la chaine (F},) partant de Id est absorbée
en f@ pour x € p~'(y), en composant avec ¢, on en déduit que la chaine partant de ¢ est
absorbée en ¥, d’ou

D’autre part en décomposant suivant les valeurs de @, on obtient pour tout y € E :

p]d(?/) = ZP(@OZQM FT:f(y))

rcp~1(y)
= > Pul®) >, P(®=¢)
v€E {EEF () =y}
= 2 Pul =2_ Pra(@) Q.y).
z€E z€E
On en déduit que Ppy est une probabilité invariante de @ et est donc égale & II. O

L’utilisation pratique de ce théoreme demande de choisir ® pour ne calculer que les images
par ®yo --- o dy de quelques points de E (dont le nombre d’éléments est grand) et de stopper
la composition lorsque les images de ces points sont les mémes.
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6.3 Probabilités réversibles.

La notion suivante renforce celle de probabilité invariante. Si une matrice de transition
irréductible apériodique admet une probabilité réversible, on en déduit des renseignements
précis sur son spectre (qui renforcent sensiblement le théoreme de Perron Frobenius).

Définition 6.9 Soit () une matrice de transition sur [’espace d’états E. Une probabilité 11 sur
E est réversible pour Q (ou pour une chaine de Markov de matrice de transition Q) si

I(z) Q(z,y) = (y) Qy,z) , Va,ycE. (6.7)

En sommant I"équation (6.7) sur y € E, on déduit que si IT est réversible pour @,

M) =Y (2) Qx,y) = Y _T(y) Qy,x),

ce qui entraine que II est invariante. Si la chaine de Markov (X, , n > 0) est de matrice de
transition @) et si la loi de X, est la probabilité réversible II,

P(Xy =2, Xnpy =y) = P(Xp =y, Xnp1 = 2);

de plus, si II(z) = 0 et II(y) > 0, alors Q(y,z) = 0, c’est a dire que la restriction de @ au
support de II est encore une matrice de transition pour laquelle IT est réversible ; on peut donc
se ramener au cas ou II(x) > 0 pour tout x € E. Si E est un ensemble a N éléments noté
E={1,---, N} et II est une mesure strictement positive sur E, notons D la matrice (N, N)
diagonale définie par

D(i,i) = /11(i), VieRE.

De plus, l'opérateur de L?*(IT) adjoint de celui associé & une matrice A est associé a la
matrice A = D2 A* D?, ot A* désigne la transposée de A. Un calcul immédiat montre que la
matrice de transition @ sur E admet IT comme probabilité réversible si et seulement si D Q D!
est symétrique; ceci traduit le fait que opérateur associé¢ & @ dans L*(II) est autoadjoint. Le
résultat suivant montre que si II est une probabilité invariante pour la matrice de transition @),
on peut définir une nouvelle matrice de transition P telle que II soit réversible pour P.

Proposition 6.10 Soit IT une probabilité strictement positive sur E fini et () une matrice de
transition telle que 11 est invariante. Soit

Q=D2Q' D" & P=3Q+Q);

alors Q est une matrice de transition admettant II comme probabilité invariante et P est une
matrice de transition admettant II comme probabilité réversible.

Démonstration : Le fait que II soit invariante entraine que Q est une matrice de transition et
P Test donc aussi. Puisque () est une matrice de transition, Il est invariante pour (). Un calcul
immédiat montre enfin que II est réversible pour P. O

Le résultat suivant donne des conditions suffisantes sur ) pour que la probabilité uniforme
sur [E soit invariante ou réversible ; la démonstration élémentaire est laissée au lecteur.
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Proposition 6.11 Soit E un ensemble d’états fini.
(i) Soit Q) une matrice bistochastique, c’est a dire une matrice de transition telle que

» Qwy) =1, VyekE.

z€E

Alors la probabilité uniforme sur E est invariante pour Q).
(i1) Soit Q) une matrice de transition symétrique. Alors la probabilité uniforme sur E est
réversible pour Q).

Dans le cas ol la mesure invariante II est réversible pour @), I’écriture de la différence entre
Q" et II est 1égerement plus précise, comme le montre la :

Proposition 6.12 Soit E = {1 --- | d}, Q une matrice de transition irréductible apériodique
sur lE admettant une probabilité invariante I1 réversible. Alors Q) est diagonalisable, ses valeurs
propres Ay =1 > Ao > - > \g > —1 sont réelles, 1 est simple et il existe une base orthonormée
(i, 1 <i<d) de R? telle que pour tout entier n > 1,

Q"(x,y) = 1(y) Eg) PIRYEAE: (6.8)

~—

Notons o = sup{|\;|, 2 < i < d} €]0,1]; pour tout entier n > 1 et tout x € E :

(ZE Q" (e ) n<y>|> < @op TP o (6.9

Démonstration : Puisque II est () réversible, si on note D la matrice diagonale définie par

i) = /I1(i), DQ D™ est symétrique, donc diagonalisable dans R par une matrice de
passage orthogonale. Soit donc (¢;, 1 < i < d) une base orthonormée de vecteurs propres de
D @ D! pour les valeurs propres \; ordonnées par ordre décroissant. Clairement les vecteurs

1; définis par ¢;(z) = % sont des vecteurs propres de () pour les mémes valeurs propres.
T
Le théoreme de Perron Frobenius entraine donc que 1 est valeur propre simple et que les autres

valeurs propres de () appartiennent a U'intervalle [—1, 1 et il reste & montrer que —1 n’est pas
valeur propre. Supposons qu’il existe un vecteur non nul et différent de c1 tel que Qv = —wv;
alors Q?v = v et v est vecteur propre de la matrice Q? pour la valeur propre 1. Il suffit donc
de prouver que la matrice de transition Q? est irréductible pour en déduire une contradiction
par application du théoreme de Perron-Frobenius. D’apres le lemme 6.4, il existe un entier ng
tel que pour tout couple d’états z,y on a Q*"(x,y) > 0, ce qui prouve l'irréductibilité de Q2.

De plus, on peut choisir comme vecteur ¥, = 1, soit comme vecteur ¢, le vecteur unitaire
(v/II(z), 1 < 2 < d). Pour tout couple de vecteurs u,v de R? et pour tout entier n > 1, la
forme bilinéaire définie par la matrice D Q™ D! satisfait

(u, DQ" D! Z/\” v, b;) .

L’équation (6.8) s’en déduit immédiatement pour u(.) = H( l{x} ) et v( \/71{3,}
\/ T
L’équation (6.8) entraine que pour tout z,y € E,

a(z,y) = /(y) (% B 1) B \/ﬁ 1=2

! ou(x) du(y)
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La base (¢;, 1 <1 < d) étant orthonormée, on en déduit que
2n

d d
. a
;awy _H—222¢z < G

ce qui montre la seconde inégalité de (6.9). La premiere inégalité de (6.9) découle immédiatement
de l'inégalité de Schwarz, ce qui termine la démonstration. O

\_/

On peut également donner une majoration de 'erreur commise en remplagant 1’espérance
d’une fonction par rapport a la probabilité réversible II par 'espérance de cette fonction de X,.

Proposition 6.13 Sous les hypotheses de la Proposition 6.12, soit f : E — R ; notons
2
=S W) et Va(f) =D [fy) ~ Eu()] 1w,
IS yeE

Alors si (X, , n > 0) est une chaine de Markov de matrice de transition Q, pour tout entier
n>1 et tout x € E,

B((X) | X0 =)~ Ba(/)] < £ Vara(). (6.10)

II(z)
La démonstration est laissée en exercice.

Pratiquement, les valeurs de « et Varp(f) sont impossibles a calculer et pour appliquer le
théoreme ergodique, il faut que 'on soit proche de la probabilité invariante bien avant l'ins-
tant terminal pour lequel on simule la chaine. On fait démarrer la simulation en un état xg
quelconque, puis on la simule jusqu’a l'instant ng a partir duquel on considere que la loi de
X, est proche de la probabilité invariante : c’est la phase de « préchauffage » . On évalue en-
suite f(X,o1kn,) en des instants séparés par un temps n; (inférieur a ng) tel que 1'on puisse
considérer que les variables aléatoires X, 1xn,, & > 1 sont « presque indépendantes » (c’est une
propriété de mélange des chaines irréductibles apériodiques) et on calcule

1 K
E Z f(Xno-l—km) :
k=1

6.4 Algorithme de Hastings-Metropolis.

Afin de calculer [; fdII, au lieu de simuler une suite de variables aléatoires indépendantes
X; de loi « exactement » II (qui peut étre tres difficile a simuler par les méthodes du chapitre
2), il suffit donc de simuler une chaine de Markov récurrente irréductible apériodique de ma-
trice de transition P (& déterminer) telle que cette chaine ait IT comme probabilité invariante
(ou réversible) ; c’est le but de I'algorithme de Hastings-Metropolis. On remplace alors la loi
des grands nombres par le théoreme ergodique. Il faut concretement que la simulation de la
chaine soit « simple » et rapide en temps de calcul et que l'erreur commise soit connue et
faible ; le théoreme 6.7 ou les propositions 6.12 et 6.13 assurent que la convergence vers II est
« exponentiellement rapide » et remplacent le théoreme de la limite centrale.

Soit E un ensemble d’états fini ou dénombrable, () une matrice de transition sur E et II
une probabilité sur E. Fixons xy € E tel que II(xy) > 0 et posons Xy = 2. On construit alors
(X, n > 0) de facon itérative par une méthode similaire a la méthode du rejet :
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Supposons que pour n > 0, X,, = z,, ait été défini et construisons X, ;. On simule des
variables aléatoires Y,, et U, indépendantes de X k < n et indépendantes telles que :

e Y, est de loi Q(zy,.), c’est a dire que pour tout y € E, P(Y,, = y) = Q(zn,y).
e U, suit une loi uniforme #([0, 1]) sur I'intervalle [0, 1].

I(y) Qly, x))
(z) Q(z,y) )’

avec la convention a(xz,y) =1 si lI(x) Q(z,y) = 0, puis :

Posons
a(z,y) = min (1 ,

o SiU, <a(X,,Y,), Xni1 =Y, cest a dire que l'on « accepte » la transition.
e SiU, > a(X,,Y,), Xn1 = X, cest a dire que l'on « rejette » la transition.

On a alors la :
Proposition 6.14 Le processus (X,,, n > 0) est une chaine de Markov de matrice de transition
P définie par
P _ _ in (1. 1w Q) :
([L’,y) Q(-T,y) Oé([[’,y) Q(-T,y) min ) TI(z) Q(x,y) 51T 7é Y, (611)
P(I,ZL’) =1- Zy;&xp(x7y> :
De plus 11 est une probabilité réversible (donc invariante) pour P.

Démonstration. Il est clair que la loi de X, sachant Xy = =g, ---, X,, = x,, ne dépend
que de z, et que (X,,) est donc une chaine de Markov. Supposons que P(X,, = x) > 0; alors
pour y # z, 'indépendance de U, et de (X,,,Y,,) et la loi conditionnelle de Y,, sachant X,, = x
entrainent :

PX,1=y|X,=2) = P(Yn:y, Up < alz,y)| X, ==

a(z,y) Qr,y) .
Enfin, ’égalité
P(Xppi=z|X,=2)=1-> P(X,1=y|X, =2
yFx
termine la caractérisation de la matrice de passage de (X,,). Si = # y, puisque II(z) >0 :

(z) P(z,y) = Il(z) a(z,y) Q(z,y) = min{Il(z) Q(z,y), U(y) Q(y, z)} = 1(y) P(y,z) ,
ce qui prouve que II est réversible pour P. O

Puisque II est réversible pour P, la chaine ne visite que des états y € E tels que II(y) > 0
et on peut donc remplacer E par le support de II, c’est a dire ne considérer que des matrices de
transition @ et P sur E; = {x € E, [I(z) > 0}. D’autre part, la définition de « suggere de ne
considérer que des matrices @ sur E; telles que pour x # y, Q(z,y) > 0 entraine Q(y,z) > 0.
Une grande latitude est possible dans le choix de () et de ¢ ; nous y reviendrons ultérieurement.

Afin de pouvoir utiliser le théoreme ergodique 6.1 pour approximer f]E f dII par les moyennes
de Césaro ~ 7' | f(X}), ou bien le théoréme 6.7 pour avoir une vitesse de convergence dans
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cette approximation, il faut que la matrice P définie dans la proposition précédente soit
irréductible, ou bien irréductible et apériodique. Les deux résultats suivants donnent des condi-
tions suffisantes sur () pour assurer ces propriétés de P.

Proposition 6.15 Si la probabilité 11 est strictement positive et si la matrice de transition ()
est telle que pour tout © # vy, Q(x,y) # 0, alors la matrice de transition P définie par (6.11)
est irréductible.

Démonstration : Si x # y, P(z,y) = Q(z,y) a(z,y) > 0 et tous les états communiquent
donc. O

Proposition 6.16 Soit I une probabilité non constante sur lE discret, ) une matrice de transi-
tion symétrique irréductible. Alors la matrice de transition P définie par (6.11) est irréductible
apériodique et admet T comme probabilité réversible (donc invariante).

(y)

Démonstration. Puisque la probabilité II est non nulle et que a(z,y) = min< ’W)’ on

voit que a(z,y) # 0 pour tout z,y € E. Montrons tout d’abord l'irréductibilité de P. Puisque
@ est irréductible, pour tout  # y (en supprimant d’éventuelles boucles du chemin menant
de z & y) on déduit qu’il existe des états deux a deux distincts 2 € E, 1 < k < K tels que
r1 =2, xxg =y et pour tout k € {1, -+, K —1}, Q(xy, z141) > 0. La définition de P(xg, xpy1)
pour zj # rj,, montre que pour tout k € {1, --- , K — 1}, P(xg, 7x41) > 0 donc PX(z,y) > 0
et P est irréductible.

La chaine étant irréductible, tous les états ont la méme période et pour prouver qu’elle est
apériodique, il suffit de prouver I'existence d’un état z € E tel que P(z,x) > 0. Supposons que
pour tout état x € E, P(z,z) = 0; alors pour tout z € E :

0 = 1—2P(x,y)

yF£T
= Y Qa.y) - Y Qx,y) alz,y)
yeE y#x
= Qz.2)+ > Qz.y) [l —alz,y)].

y#T

Les termes de la derniere somme étant tout positifs, on en déduit que si y # x et Q(x,y) > 0,
a(z,y) = 1, c’est a dire que II(y) > II(z). La symétrie de @) entraine (en intervertissant z et
y) que si Q(z,y) >0, II(y) < (x), dott II(z) = (y).

Puisque @ est irréductible, pour tout couple d’états = # y, il existe une suite d’états deux a
deux distincts 25, 1 < k < K tels que 1 = x, xx =y et Q(xg, Tpy1) > 0pour 0 < k < K — 1.
On en déduit que II(zg) = II(z) pour 1 < k < K, c’est a dire que II(z) = II(y). La probabilité
IT est donc constante, ce qui fournit une contradiction. O

Dans le cas précédent d’une matrice () symétrique (qui est I'algorithme original de Metro-
polis), la procédure de test est un peu plus simple car

ao) =min (152

Pour maximiser les chances d’accepter les transitions, il faut que «(X,,Y,) soit égal a 1 ou
H(yn)
(n)

proche de 1, ce qui demande que ne devienne pas trop petit.
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Lorsque Q(x,y) = q(y), c’est a dire si toutes les lignes de @) sont égales, on dit que I’algo-
rithme est indépendant et dans ce cas :

II
a(z,y) = min (1,

Dans ce cas, la valeur de Y,, ne dépend pas de X,,, mais son rejet éventuel dépend de X,,.

L’algorithme général de Hastings Metropolis est donc :

Initialiser X avec xy
t—0
Répéter
1+— X
Produire j avec la probabilité Q(i,j)
a = (II(j) = Q(j, )/ (11() * Q(i, j))
Si a«>1 faire
X3
Sinon
Si Random < o faire
X —3
Fin
Fin
t—t+1
Jusqu’a 1’arrét de la simulation

Dans les cas ou @) est symétrique, le calcul de a est beaucoup plus simple et on a intéret a
tester si I1(j) < II(¢) avant de calculer a.

Souvent, ’ensemble des états est muni d’une structure de graphe et on choisit pour @) la
matrice de transition d’une marche aléatoire symétrique sur ce graphe (c’est a dire que pour
tout état x € E, Q(x,.) est la loi uniforme sur 'ensemble des états y voisins de x).

Un autre cas particulier important est celui ou la probabilité II a une forme exponentielle.

Définition 6.17 Soit E un ensemble fini, 3 > 0 une constante et V : E — R une fonction
définie sur E. La mesure de Gibbs associée a (3 et V' est définie par :

_exp(=pV(z))
Hﬁ@ﬁ—————zﬁﬁy———,

ot la constante de normalisation Z([3) est la fonction de partition

Ve e E,

Z(B) =Y exp(-fV(x)).

z€ek

Intuitivement, [ est 'inverse de la température et V' (le plus souvent positive) est la fonction
d’énergie des états. L’utilisation de ces probabilités vient du fait qu’elles maximisent 1’entropie

H(p) = =) p(x) In(u(x))

z€E

109



(avec la convention y In(y) = 0 quand y = 0) parmi les probabilité p sur E telles que I’énergie
moyenne du systeme [, V(z)du(z) soit fixée égale & C. En effet, pour maximiser H(u) =

— > ek () In(pu(z)) sous les contraintes ) pp(x) = 1et Y V(x)p(r) = C, on utilise la
méthode des multiplicateurs de Lagrange et on considere la fonction

O(3,b, 1) =Y () )+ 8 (Zv C)er(Z,u(x)—l).

z€E €k z€E
Les équations (ﬁ, b, ) = 0 pour tout = € E entrainent que In (p(z)) +1+ SV (z) +b=0

-8V
pour tout z € E. On en déduit que p(x) = w, ou puisque p est une probabilité,

Z(B) =3 ,cgexp ( — BV(z)). Enfin la constante 3 est déterminée par la contrainte

exp - 0V(z)
2V =g ¢

En multipliant cette égalité par Z(3)e?“, ceci revient & chercher les zéros de la fonction

G(B) =3 (Vi) - ) e (Vo).

z€ek

z€ek

Un calcul facile montre que G' < 0, limg_,_o, G(3) = 400 et limg_,, o G() = —o0; la fonction
G admet donc un seul zéro.

L’entropie mesure I'absence d’information sur le systeme. En effet, si I’énergie est constante
(qui traduit le fait qu'on ne dispose d’aucune information), la probabilité qui maximise 1’en-
tropie, c’est a dire pour laquelle 'incertitude est maximale, est la probabilité uniforme. Au
contraire, si u est une mesure de Dirac (il n’y a aucune incertitude) et U'entropie H (u) est nulle.

Dans le cas d'une mesure de Gibbs Ilg, si la matrice de transition @) est symétrique et
irréductible, a une température fixée, il est inutile de calculer la fonction de partition Z([3)
puisque :

a(w,y) = exp [~B(V(y) — V()] .
Dans ce cas, 'algorithme est simplifié comme suit :

Initialiser X avec xy
t—0
Répéter
17— X
Produire j avec la probabilité Q(i,7)
Si V(j) < V(i)
X3
Sinon
Si Random < exp [—3(V(j) — V(i))] faire
X«
Fin
Fin
t—1t+1
Jusqu’a 1’arrét de la simulation
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6.5 Algorithme du recuit simulé.

Le but de cette méthode est de trouver le minimum global d’une fonction V : E — R
définie sur un ensemble E fini, mais trop grand pour faire une recherche systématique. Un
exemple typique est le célebre « probleme du voyageur de commerce » suivant : Un voyageur
de commerce doit visiter N clients dans IV villes différentes et revenir a son point de départ ; il
cherche a minimiser la longueur du trajet a effectuer. Le nombre de permutations sur I’ensemble
des villes est N! et vaut environ 10 si N = 100. Si on ne tient compte ni du point initial ni du
sens du parcours, le nombre de trajets peut étre ramene a M La formule de Stirling donne

un équivalent du nombre « réduit » de trajets \f NN—3 N . Méme pour 30 villes, le nombre
de trajets possibles est d’environ 10°° et pour se convaincre de I'impossibilité d’énumérer tous
ces trajets pour trouver le plus court, il suffit de voir que le nombre d’opérations élémentaires
qui pourraient avoir été effectuées par un ordinateur actuel qui aurait fonctionné depuis la
naissance de I'univers (voila environ 2 x 10 années) est d’environ 4 x 10?°. Un des probleémes
techniques est que les méthodes classiques (telles que la descente de gradient) risquent de rester
piégées dans des minima locaux de V. Le probleme du voyageur de commerce ayant fait 1’objet
de tres nombreux travaux, certains algorithmes spécifiques sont plus efficaces que celui du recuit
simulé que nous allons présenter. Le recuit simulé a par contre I’avantage de pouvoir s’adapter
a de nombreuses situations ol la fonction V' que 1’on cherche a minimiser possede de nombreux
minima locaux.

L’utilisation de mesures de Gibbs dans ce contexte est naturelle car, comme le montre le
résultat suivant, a basse température, elles se concentrent sur les états d’énergie minimale.

Proposition 6.18 Soit E un ensemble fini, V : E — R, m = min{V(z), x € E} le minimum
deV et&={x €k : V(x) =m} Uensemble des points ot V atteint son minimum. Pour tout
B >0, soit Ilg la mesure de Gibbs définie par la définition 6.17. Alors quand 3 — 400 (c’est
a dire quand la température converge vers 0), pour tout x € E, limg_, o Ig(x) = ﬁ le(x) et
pour tout € > 0, limg_ ;o g({z € E : V(z) >m+¢e}) =0.

Démonstration : Puisque £ est fini, il existe 6 > 0 tel que infy¢e V(y) > m + 6. Pour tout
g>0etxek,

exp(=BV (x)) _ ep(=BlV() —m)
ETexp(—Bmm) + X yge DBV (W) 11+ Xyge xp(—B IV (y) — m])

(z) =

On en déduit que lorsque 8 — 00, exp(—f[V (y)—m]) — 0siy ¢ & ce qui entraine I1z(z) — ﬁ
six € € et lg(x) — 0 sinon. Enfin, puisque Z(3) > e=#™ ||, pour tout & > 0,

e Pt g |E|

Mo(V=m+e) <> —ns T

z€E

On dit que la suite (X, , n > 0) est une chaine de Markov in-homogene si sa matrice de
transition a chaque instant dépend de l'instant, c’est a dire s’il existe une suite (P, , n > 1)
de matrices de transition sur E telle que pour tout n > 0 et tout choix d’éléments x; € E,
0<k<n+1:

P<Xn+1:$n+1‘X0:$07"'7Xn:$n):Pn(xnaxn—l—l)'



On en déduit que P(X,11 =y | Xo=2) = (P --- P,)(z,y) et que si vy désigne la loi de X, la
loi v, de X,, est v, = vy P, --- P,. On construit la chaine in-homogene suivante :

On fixe une matrice de transition @ symétrique (c’est a dire telle que Q(z,vy) = Q(y, z)
pour tout couple d’états =,y de E) et satisfaisant la condition de Doeblin (6.2). On se donne
une suite de parametres (3, , n > 1) qui croit vers +o0o et on construit la matrice de transition
P, associée a @ et a la température 1/, par l'algorithme de Hastings Metropolis, c’est a dire
en posant :

Paley) = Qay) e (00 g gy (6.12)
P,(x,x) = 1—Z.Pn(x,y).
y#T

Il faut alors trouver une suite (3,, n > 1), appelée schéma de température, telle que la
chaine ne reste pas piégée dans un minimum local de V', que 'on appelle un puits de potentiel.
La terminologie est inspirée de la métallurgie ou le métal est refroidi lentement. Le probleme
crucial est la vitesse de refroidissement, c’est a dire la vitesse de convergence de la température
1/6, vers 0. En effet, si le refroidissement est trop rapide, le systéeme est « gelé » dans un
état qui ne correspond pas a un minimum du potentiel V', tandis que si le refroidissement est
trop lent, le temps de calcul devient trop long. Les résultats sur la vitesse de convergence sont
importants car ils donnent la précision de I'algorithme; ils ne seront pas abordés et on renvoie
a [3] ou [7] pour plus de détails.

Dans le cas du probleme du voyageur de commerce, on fixe la ville de départ et on tient
compte de l'ordre dans lequel les villes sont parcourues. On identifie un trajet a une permutation
et l'espace des états est donc ’ensemble Sy des permutations de {1, --- | N}. Partant d'un
trajet o € E, on sélectionne au hasard deux villes 7 et 7 et on les échange. Si 7 < 7, le nouveau
trajet est donc o' = (oy, -+, 021,04, Oix1 =+, Oj_1, i, Oj41, -+, ON). S1 & = j, 0’ = 0 et
sinon il existe une transposition 7 telle que ¢’ = 7 o ¢. Le nombre de permutations ¢’ auxquelles
on peut accéder a partir de o, que 'on appellera les voisins de o, est donc w + 1 et on
prend comme matrice de transition

Q(z,y) = 55 si xet ysont voisins et z # y,

Qz,z) =y,

Q(z,y) =0 si xet yne sont pas voisins.

Cette matrice de transition est symétrique et nous allons vérifier qu’elle satisfait la condition
de Doeblin. Toute permutation y peut s’écrire comme la composée de la permutation x et
d’au plus N — 1 transpositions; on a donc y = 7y_; © --- 71 o x ou on désigne par 7;, 1 <
1 < N — 1 soit une permutation, soit l'identité. Comme dans les deux cas, z et 7; o z sont
voisins, on a Q(z,7; © z) > 7. On en déduit que QN !(z,y) > (%)N_l = apu(y) ou p est la
probabilité uniforme sur E et ot o« = N!2¥N~1 N=2¥+2 On voit d’ailleurs que Q est irréductible
et apériodique. On pourra remarquer que la probabilité de transition « plus naturelle » définie
par Q(x, y) = m si x et y sont voisins et 0 sinon est symétrique, mais n’est pas apériodique
et ne satisfait pas non plus la condition de Doeblin.

Notons Ilg, la probabilité définie par Ilg, (z) = %ﬁ:;m), qui est la probabilité invariante de
la chaine de Markov homogene de matrice de transition P,. Puisque la suite (3, converge vers
+00, la suite de probabilités 1lg, se concentre sur les points dont ’énergie V' est proche du
minimum m de V. Il faut donc controler la norme en variation totale de la différence v,, —1lg,.
Si cette norme est petite, I’énergie de X, sera également proche de m quelque soit 1’état initial

Zg-
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Théoreme 6.19 Soit E un ensemble fini, vy une probabilité sur E et Q) une matrice de tran-
sition symétrique sur E qui satisfait la condition de Doeblin (6.2). Pour tout entier n > 1,
soit 3, = v In(n), P, la matrice de transition définie par (6.12) et v, = vy Py -+ P,. Il existe
Yo €]0, +o0] tel que :

(1) Pour tout v €]0, | et toute loi initiale vy on a

lim |jv, =g, || =0 (6.13)

n—-+o0o

et sim =min{V(z) : z € E}, pour tout € > 0, lim,, 1o P(V(X,) >m+¢e|Xo=1z) =0.
(ii) Si~y > 9, il eziste x € E tel que lim,,_, 1o P(V(X,) >m|Xy=1z) = 1.

La démonstration repose sur les trois lemmes techniques suivants.
Lemme 6.20 Soit 6(V) = max,cg V(x) — mingeg V() ; on a pour tout 3 et 5 :
s — g || <2(8 - F6(V).

Démonstration : La mesure Ilg est inchangée quand on remplace V par V — m, ou m =
mingeg V(). On peut donc supposer que m = 0 et que V' > 0. Sans perte de généralité, on
peut aussi supposer que 3 < ', ce qui entraine (' — ) V(x) > 0. On en déduit que pour tout
rekE:

|eBVE) _ =B V@)| < V@ |1 e~ @-AV@| < (' — §) §(V) eV
En sommant sur x € E, puis en divisant par Z(3) Z ('), on obtient :

12(8) = Z(B)] <Y e VW — e FVE | < (8 - B)6(V) Z(B),

z€ek
1 1 , 1
7 7 = 7
Puisque I3 et Iz sont des probabilités, on a :
1 1 y
s — Tl = = BV _ = BVI(2)
H B ﬁ” IGZE Z(ﬂ)e Z(ﬂ,)e
V(@) _ —8V@| L v (L1
= Z’ Nzt 2 @
—BV (x) —B'V(z)
< (B =3NS (g =)
< (5= B)d( >$€ZE AL )erE 70
< 2 -p)o(v). O

Notons

+
k= max Ligayo) V() = V(y))

le saut maximum d’énergie possible entre deux instants pour une chaine de Markov qui a )
comme matrice de transition. Alors :

Lemme 6.21 Soit Q) une matrice de transition qui satisfait la condition de Doeblin (6.2) avec
les constantes o et . Pour tout couple de probabilités p et p' sur E et pour tout entier n > 1
on a :

(i = 1) Pyt -+ Pagtl] < (L= ace” w000 1 — /)
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Démonstration : Pour tout couple d’états = = y et tout entier k > 1 on a :
Pz, y) = e P (V(y)—V(z)* Q(z,y) > e " Q(z,y)
et puisque Py(z,y) < Q(z,y) si x # y,
Ploy) =1- 3 Pley) 2 1- 3 Q@.y) = Q,2) = e Qa, ).
y#£T y#x

On en déduit que Py(z,y) > e % Q(x,y) pour tout z,y € E. Puisque Q satisfait la condition
de Doeblin :

Py - an(x’y) > e*(ﬁn+1+---+ﬁn+z)nQl(%y) > e~ VRl In(n+l) au(y).

Notons @' = Pny1 -+ Py et o = e 7%+ o Le raisonnement fait dans la démonstration
du Théoreme 6.6 pour [ = 1 montre que ||[(p— ') Q|| < (1 — o) ||p—p/|]. O

Lemme 6.22 Soit (z, k > 0) une suite telle que z9 > 0 et zpy1 < (1 — ag) zx + by avec
ar, €]0, 1] et by > 0 pour tout entier k > 0. Notons Ag =1 et Ay = Hf;ol ﬁ pour tout k > 1.
Alors pour tout entier k > 1, on a :

k—1
< AO 20 4 1 bl

- A A —~ o4
1=0

4 (Ais1 — Aj) . (6.14)

b;

En particulier, si 2221 o =+oo et - — 0 quand © — 400, alors limy_, . 2 = 0.

Démonstration : Puisque Axy; > 0, on a Agyq 2p01 < Ak 2k + Agaq b pour tout entier k£ > 1.
On en déduit par récurrence que

k-1
Akzk S A()Z() + ZAH_le
i=0
La majoration (6.14) est alors une conséquence immédiate du fait que A;41 = ai (A1 —A4A;). Si
la série ), o diverge, il en est de méme du produit infini [, ﬁ et la suite Ay, croit donc vers
+00. Si le quotient b;/«; converge vers 0, pour tout £ > 0 il existe ig tel que Z— <esit> .

< pour tout entier
20

Notons M un majorant de la suite 3— puis kg un entier tel que A,;l < 37

k > ko. Alors pour tout k > kg :

k—1
1 b; 1 Ap — A;
— (A —A) < — MA, +e—"2<2¢.
Ak) o Oéi( 1+1 z) = Ak 20 A-k; =~
On en déduit que lorsque k& — +o00, la suite Aik Zf;ol %(AZ-H — A;) converge vers 0, ce qui
entraine que la suite z; converge vers 0. a

Démonstration du Théoréme 6.19 : Nous démontrerons seulement la partie (i) du Théoreme
6.19 qui justifie la méthode et prouverons l'existence d’une constante -, non optimale, telle
que pour 0 < v < 7, lim, ||v, — IIg,|| = 0. Pour alléger les notation, notons II,, pour Ilg, ou
Bn =7 In(n). Par définition, pour tout n,k > 1, vy, = vy Pyyy -+ Poyy et 1L, = I1; P;, d’ott
Untk — Hn+k :(Vn - Hn) Pn-{—l to Pn-{—k + (Hn - Hn+1) Pn-{—l to Pn+k
+ (Hp1 = Hpg2) Poyo - Py 4+ -+ 4+ (Ihgpe1 — i) Py -
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Si p et p' sont deux probabilités sur [, on a

e Py — ! Pyl <D 1D (u(x) — i () Py, y)

<D ) = (@) Y Py, y) = Il — 1l (6.15)

Le lemme 6.20 permet alors de déduire que

k
Wik = ol < [ = W) Pagr - -+ Pogill + Z Mg j-1 = Tl
j=1

k
< || — ) Pyt -+ Pagill +276(V) Z [In(n+j) —In(n+j —1)]
j=1
n+k
< |(vn —I0,,) Ppyq - Poykl| +27v6(V) ln( - ) . (6.16)
Il reste a majorer ||(v,, —I1,,) Poy1 - -+ Puikl|. Sil est Pentier de la condition de Doeblin, notons
2k, = ||v — || L'inégalité précédente et le lemme 6.21 entrainent que
pr < (1— vkl In[(k+1)]] _ k+1
pr1 < a) 2k + b pour ap =ae et by =276(V) In — )

Il existe donc des constantes strictement positives ¢ et ¢’ telles que lorsque k — +o00, a ~
ck™7rl et Z—IZ ~ d kL don Y, oy = 400 et limy, Z—IZ =0siy< ﬁ Le lemme 6.22 montre
alors que limy_, 4o ||vg — gl = 0. Pour tout j = 1, -+, [—1, en appliquant j fois les inégalités
(615) et (616) a ‘(Vkl — Hkl) Plirl cee Plier, on déduit que

Kl + 7
s = sl < s = T+ 2500) n (57
ce qui entraine lim,, ., ||, —I1,,|| = 0. Puisque v, est la loi de X,,, la Proposition 6.18 permet
de conclure la démonstration de (i). O

Remarque 6.23 Pour 0 < v < 7, la vitesse de convergence de P(V(X,,) > m + ¢) est de la
forme O(n=¢7+%) pour tout ¢ > 0. Il faudrait donc prendre 7 aussi proche que possible de 7o,
mais cette valeur est tres difficile a calculer. Elle dépend de V' et aussi de la matrice () choisie et
il faut considérer que 7, est inconnue. De plus, pour les praticiens, un schéma de température
logarithmique est trop lent et ils utilisent plus souvent des schémas de la forme 3, = C'n”. En
fait, pour un nombre fixé ny d’itérations, le schéma optimal est 3, = a In(ng) b, avec des
parametres a et b qu'il faut considérer comme inconnus (cf. [3]).

Concretement, on utilise une approche empirique en essayant divers schémas de température
et en changeant éventuellement la matrice de transition (). Une autre méthode consiste a laisser
la température constante sur des paliers.

Définition 6.24 Soit © ¢ £. On dit que © communique avec £ a hauteur h > 0 s’il existe
xg, T1, - ,x; tels que xg =z, x; € € et :

Q(xi7xi+1>>0 VZ:O,,]—l et
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La hauteur de communication h* de V' est la plus petite hauteur h a laquelle tout élément x ¢ £
communique avec £ a hauteur h.

Nous admettrons le résultat suivant de Hajek (1988).

Théoréme 6.25 Pour l’algorithme du recuit simulé avec le schéma de température T'(n) = B

on alim, P(X, € £) =1 si et seulement si :
+oo
lim 3, = 400 et Zexp (—h*f3,) = 400
n=1

La condition du Théoreme 6.25 de Hajek est bien sur vérifiée si (3, = v In(n) avec v > hi
et la convergence est rapide si h est proche de h*. Deux problemes se posent de nouveau :
concretement, la valeur de h* est inconnue et on ne connait pas le temps d’atteinte du minimum
avec une précision donnée. Au lieu de recalculer (3, a chaque instant n, on le fixe sur des paliers
de temps de plus en plus longs en imposant pour tout entier £ > 1 :

B, =k pour tout n €ler"HVh k.
Si h > h*, ces paliers de temps sont assez longs pour que loi de la chaine définie par ’algorithme
de Metropolis et ayant comme probabilité invariante la mesure de Gibbs I, = I3, pour n €
Jeh=Dh - ekh] atteigne IT; & la fin du palier. Ainsi, pour h > h* la suite sup, g > yee | PE (T, y) —
II(y)| converge vers 0 quand k — +o00. On pourra trouver des détails sur cette méthode et sur
son implémentation dans [23].

Dans le cas du voyageur de commerce, le programme Scilab suivant vient de [5]. Il permet
de trouver le trajet optimal avec N = 50 villes réparties de fagon indépendante équidistribuée
de loi uniforme dans le carré unité. La matrice () décrite précédemment, ainsi qu’avec une
matrice Q plus efficace. La matrice @ est définie de fagon similaire a @), avec une définition
différente de trajets voisins. Pour toute permutation o € Sy, les permutations voisines de
o sont les permutations ¢’ déduites de o en choisissant au hasard deux villes i et j, en les
échangeant et en changeant le sens du parcours entre les villes ¢ et j, c’est a dire en posant
o = (0'1, 3 04-1, 045, 051, *** , 0441, 045 Oj41, " ,O'N> sl < j

Le programme principal recuit.sce est le suivant. Pour ’exécuter, taper exec recuit.sce
dans un terminal Scilab.

xset ("default") ;
getf fonctionsrecuit.sci
// Nombre de villes
n=50 ;
//n=20 ;

// Villes aleatoires dans [0,1]?
position=grand(n,2,’unf’,0,1) ;

// Nombre d’iterations de 1l’algorithme
N=60000 ;
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Long=zeros(1,N) ;

// Trajet initial=permutation aleatoire de {1, --- ,n}
trajet=grand(1l,’prm’,[1 :n]’) ;

// fonction de temperature
function [beta]=schema_temp (k)
beta=k/200 ;

endfunction ;

h=longueur (trajet,position) ;
trajet_initial=trajet ;
trajet_optimal=trajet ;

for i=1 :N,
n_trajet=trajet_voisin(trajet) ;
n_h=longueur(n_trajet,position) ;
if (n_h<h) then
trajet=n_trajet ;
h=n h;
trajet_optimal=trajet ;

elseif (grand(l,l,’unf’,O,1)<%ez—schema_temp(i)*(n_h—h))) then
trajet=n_trajet ;
h=n h;
end ;

Long(i)=h ;

end ;

trajetfinal=trajet ;

// Graphe de 1’evolution de 1’energie
fenetre=1;

xset (’window’ ,fenetre) ;

xbasc() ;

plot2d([1 :N],Long) ;

xtitle([’Evolution de la longueur du trajet’]) ;

// Graphe des trajets

fenetre=2 ;

xset (’window’ ,fenetre) ;

xbasc() ;

xsetech([0.25,0,.5,.5])

dessin(trajet_initial,position) ;

xtitle([’trajet initial’]) ;

xsetech([0.25,0.5,.5,.5])

dessin(trajet_optimal,position) ;

xtitle([’trajet obtenu par recuit apres 60000 iterations’]) ;

Le programme principal fait appel au fichier de fonctions fonctionsrecuit.sci suivant.
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On verra que deux versions de trajetvoisin sont données, la premiere avec la matrice ) et la
seconde avec la matrice Q. Les graphes sont donnés avec la version du fichier qui correspond a
@, qui est plus efficace.

Le fichier fonctionsrecuit.sci est le suivant (avec la matrice Q) :

// Calcul d’un trajet voisin avec Q
// par permutation de deux villes et
// retournement du trajet entre les deux villes
function [x]=trajet_voisin(y) ;
1=length(y) ;
i=grand(1,1,’uin’,1,1) ;
j=grand(1,1,’uin’,1,1) ;
X=y; z=y;
if (i-1<j) then
x([1 :jD=y([j :-1 :i]);
else z=y([1 :-1 :11); x=z; x([1-i+2 :1-j1)=z([1-j :-1 :1-i+2]);
end ;
endfunction ;

// Calcul de la longueur d’un trajet
function [h]=longueur(perm,position) ;
n_position=position(perm, :) ;
1=length(perm) ;
A=eye(1l,1)-[zeros(1,1),eye(1,1-1)] ;
AL, D=-1;

B=A*n_position ;

h=sqrt (sum(B.*B)) ;

endfunction ;

// Affichage d’un trajet

function dessin(trajet,position) ;
pos=position(trajet, :);

pos=[pos ;pos(l, :)];

plot2d(pos( :,1),pos( :,2),1,°0007) ;
endfunction ;

La fonction trajet_voisin peut éventuellement étre remplacée par la suivante, qui se
contente de permuter les villes 7 et j, ce qui correspond a la matrice Q).

// permutation de 2 villes
function [x]=trajet_voisin(y) ;
1=1length(y) ;
i=grand(1,1,’uin’,1,1) ;
j=grand(1,1,’uin’,1,1) ;

X=y ; 2Z=Y;
x([1i,jD=y([j,i]) ;

endfunction ;
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Fi1G. 19 — Trajets pour 50 villes uniformément réparties dans un carré de facon indépendante

trajet initial trajet obtenu par recuit apres 20 000 iterations

=

trajet obtenu par recuit apres 60 000 iterations
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F1a. 20 — Evolution de la longueur du trajet au cours des 60 000 itérations

Evolution de la longueur du trajet

0 led 2e4 3ed 4e4 5e4 6e4

6.6 Exercices

Exercice 6.1 Reprendre les exercices 3.8 et 3.21 et calculer la période des états. Les résultats
établis pouvaient-ils étre prévus?

Exercice 6.2 Démontrer l'inégalité (6.10).

Exercice 6.3 Soit E un ensemble fini ou dénombrable, p et ¢ des probabilités sur E telles
que 0 < p < Cq ou q est facile a simuler. Soit (Y,,, n > 1) une suite de variables aléatoires
indépendantes de méme loi g et X une variable aléatoire a valeurs dans E indépendante de la
suite (Y;,). On définit la suite (X,, n > 0) par récurrence a partir de X, de la fagon suivante :

¥ Y11 avec la probabilité Cp%’iﬂz) 5
") X, avec la probabilité 1 — % :

1. En considérant une suite (U, , n > 1) de variables aléatoires indépendantes de loi ¢([0, 1])
et indépendante de (X, (Y,)), montrer que X, 11 = f(X,, Uns1, Yns1) et en déduire que
(X,) est une chaine de Markov.

2. Calculer la probabilité de transition () de cette chaine.

3. Pour toute probabilité p sur E, calculer @ et en déduire que la suite des lois de X,
converge vers une unique probabilité invariante égale a p.

4. Quel rapport y a-t-il entre cette chaine de Markov et la méthode du rejet usuelle ?

5. Si E est fini, approximer ) ®(z)p(x) pour une fonction ¢ : E — R. Que peut-on dire
de la vitesse de convergence ?
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Exercice 6.4 (Echantillonneur de Gibbs) Soit (X7, ---, X;) un vecteur aléatoire prenant
ses valeurs dans E? on E est un ensemble fini et soit p(zy, - -+, z4) la loi de ce vecteur.

On définit une chaine de Markov (X(n), n > 0) sur E¢ comme suit : si X = X(n) est
donné, on choisit au hasard un entier ¢ compris entre 1 et d et on modifie la iéme coordonnée
suivant la loi conditionnelle de X; sachant {X; = x;, j # i}.

1. Montrer que la probabilité de transition de la chaine (X (n)) est définie pour 7 = (z;, 1 <
j<d)ety=(x1, -+ ,%i_1, Y, Tit1, -~ ,xq) pour un indice i = 1, --- , d par :

Q) = 5 P(Xi=y| X, =, #19).

et @Q(u,v) = 0 sinon.

2. Donner un algorithme de simulation de la probabilité de transition Q(Z,y) quand on sait
simuler la loi conditionnelle P(X; =y | X, = x;, j #i).

3. Soit A un sous-ensemble de E?: on cherche a simuler une variable aléatoire de loi
)

p(j) 1{%@4}
P(Xy, -+, Xg) €A’

Ecrire I’algorithme de Hastings Metropolis dans ce cas.
4. Que devient I'algorithme si A = E?¢?

5. Proposer un algorithme permettant de tirer d points uniformément répartis sur le cercle
conditionnellement a ce que la distance minimum entre ces points soit § > 0.

Exercice 6.5 Ecrire un algorithme de Metropolis pour la simulation des lois suivantes :

1. Loi sur 'ensemble de vecteurs d’entiers (ki, - -, k4) dont la somme des composantes est
n telle que la probabilité d’un vecteur soit proportionnelle a sa premiere coordonnée.

2. Loi sur I'ensemble des sous-ensembles & n éléments de {1, - -, d} telle que la probabilité
d’un sous-ensemble soit proportionnelle a la somme de ses éléments.

Exercice 6.6 Soit E = {0, 1} I'ensemble des états dont les éléments sont notés n = (n(i), 1 <
i < d) avec n(i) € {0,1}. On dit que deux éléments de E sont voisins s’ils different en une seule
coordonnée i € {1, ---, d}; on en déduit alors un graphe dont les sommets sont les éléments
de E et tels que 'ensemble des arétes A est caractérisé par le fait que :

d
{n,(} € A si et seulement si Z In(i) —C(@)| =1.
i=1

Fixons v € [0, 1] et construisons la matrice de transition @) par :

si net ( sont voisins,

s
d

Qn,{)=<¢ 1—v si n=_¢,
0 sinon.

Pour v = 0, @ est I'identité et pour v = 1, Q) est la matrice de la marche aléatoire symétrique
sur le graphe précédent défini sur I’hypercube; dans ce cas la période est 2.
Dans la suite, nous supposerons que 0 < v < 1.
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. Pour tout £ € E, notons ¢ : E — {—1,+1} le caractere défini par :
Xe(n) = (1)

Montrer que la famille (x¢, £ € E) est une base orthogonale de R2?* et calculer la norme
de Xe-
. Montrer que x¢ est un vecteur propre de () pour la valeur propre

9 d
)\5:1—%25(2').
=1

. En déduire que les valeurs propres de () sont

2y 4~
1.1—-=L 1—-=-"L ... 1-2
) d? d’ ) 77
2k~

la valeur propre 1 — =22 étant d’ordre de multiplicité Ck.
. Calculer v = sup{|X¢| : € € E, A\¢ # 1}.

Nous supposons désormais que v < #‘ld et considérons la base orthonormée de vecteurs

propres ¢, définie par ¢¢(n) = 275 Xe(n). Le but est d’évaluer la puissance de ) nécessaire
pour que ()" approxime la probabilité invariante avec une précision fixée.

. Montrer que @) est irréductible apériodique et admet une probabilité invariante réversible.
En utilisant I’équation (6.9), montrer que :

Sl (20 ) ~1) <e si om > d?

ek

@) _ 4 ).

4v 4y

. En utilisant (6.8), montrer que :

Sl (29Qn(n.¢) —1) < i m > ) d

— — In(In(1 +¢)).
po y 4y

: . dIn(d N
L’ordre de grandeur du nombre de pas nécessaire est donc % et est tres inférieur au

nombre d’états 2,
. On considere la chaine de Markov sur E simulée par ’algorithme suivant :

k<« 0

Initialiser 7

n«—0

Répéter
Choisir 7 de loi uniforme sur {1,---,d}
n(i) — 1 —=n(i)
Si Random < 0.5

Choisir j de loi uniforme sur {1,---,d}
n(j) < 1 —=n(j)

Fin

n«—n-t+1

Jusqu’a n > Palier
Jusqu’a 1’arrét de la simulation

Déterminer les valeurs propres de la matrice de transition () de cette chaine et évaluer la
vitesse de convergence de Q" vers sa probabilité invariante.
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