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Introduction générale

Ce document de synthese s’articule autour de quelques themes qui ont constitué
le fil conducteur de mes recherches pendant les sept dernieres années:

e le calcul de Malliavin et le calcul stochastique anticipant dans le sens classique ou
dans le sens généralisé

e ’étude du mouvement brownien fractionnaire (mbf) et des processus stochastiques
liés a celui-ci

e la convergence en loi vers des processus gaussiens ou plus généraux, 1’équivalence
en loi des processus gaussiens.

Nous avons également orienté nos recherches vers 'application du calcul sto-
chastique a des aspects pratiques, comme

e linférence statistique liée a des processus fractionnaires; cela représente en fait
le début d’'un projet plus ample (soumis d’ailleurs & 1" Agence Nationale de la
Recherche ” dans le cadre des projets ”Jeunes chercheurs”).

e les mathématiques financieres.

Nous avons regroupé nos travaux en six Chapitres; le choix ne respecte pas
I’ordre chronologique et il n’est pas I'unique choix possible. Ces chapitres seront:

e Le Chapitre 1 intitulé ”Intégrales anticipantes et martingales” présente une nouvelle
vision du calcul stochastique anticipant de Skorohod. Il contient 5 articles (4
publiés ou acceptés et une prépublication).

e Le Chapitre 2, intitulé ”Calcul stochastique par rapport au mouvement brownien
fractionnaire” est le plus long : il expose les résultats contenus dans 8 articles,
dont 7 publiés ou acceptés et une prépublication. Evidemment, le théme cen-
tral est ici 'intégration par rapport au mouvement brownien fractionnaire et des
aspects différents sont traités : le temps local, le calcul stochastique pour les
draps fractionnaires, les processus de Bessel fractionnaires, le mouvement brown-
ien bifractionnaire.

o Le Chapitre 3 "Mouvement brownien fractionnaire dans les espaces de Hilbert” est
composé de 3 articles, les trois publiés ou acceptés pour publication. Ici on traite
les équations fractionnaires d’évolution, la régularité gaussienne et le calcul sto-
chastique par rapport au mouvement brownien fractionnaire infini-dimensionnel



e Nous avons intitulé le Chapitre 4 ”Processus gaussiens: approximation en loi,
équivalence en loi”. Nous exposons ici des résultats sur la convergence faible vers
des processus liés au mouvement brownien fractionnaire et sur I’équivalence en
loi des draps fractionnaires. Les 5 articles qui forment le chapitre sont acceptés
ou publiés.

e Le Chapitre 5 s’intitule 7 Inférence statistique pour les équations stochastiques
fractionnaires”. 1l est le fruit de mes préocupations récentes sur ’estimation
paramétrique pour des équations stochastiques avec le mouvement brownien frac-
tionnaire. Il contient 2 articles qui sont des prépublications.

e Le Chapitre 6 s’intitule ”Intégration stochastique généralisée: les cas Wiener, Pois-
son, Azéma” et il présente quelques travaux sur ’extension du calcul stochastique
anticipant sur les espace sde Wiener, Poisson ou d’une martingale normale.

Chaque chapitre débute par une introduction, contient ensuite la présentation
des travaux et se termine par une courte section de commentaires et perspectives. De
fagon générale, les articles écrits apres ma these de doctorat auront une présentation
plus détaillée que les travaux contenus dans la these de doctorat. Nous mentionnons
également que, pour essayer de garder la cursivité et la concision de I’exposition, nous
allons utiliser des résultats et des notations qui se trouvent dans la littérature scien-
tifique sans les rappeler.



CHAPITRE 1: Intégrales anticipantes et
martingales

1.1 Introduction

Le theme pricipal de ce chapitre est le calcul de Malliavin sur 'espace de Wiener et de
Poisson. Ce chapitre est basé sur les travaux suivants:

[1] Martingale type stochastic calculus for anticipating integrals, Bernoulli, 2004,
10(2), p. 313-325.

[2] (avec Giovanni Peccati et Michele Thieullen) Martingale structure of Skorohod
integral processes. The Annals of Probability, a paraitre.

[3] It6-Skorohod stochastic equations and applications to finance. Journal of Ap-
plied mathematics and stochastic analysis, 2004, 4, p. 359-369.

[4] (avec Soledad Torres) The Euler scheme for a class of stochastic integrals. Random
Operators and stochastic equations, 2004, 12 (3), p. 211-224 .

[5] (avec Giovanni Peccati) Anticipating integrals and martingales on the Poisson
space. Prépublication, soumis a Potential Analysis.

Le Chapitre 1 contient un recueil de travaux qui présentent une nouvelle ap-
proche du calcul de Malliavin et du calcul stochastique anticipant. Le calcul de Malli-
avin (ou le calcul des variations stochastiques) a constitué le sujet principal de mes
recherches pendant ma these de doctorat. Ce calcul a été introduit par P. Malliavin
en 1976 dans [64] et il a été ensuite intensivement étudié et developpé dans les années
80-90. Des recueils de résultats, méthodes et applications se trouvent dans les ouvrages
de Nualart [70], d’Ocone [80], ou de Bell [10].

Son but original a été I’étude de la régularité des densités des fonctionnelles de
Wiener, en particulier celles qui sont solution d’une équation différentielle stochastique;
plus précisément, on s’intéressait si un tel processus stochastique possede une densité
et si cette densité est réguliere dans un certain sens. Des criteres pour 'existence d’une
densité ont été donnés en fonction de la matrice de covariance de Malliavin. L’un
de traits marquants de ce calcul est le fait qu’il fournit une preuve probabiliste du
théoreme de Hormander qui donne une condition d’hypoellipcité pour les opérateurs
aux dérivées partielles sous laquelle la réponse aux questions précédentes est positive.
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Plus tard, la tendance a été d’appliquer cette théorie a des problemes pra-
tiques. Une direction dans laquelle le calcul de Malliavin s’applique est la finance
mathématique. Un premier travail qui montre comment ce calcul peut étre utilisé a
la finance, plus précisément au calcul d’un portefeuille optimal, est celui de Ocone
et Karatzas [53]. On mentionne également les travaux contenus dans l'ouvrage [58],
ou [12], pour différentes manieres d’utiliser cette théorie & des questions de la finance
mathématique.

Un succes récent du calcul anticipant fut le fait qu’il offre la possibilité d’intégrer
par rapport a des processus gaussiens, et en particulier par rapport au mouvement
brownien fractionnaire. Nous faisons référence au Chapitre 2 de ce document pour une
présentation detaillée de ce sujet.

Rappelons le cadre général et les principaux outils que nous utiliserons. On
considere (W;),c(0,1) un processus de Wiener standard sur I'espace de Wiener canonique
(Q,F, P). Soit S 'ensemble des fonctionnelles régulieres de W de la forme

F:f(th,...,th), tl,...,tne[O,l] (1)

ou f € Cy°(R™). Si F est de la forme (1), sa dérivée de Malliavin est donnée par
DtF:zn:a—f(Wt W) (@), € [0,1].
g 8561 19 ) n i 9 )

L’opérateur D étant fermable, il s’étend a 1’adhérence de S (notée Dk ) par rapport a
la norme

k
IFIE, =E[FP+Y EIDDF|L,([0,1]), FeSk>1p>2
j=1

la iéme dérivée D) étant définie itérativement. On pose LFP = LP ([O, 1] ;ID)k’p).
Notons que L*? ¢ Dom(d).

La dérivée de Malliavin D admet comme adjoint I'intégrale de Skorohod §. Plus
précisément, 'opérateur § est défini sur le domaine

1
Dom(8) = {u € L*([0,1] x Q)/ ’E/ usDsFds| < C||F|2}
0
et D et 6 satisfont la relation de dualité
1
E(Fé(u)) = E/ DsFusds, F € S,ue Dom(9). (2)
0

Notons §(u) = fol usdWs. Cette intégrale, introduite par Skorohod in 1975 dans [96],
coincide avec l'intégrale classique d’Ito si le processus uw que 'on intégre est adapté
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par rapport a la filtration engendrée par W. Cela a constitué le point de départ
d’une théorie d’intégration stochastique pour des processus non-adaptés qui étend le
calcul d’It6. Parmi les résultats de ce calcul, on se réfere a la preuve d’une formule de
changement de variable pour les intégrales anticipantes (voir [73]) ou & la résolution de
certaines équations stochastiques anticipantes (voir, par exemple, [15], [16], [17], [81]).

D’autre part, le calcul anticipant présente, dans un certain sens, quelques
désavantages, principalement au niveau de I’étude des propriétés trajectorielles des
processus anticipants. Concretement, considérons un processus intégrale indéfinie de
Skorohod de la forme

t
X, = / wgdW,,  te[0,1] 3)
0

ot ulyy appartient & Dom(d). Si I'intégrand u n’est pas adapté, alors le processsus
X n’est pas une semimartingale et le puissant calcul d’Itd ne s’applique pas a X. En
fait les techniques employées pour étudier les processus de la forme (3) sont, dans
leur majorité, liées plus a 'analyse fonctionnelle qu’au calcul des probabilités, cela ne
permetant pas, par exemple, ’étude fine des trajectoires ou bien I'utilisation de temps
d’arrét.

Le but central de ce chapitre est de mieux comprendre la relation qui peut
exister entre un processus intégrale indéfinie de Skorohod de la forme (3) et la théorie
des martingales et semimartingales. On présente ci-dessous les principaux résultats
obtenus dans cette direction.

1.2 Calcul stochastique de type Itd6 pour les intégrales an-
ticipantes

Deux formules jouent un role essentiel dans notreD’abord une formule de Clark-Ocone
généralisée (voir [73])

t
F=E (F/Fjye) + / E (DoF/Fage) dWe , pour F € DV2 . (4)

Ensuite, si F; ;e est la o-algébre engendrée par les accroissements du brownien sur
I'intérvalle [s,t]¢, alors on a la relation

E (X; — X/Fs ) =0 (5)

vérifiée par les processus de la forme (3). Cette relation remplace d’'une certaine fagon
I’adaptabilité. construction.

Rappelons aussi la formule qui donne la covariance de deux intégrales de Sko-
rohod

1 1,1
E (0(u)d(v)) = E/ usvsds + E/ / DyusDgvidsdt, — u,v € LY2. (6)
0 0o Jo
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Dans le travail [101] nous avons montré que la classe des processus stochastiques
qui sont une intégrale indéfinie de Skorohod de la forme (3) coincide, si les intégrands
sont assez réguliers dans le sens de Malliavin, avec une classe spéciale d’intégrales d’Ito
de la forme

t
Y, = / E 02/ Fis.q:] AW, (7)
0

Les processus de la forme (7) seront appelés intégrales d’Ité-Skorohod. A la base de
cette relation se trouve une application simple de la formule de Ocone-Clark. Soit X
un processus (3) et supposons que U'intégrand u est suffisament régulier dans le sens de
Malliavin. Appliquons (4) au processus u. On obtient

t t t
Xy = /0 E [ua/]F[a,t]c} dW,, +/0 / E [Dﬁua/F[ﬂyt]c} dedWa
t t B
= /0 E [ta/Flo] dWa + /0 ( /0 E [Dgua/Fis -] dWa> AW
t t B
= / E [ua/]F[a,t]C] dWa +/ |:E (/ DﬁuadWa) /]F[B’t]c:| dWﬁ
0 0 0

et donc X est une intégrale d’It6-Skorohod de type (7) avec vs = us + §(Dsulp ).

Un résultat réciproque (c.a.d., toute intégrale d’It6-Skorohod est une intégrale
indéfinie de Skorohod) est aussi prouvé en utilisant un critere de Duc et Nualart [28].
On résume le résultat dans la proposition suivante:

Proposition 1 i) Soit u un processus dans lespace LFP avec k > 3, p > 2 et Y défini
par (7). Alors il existe un unique processus v € LF=2P tel que X; = f(f E [Us/f[&t}c] dWs.
De plus, vy = up + fot DiugdWs.

ii) Soit v un processus dans l’espace L*P quec k > 3, p > 2. Alors il existe
un unique provessus u € LF72P tel que Y; = fot usdWs pour tout t. De plus, uy =
UV — fot E [Dt’Us/f[&t}c] dWS

Il est également vrai que, si les intégrands sont indéfiniment différentiables
au sens de Malliavin, les deux types d’intégrale coincident comme processus, et non
seulement comme variables aléatoires a 'instant ¢ fixé.

Nous utilisons ensuite cette relation entre les intégrales de Skorohod et d’Ito-
Skorohod pour développer un nouveau calcul stochastique pour les processus antici-
pants, différent de celui introduit dans [73]. En général, nous exploitons le calcul sto-
chastique pour la [y jc-martingale Y;’\, A <t (qui converge vers Y; dans L? et presque
surement quand A — t) donnée par

A
Y = / E [vs/Fs 4c] dWs
0

13



et nous prenons ensuite la limite lorsque A tend vers t. Notons aussi que le processus
Y vérifie "I'isométrie” suivante:

t
ElY;|? = E/O (E [vs/Flage])” ds, (8)

formule déduite de (6) et du fait que si F' est une variable aléatoire F 4-mesurable, alors
DF =0 sur A° x (.
Nous obtenons les résultats suivants:

— une formule d’It6 pour les intégrales d’Ito-Skorohod de la forme suivante: si f est
de classe C? et Y défini par (7), alors

F00) = O + [ POV [0/ W+ 5 [ £07) (B [o/Fae])* 9

— une formule de Tanaka faisant intervenir le temps local d’une intégrale anticipante

— des inégalités de Burkholder anticipantes.

1.3 Approximation d’un intégrale de Skorohod par des mar-
tingales forward-backward: cas Wiener et Poisson

L’étape suivante de notre étude est un regard plus profond sur les liens du calcul
anticipant de Skorohod et du calcul classique d’It6. 1l s’agit d’exploiter la représentation
(7) pour donner une caractérisation d’une intégrale anticipante indéfinie en termes de
produits de martingales forward et de martingales backward. Notons par BF la classe
de processus stochastiques qui sont des combinaisons linéaires de type

Zt:MtXNt, tG[O,l]

ou M est une martingale forward est N est une martingale backward (c.a.d., pour
tout ¢ € [0,1], N; est adapté par rapport a la filtration Fjg e et E (NS/IE‘[OJ]C) = Ny,
V0 < s <t <1). On notera simplement F[O,t]c = [Fee.

Nous démontrons que un processus X est de la forme (3) (ou, de fagon équivalente,
de la forme (7)) si et seulement si X est limite, dans une certaine norme, de processus
qui appartiennent a la classe BF.

On introduit la notation suivante: si G est un processus mesurable indexé par
[0, 1], alors
-1
2
V(G) =supE (th — th+1) , 9)

T :
J

3

Il
o

ou 7 parcourt les partitions de [0, 1]. Notre résultat est

14



Théoréme 1 Soitu € L*P, avec k > 3 et p > 2. Alors, il existe une suite de processus
{Zt(” e [0,1]}, r>1,

ayant les propriétés suivantes:

(i) pour tout r, Z") € BF;

(ii) pour tout r, Zt(r) = fOtE [vé’") ] f[a,t]c} dXqa, t €[0,1], on v\ € LF-2P;

(iii) pour toutr, V (Z(T)) < 400 et limp_oo V (0 (u1[07.]) - Z(T)) =0.

Nous prouvons également un résultat réciproque; il montre que une suite ”de
Cauchy dans la norme V” admet une limite qui est une intégrale indéfinie de Skorohod.

Théoréme 2 Soit Z™) une suite dans BF, n > 1, telle que V. (Z(”)) < 400 et

lim V (Z(") - Z<m>) —0.

n,m—-+oo

Alors il existe un processus {Y: : t € [0,1]} tel que

(1) Y: admet une représentation comme intégrale de Skorohod;
(i) V (V) < 400 et limy—joo V (Z™ - Y) = 0.
Les aspects suivants sont aussi discutés dans [83]:

— pour la classe de processus pouvant s’écrire comme une somme finie d’intégrales
stochastiques multiples de Wiener-Ito, nous donnons un lien explicite entre nos
résultats et ceux de [28].

— La formule de Clark-Ocone (4) appliquée pour s = 0 donne la relation suivante:
t
F=E(F/Fe)+ / E (DsF/Fis ) AW
0

et cela montre que F—E (F/Fc) est une intégrale d’It6-Skorohod. Nous montrons
que ce processus peut s’exprimer comme un time-reversed martingale brownienne
et nous donnons des conditions suffisantes pour qu’il soit une semimartingale dans
sa propre filtration.

— pour les processus X de la forme (3), nous cherchons & comprendre ce qui se passe
si ’on arréte ce processus a un temps aléatoire.
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Le travail [85] est consacré au calcul anticipant sur I’espace de Poisson. Il est
possible de définir les opérateurs D et § par rapport & un processus de Poisson com-
pensé (et méme plus généralement, par rapport a une martingale normale, voir [32])
en utilisant la structure d’espace de Fock engendrée par ces processus. Dans ce cas,
la dérivée de Malliavin est définie comme un opérateur d’annihilation et I'intégrale de
Skorohod § est un opérateur de création sur ’espace de Fock. Nous reprennons la
problématique anteriéure sur ’espace de Poisson et nous donnons un analoque pois-
sonien du Théoreme 1 et du Théoreme 2. Les difficultés spécifiques qui surgissent dans
ce cas sont liées au fait que les trajectoires du processus de Poisson et la filtration
engendrée par celui-ci ne sont pas continues.

1.4 Equations d’Ito-Skorohod: schéma d’Euler et applica-
tions a la finance

Nous proposons ensuite une classe particuliere d’équations stochastiques anticipantes,
I'idée d’introduire ce type d’équation étant liée a la correspondence qui existe entre les
intégrales de Skorohod et celles d’It6-Skorohod.

Il est bien connu que la méthode d’itération de Picard ne s’applique pas aux
équations stochastiques dans le sens de Skorohod car la formule pour la moyenne
quadratique d’une intégrale de Skorohod fait intervenir la dérivée de Malliavin qui
a son tour fait intervenir la dérivée seconde etc. et cela ne permet pas d’obtenir des
formules fermables. Nous introduissons une classe d’équations situées, si I'on peut
dire, "entre” les équations standard de type Ito et les équations de Skorohod et que
I’on appelle équations d’Ité-Skorohod. Elles ont la forme

t t
X; = Z+/ (5, E (Xs/Fls ) )dWs +/ b(s, X)ds, te[0,T). (10)
0 0

oll Z est une variable aléatoire dans L?(f2) et o et b satisfont des conditions standard.
La méthode classique de Picard peut étre utilisée, grace a I'isométrie (8), pour obtenir
Pexistence et I'unicité de la solution de (10). Nous cherchons a appliquer ces équations
dans deux directions:

e d’abord, nous introduissons un modele financier dirigé par une équation d’Ito-
Skorohod. On se place sur un espace probabilisé (2, F, P) sur lequel on définit
deux actifs: un actif sans risque A; dont I’évolution est régie par ’équation
différentielle dA; = rA:dt et un actif risqué noté S; dont I’évolution est mod-
elisée par I’équation d’Ito6-Skorohod

t t
Sy = E (So/Fie) + / oE (Ss/Fis4¢) dWs + / bE (Ss/Fis ge) ds. (11)
0 0
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En utilisant les propriétés du calcul anticipant, on peut montrer que la solution
de (11) est donnée par

S; = E (Sp/Fye) Wi (-5t (12)

Cela va permettre, pour une définition convenable du portfeuille autofinancé et
une définition adéquate de la différentielle dS;, 'obtention d’ une formule de Black-
Scholes pour le prix de 'option. Ce modele pourrait étre utilisé dans des situations
ou les prix dépendent également du futur.

e Dans le travail [100], nous donnons une schéma de discrétisation d’Euler pour ap-
proximer la solution de (10) par des processus a temps discret. Soit 0 = ¢y <

T
t1... < t, = T une partition de [0,7] et ¢ tel que 6 = §, = —. Le processus

n

Y? = {Y%(t),0 < t < T} défini ci-dessous sera utilisé pour approximer la solution
X de (10). D’abord on définit Y? & t;, par: Y?(0) = Y (0) € R,

Vtia) = Y2(t) b0tk B (VO (00)) Py, ) 0

0t B (YO (0 /iy 1) ) (W (trs1) = W (E)

pour k = 0,...,n — 1. Ensuite, YO(t) , t € [tp,tsr1[,k =0,1,...,n — 1 est défini
par interpolation linéaire

YO(t) = Vo (ty)+ tb(tk, E <y5(tk)/1€[tkvt]c) d3_|_/t o(te, E (yé(t,ﬁ)/F[tk,ﬂc) AW (s).

t tg
(13)
Nous montrons que le schéma consideré converge dans L? vers la solution et
nous donnons également la vitesse de convergence. Pour cela, nous combinons
les méthodes standard d’It6 et les outils du calcul de Malliavin.

1.5 Commentaires et perspectives

e l'approximation d’une intégrale anticipante par des produits de martingales forward-
backward donne certainement une nouvelle perspective du calcul anticipant de
type divergence. Nous aimerions néanmoins obtenir des avancées encore plus
importantes dans cette théorie d’intégration non-adaptée; notamment, une plus
large utilisation des temps d’arrét et la résolution d’équations stochastiques an-
ticipantes (nous voyons ici les équations d’Ito-Skorohod comme une étape in-
termédiaire entre celles-ci et les équations stochastiques standard de type It6.

e nous envisageons également d’étudier le cas planaire. Plus précisément, comme
I'intégrale de Skorohod est définie sur un espace gaussien, il s’agit de comprendre
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comment écrire une intégrale de Skorohod par rapport au drap brownien W de
type fg Jo fuwdWan, avec f anticipant, comme une limite de martingales forward-
backward a deux parametres. Cette question a été posée par P. Malliavin pendant
mon exposé a Marne-la-Vallée en janvier 2005.
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CHAPITRE 2: Calcul stochastique par
rapport au mouvement brownien
fractionnaire

2.1 Introduction

Ce chapitre s’organisera autour des articles suivants, dont le theme commun est le
calcul stochastique dirigé par le mouvement brownien fractionnaire.

[1] (avec Laure Coutin et David Nualart) “The Tanaka formula for the fractional
Brownian motion”, Stochastic Processes and their Applications, 2001,
94(2), p. 301-315.

[2] (avec Hassan Lakhel et Youssef Ouknine) ” Besov regularity for the indefinite Skoro-
hod integral with respect to the fractional Brownian motion”, Stochastics and
Stochastics Reports, 2002, 74(3-4), p. 597-615.

[3] (avec Frederi Viens) ”1t6 formula and local time for the fractional Brownian sheet”,
Electronic Journal of Probability, 2003, 8, paper 14, p. 1-31.

[4] (avec M'Hamed Eddahbi, Ramon Lacayo, Josep Lluis Sole et Josep Vives) ”Reg-
ularity of the local time for the d-dimensional fractional Brownian motion with
N parameters”, Stochastic Analysis and Applications, 2005, 23(2), p. 383-
400.

[5] (avec Nathalie Eisenbaum) ” On squared fractional Brownian motions”, Séminaire
de Probabilités XXXVIII, Lecture Notes of Mathematics, 2004, p. 282-289.

[6] (avec Brahim Boufoussi) ”Kramers-Smoluchowski approximation for stochastic
equations with fractional Brownian motion”, Revue Roumaine de Mathématiques
Pures et Appliquées, 2005, Tome 50, (2), p. 125-136.

[7] (avec Frederi Viens) ”1t6 formula for the two-parameter fractional Brownian sheet
using the extended divergence integral”, 2005, soumis & Stochastics.

[8] (avec Francesco Russo) ”On the bifractional fractional Brownian motion”, Sto-
chastic Processes and their Applications, accepté.

Le calcul stochastique par rapport au mouvement brownien fractionnaire a été
intensivement développé ces dernieres années grace aux multiples applications de ce
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processus dans des différents phénomenes (I’auto-similarité du processus justifie, par
exemple, son intérét dans les modélisations de fluctuations boursieres ou de traffic de
réseaux de télécommunications). D’ailleurs, quelques éléments du calcul stochastique
par rapport & des processus gaussiens existaient déja depuis les années 60-70: voir les
travaux de Huang et Cambanis [48] ou 'ouvrage de P. Major [63]. Mais derniérement
cette théorie a été renforcée et des approches nouvelles, modernes ont été considérées.

On note par (B} Jtelo,r1, T > 0, un mouvement brownien fractionnaire d’indice
de Hurst H €]0, 1] et par R sa covariance

1
R(t,s) = 3 (tzH +s2H |t — s|2H) . (14)

Nous utiliserons la représentation de ce processus comme égrale de Wiener par rapport
au mouvement brownien standard W

t
BH — / K(t, s)dW,, (15)
0
ou K(t,s) est donné par
t
K(t,s) =dg (t—s)H_% +SH_%F1 (s) ) (16)
d, étant une constante et
1 z—1 Ho3 Ho1
Fi(z) =du (5 H / 0 z(l—(9+1) 2)d0, 2> 1. (17)
0

Rappelons les directions principales dans lesquelles le calcul stochastique gaussien a été
développé:

1. le calcul de Malliavin (et la théorie du bruit blanc) a été utilisé, entre autre, dans
[3], [30], [18] or [33] pour intégrer par rapport a des processus gaussiens. Il est
possible de construire une dérivée de Malliavin et une intégrale de Skorohod sur
un espace gaussien, et par rapport au brownien fractionnaire en particulier; I'idée
est la méme que celle présentée dans le Chapitre 1, Section 1.1 sur l'espace de
Wiener, sauf que 'espace L%(]0, 1]) est maintenant remplacé par I'espace d’Hilbert
canonique (noté H) du processus gaussien consideré. Pour BH | cet espace est
défini comme étant 1’adhérence de ’ensemble {1[0,t]>t € [0,T]} par rapport au
produit scalaire

(L4 Los)n = R(L,s),  t,s€[0,T]. (18)

Plus précisément, si F' est une fonctionnelle réguliere de la forme F' = f(B(¢1), - , B(¢n)),
n>1,feCP(R") et o, -, ¢, €H,ladérivée de Malliavin de F' par rapport
a B est définie par



L’opérateur DP s’étend ensuite & I'adhérence de la classe des variables aléatoires
régulieres par rapport a la norme

k
IFIE, =EIFP+> DR
=1

p .
LP(Q;'H@J)‘

Cet ensemble sera également noté par D¥F. L’intégrale de Skorohod (ou de
divergence) 67 est I'adjoint de D®. Son domaine contient les processus u €
L2(2;H) tels que

E|(DP F,u)y| < C||Fl,

et 68 (u) € L%(Q) est donnée par la relation de dualité: pour toute F' réguliere,

E(6P(u)F) = E(DPF, u)y.

On note simplement 67 (u) = fOT usdBY . Notons qu'il existe la relation suivante
(voir [3]) entre les integrales 07 et & (par rapport au processus de Wiener W)

T T
/ usdBH = / (Ku) s dW (19)
0 0

ou pour ¢ € [0, 7]

' 0K 1
(Kju)s :/S uraa—r(r, s)dr, H > 3

0K 1

t
(Kfu)s = K(t, $)us —1—/8 (up — us)ﬁ(r, s)dr, H< 5

Avec ces notations, on a pour tout ¢,
Wy = BY (Kl g(-)) - (20)

Cette approche permet d’obtenir une formule d’Ito de la forme

t t
F(BEY = £(0) + /O f(BTYABY + H /O (B2 g (21)

si f est une fonction de classe C? dominée par une densité gaussienne de vari-
ance liée A celle de BH et H > %; en fait H = i représente une barriere pour
cette intégrale: il a été prouvé dans [19] que BY est intégrable par rapport i
B si et seulement si H > %. Si 'indice H est inférieur a %, il est necéssaire
d’introduire une intégrale de divergence étendue, "plus faible” (voir [19] pour
cette construction).
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2. le calcul stochastique trajectoriel (ou pathwise) a été introduit par Russo et Vallois
dans [92], [93] et appliqué au cas concret du mouvement brownien fractionnaire
dans [43] et [44]. Le concept de base est celui de l'intégrale symétrique: si X,Y
sont deux processus continues, alors I'intégrale (symmétrique) de Y par rapport
a X est donnée par

t 1 ('Y, Yy
/ Yod°X, = uep — lim = | 2= X)du, te[0,T). (22)
0 e=0¢e Jo 2

Cette approche permet ’'obtention d’une formule d’It6 de type Stratonovich
t
FBI =10 + [ 1/BhaBE (23)
0

si H > %. Ici encore, il existe un obstacle (H = %) qui empéche 'utilisation
de ce calcul a d’indices H petits et on a besoin d’une construction étendue pour
ces indices (voir [44]). Mentionnons également les travaux [1] et [112] pour des
contributions au calcul stochastique trajectoriel dirigé par le mbf et rappelons
que l'intégrale trajectorielle est égale a l'intégrale de Skorohod plus un terme de

trace.

3. récemment la théorie de rough paths (voir [61] et [89]) a trouvé son application au
cas du brownien fractionnaire. On mentionne le travail [23] pour la construction
d’une rough path pour le mbf avec H > i et pour la résolution d’équations

stochastiques dirigées par le mbf et aussi [66] pour des résultats plus récents.

2.2 Temps local du mouvement brownien fractionnaire

Deux articles ([24] et [35]) seront présentés dans cette partie du document de synthese;
leur élément commun est I’étude du temps local du mouvement brownien fractionnaire.

Notons que le temps local du mbf a été d’abord étudié par Berman dans [11] et
Geman et Horowitz dans [42]. Ce temps local (noté A{) a été défini comme la densité
de la mesure d’occupation I" — fot Ir(BH)ds. Dans [11] il a été démontré que A¢ admet
une version bicontinue dans (a, t) et ses trajectoires sont holderiennes d’ordre § < 1—H
dans t et d’ordre ﬁ — % dans a.

Nous introduissons un temps local modifié, ”avec poids” du brownien frac-
tionnaire. Notre temps local (noté L(a,t)) est défini comme la densité de la mesure

d’occupation
t
r— 2H/ 1p(BH)s? =15,
0
Notons par p. le noyau gaussien de variance . L’existence du temps local L(a,t),

a € R,t € [0,T] est justifiée en utilisant les chaos de Wiener-1t6. Nous adaptons au cas
fractionnaire la méthode utilisée par Nualart et Vives [77].
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Proposition 2 Pour tout a € R et t € [0,T] la variable aléatoire
t
2H/ pe(BE —a)s?H1ds
0

converge dans L?(Q) vers L(a,t) quand ¢ — 0. De plus, le temps local L(a,t) admet la
décomposition suivante en chaos de Wiener-Ito

o ot
L(a,t) = QHZ/O sCH Y ow(a)H, (8%) I, (1[075}®n) ds
n=0

ou, H,, représente le polynome d’Hermite de degrén et I, est l'intégrale multiple d’ordre
n par rapport & BH.

Le processus L(a,t) vérifie la formule de Tanaka: pour tout a € R et ¢ € [0, 7]
t

’Bg{ - a‘ = |a| +/ sign(BY — a)dBH + L(a,t) (24)
0

pour H > % L’intégrale stochastique ci-dessus est une intégrale de divergence (Skoro-
hod) présentée dans la Section 2.1.

Notons que récemment dans [19], la formule (24) a été démontrée pour tout
H €]0, 1], en considérant une intégrale de divergence généralisée.

Le travail [35] se concentre sur ’étude du temps local L(z,t), z € R%, ¢ € [0, 1]V
du mbf d-dimensionnel & n parametres (noté B et appelé (N, d)-mbf). Concrétement,

BH — (BHl, .. ,BHd) ot1 les composantes sont indépendantes et H; = (Hix,...,H;n) €
J0,1[Y.

Pour définir ce processus L(x, t) nous avons suivi ’approche classique de Berman
[11], c.a.d. L(x,t) est la densité de la mesure d’occupation A — f[o 1 14(BH)ds,
Ae B(Rd). Nous donnons la décomposition chaotique de ce processus et nous utilisons
cela pour obtenir le résultat suivant sur la régularité au sens de Sobolev-Watanabe.
Notons par D*P, p > 1, € R l'espace de Sobolev -Watanabe (voir [111]).

Théoréeme 3 Soit BE un (N,d)-mbf. Alors son temps local L(x,t) appartient
Vespace D? pour tout a < Ejvzl ﬁ — %, oi Hf = max{H;;:i=1,...,d}.

Une chose nous semble intéressante et a remarquer: la régularité du temps
local (unidimensionnel et & un parametre) au sens de Sobolev-Watanabe coincide avec
la régularité spatiale du processus. Remarquons également que dans le cas H = % nous
retrouvons le résultat de [77].
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2.3 Calcul stochastique par rapport au drap brownien frac-
tionnaire

Nos contributions exposées ici ([106] et [107]) développent un calcul stochastique de
type divergence (Skorohod) par rapport au mouvement brownien fractionnaire a deux
parametres. Nous arrivons a montrer une formule d’It6 dans les deux cas: quand les
indices de Hurst sont inférieurs ou supérieurs & un demi.

Le drap brownien fractionnaire (Wsa g’g ) s,tc[0,1] est un processus gaussien centré,
partant de 'origine, de fonction de covariance

E (Wtf‘fwgf) — R(t,u)R%(s,v)

1 1

=5 (2 + u?™ — |t — ul*) 5 (325 + 0% — |5 — v|2f3) :

Nous faisons référence aux travaux [2] ou [9] pour les propriétés de base de WP,
On rappelle que ce processus admet une version continue et il est auto-similaire. Nous
utiliserons également sa représentation comme intégrale de Wiener par rapport au drap
brownien standard W

t S
W;j,;ﬁ: / / KO (t,u) KP (s,0)dW,y 0,
0 0

le noyau K, étant défini par (16) dans la Section 2.1.

Comme 'on travaille sur un espace gaussien, le calcul de Malliavin peut étre
appliqué au cas du drap brownien fractionnaire. Le role central dans cette construction
est joué par l'espace de Hilbert canonique du drap W#?, noté H%?, qui est adhérence
de l'espace vectoriel engendré par les fonctions indicatrices sur [0,1]% par rapport au
produit scalaire

(L0,0x[0,5]> Lo,u x[0,0]) 18 = R (£, u)RP (s, 0).

Fixons a, 8 > % et notons par W o DV I'intégrale de Skorohod et la dérivée de

Malliavin par rapport & W®?. Cette fois-ci, la relation qui relie WA intégrale de
Skorohod par rapport au drap brownien classique W est pour

//fuvdwaﬁ—// 5 F) (u, v)dW,

ot 0K~ OKP
*72 —_—
(K 5/)(u,v) = /u /U f(a, b)W(a, U)—— 0 (b, v)dadb
pour tout processus f € Dom(éwa’ﬁ) C L2(Q; HYP).
Pour démontrer une formule d’1t6 pour f(W, v ), nous avons utilisé la méthode
classique basée sur la formule de Taylor. Pour une mellleure intuition sur cette formule,
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il est préférable de comprendre d’abord le cas f(z) = x2. Nous allons illustré les étapes
significatives de la décomposition de (Wf tﬁ )2. Considérons 7! : 0 = 59 < 81 < ... <
sp=setm?:0=1ty <t <...<ty, =tdeux partitions de [0, s], respectivement [0, ¢.

Apres une écriture convenable de la formule de Taylor et des regroupements de

termes, on arrive a
(W) = lim (I +J)

|| —0
avec
n—1m-—1
_ a3
I=23 3 Wi 0 (laxa,)
=0 5=0
et
n—1m-—1
_ 8 ., B B
J - 22 Z (W;thj-‘-l - Wszu j) (Wso:+17tj - Wso; ]) .
i=0 j=0

En utilisant les propriétés de l'intégrale de Skorohod, le terme I se décompose a son
tour comme suit:

n—1m—1 n—1m—1
r =2 Z Z d (WgtﬁaHlAiXAﬂ') +2 Z Z (Lo silx[0.8511)> Laixa Jaeos
=0 j=0 i=0 j=0
n—1m—1 n—1m—1
= Y s (W s, ) #2303 (g Ladre ogn 13, )
=0 j=0 i=0 j=0

Il est possible de montrer les convergences suivantes dans L?((2)

n—1m-—1
5( oF la, XA / / Wwedwep (25)
=0 j=0
et
n—1lm—1
Z Z <1[O,sz‘]’ 1Ai>7‘l“ <1[0,t]-+1]7 1Aj>7‘(/3
i=0 j*O
1
1 Z st =it = (sip1 = 5)*%) ) (%2&1 — 137 = (tj1 - tj)%) — s,
J
Concernant le terme J, nous avons
n—1m—1
J = 22 Z 0 [( =W tj> 1a, X[Ot]] +2) 0> (Lo 1a)me (Lo, 1o )2
=0 j=0 =0 j=0
n—1m-—1
= 2M(m) +2) > (Lo 1a)me (Lo, 1a;) 5
i=0 j=0
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ou

n—1m—1
M(m) = 3D a (Wl = Wl ) 1aioa]
i=0 j=0
n—1m-—1
e Z Z Laix (0,65 (D 10,5 xa, (4) | = 6@ (a™) (26)
i=0 j=0

et 0 représente une intégrale de Skorohod double par rapport au drap brownien
fractionnaire. Comme avant,

n—1lm-—1

1 .
DD (s Laddne (Log, ) 1a,)30 a0 5™t in 12 (27)
i=0 j=0

Le terme le plus difficile a gérer est ici le terme (26). Celui-ci est en fait un terme
spécifique pour le cas a deux parametres; il intervient aussi dans le cas classique (c.a.d.
a=pf= %) mais dans ce cas il est moins difficile a traiter car c’est une martingale (voir
[71]). Nous procédons de la fagon suivante: on montre que la suite (M (7)), est une
suite de Cauchy dans L?(f2) et admet donc une limite dans L?(2) (plus exactement,
que la suite a™ (26) est de Cauchy dans H® s ); cette limite sera notée M, - On obtient
finalement la formule suivante:

(Wstﬂ =2 / / WePdW el + 2M, + s**¢%0. (28)

Cela se généralise ainsi: si f est une fonction de classe C* dominée (elle et ses dérivées)
par une exponentielle de type densité gaussienne , alors

Fwesy = / / FVE)awes

+ 2aﬂ/ / f// Woz,ﬂ 2a—1 2,3 1dudv—|—/ / f// Waﬁ uv

+ / / f/// Wa,,@ 2a_lv2’8dude,ii;’)8+ﬂ/ / fm(W&LB)UQQUQB_ldUWide
0 JO

+ aﬁ//f“’ Wa’ﬂ w8 dudw. (29)

Comme application, en approchant la fonction valeur absolue | - | par des fonc-
tions régulieres, on montre une version a deux parametres de la formule de Tanaka

(24).

La méthode exposée ci-dessus est tres dépendante du fait que les parametres
de Hurst a et § sont supérieurs a % Le cas ol a et 3 sont < % doit étre traité d’une
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maniére totalement différente. Précisons d’abord que W n’est pas intégrable au sens
de Skorohod par rapport & W*# si (a, 8) ¢]1,1[ (une preuve de [19] justifie cela). En
conséquence, il est souhaitable d’introduire une forme d’intégrale de divergence plus
faible qui fonctionne pour des indices de Hurst tres petits. Pour cela, nous adaptons la
construction de [28] dans le cas unidimensionnel.

L’idée centrale est de remplacer Iespace H®? par une space plus grand, défini
par

H(Q),/ _ (K*,Q,ade*,2> -1 (L2(0, 1))

ot K*294 est 1'opérateur adjoint de K*? et de définir la nouvelle intégrale de la facon
suivante: Nous dirons qu’un processus U appartient au domaine généralisé de I'intégrale
de divergence (U € Dom*(d) s'il existe une variable aléatoire notée §(U)) telle que

E(FS§(U)) = / /T E[Us,t (K*’Q’“de*’QD.,F> (s,t)} dsdt VF € Sym,.  (30)

Ainsi, la nouvelle intégrale restreinte au domaine de ’ancienne, coincide avec 'ancienne.

En exploitant la relation de dualité (30) et en définissant convenablement
I'intégrale par rapport a M s,t, nous prouvons la formule (29) pour des indices a, § < %

La derniére partie de [107] présente une extension des résultats au drap brownien
logarithmique, c.a.d. au déla de 'ordre de régularité du mouvement brownien fraction-
naire. Le mouvement brownien logarithmique a été introduit dans [67] et il représente
une extension du brownien fractionnaire: en deux mots, 'ordre de régularité ”r 7 est
remplacé par log(1).

2.4 Compléments sur le calcul stochastique fractionnaire

Cette partie contient les résumés de quatre travaux sans aucun lien explicite entre eux.
Leur dénominateur commun est qu’ils sont tous centrés sur le calcul stochastique, en
général de type divergence, dirigé par le mbf. Nous allons passer en revue les résultats
contenus dans ces articles.

e Le travail [57] étudie la régularité dans les espaces de Besov des trajectoires d’une
intégrale indéfinie de Skorohod par rapport au mouvement brownien fraction-
naire. Ce type de régularité de Besov constitue un probleme naturel lorsque 1’on
s’intéresse a I’étude des trajectoires d’un processus stochastique et cela représente
en général une amélioration de la régularité holderienne.

Il a été prouvé dans [3] que les trajectoires t — fg usdBH | olt u est un proces-

sus suffisament régulier et I'intégrale est au sens de Skorohod, sont holderiennes
d’ordre 6 < H. Notre résultat va un peu plus loin: nous montrons que pour
H < % ces trajectoires appartiennent a ”’espace de Besov d’ordre H ” noté Bgoo

pour tout p > % (voir [20] pour la définition de cet espace). Notons que ce
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résultat étend celui de [20]: ici les auteurs montrent que le processus BY lui-
meéme appartient a cet espace Bgoo pour tout p > % Notons aussi que le cas
H > 3 a été traité dans [75].

Des éléments puissants du calcul anticipant (formule d’It6 anticipante, inégalités
de Meyer) sont employés pour la démonstration des résultats.

e L’article [37] est un travail qui souléve plutét des questions et donne des réponses
partielles. Il s’agit d’étudier les processus de Bessel fractionnaires. Rappelons
d’abord la situation classique: si W1, ..., W% sont d mouvements browniens
indépendants et si 'on pose

Yd7t — (Wt1)2 + . e + (Wtd)2

alors le processus Yy vérifie ’équation

t
Vie =2 [ /oy + de
0

ou le processus

t d i
= = dW;
K \/D ; V Yd,s °

est un mouvement brownien (cela se voit facilement & l'aide du théoreme de
caractérisation de Lévy; il est une martingale de crochet égal a t). La propriété
d’additivité suivante

Yo+ Yy Lot Yirar, d, deR (31)

suit immédiatement et cela entraine que la loi du processus Yy est indéfiniment
divisible.

Nous avons repris cette problématique dans le contexte fractionnaire. Il y a un
élément supplémentaire qui motive cette question: dans [36] il a été démontré
quesi H < %, la loi de (BH)? est indéfiniment divisible et si H > % cette loi n’est
pas indéfiniment divisible.

Considérons BH:1, ... BH4 d mbf indépendants et posons
H H,1\2 H,d\2
Yor= (B ) +...+ (B )" (32)
Pour d = 1 nous avons d’apres (21)
t
V=2 / viLay + 7
0
La question ci-dessous suit tout a fait naturellement:
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e le processus

o t d BH,Z' e

=2 [ 3 ap (3)
0 =1 Yd,s

est-il un mbf ET

e l’équation suivante est-elle vérifiée
t
Y =2 / Yyl + ar*t? (34)
0 ’ ’

Nous montrons que la réponse a la question précedente est négative (a noter que
nous demandons (33) et (34) a la fois). Par une application de la formule d’Ito
(qui sera détaillée dans un travail en cours avec D. Nualart) il suit que le processus

(33) n’est pas un mbf. Un résultats similaire a été prouvé indépendament dans
[46] et [49].

e L’article [14] donne un résultat d’approximation de Kramers-Smoluchowski pour la
solution d’une équation stochastique dirigée par le mbf. On considere I’équation
suivante

t
X = Xo +/ b(X,)ds + BE |t €[0,T). (35)
0

ou b satisfait une condition Lipschitz globale. On mentionne les travaux [76] et
[13] pour I'étude de 'équation (35) sous des conditions méme plus faibles sur le
drift b. Pour a €]0, oo[ on considere aussi le systeme (36)-(37)

ax\® =y @at, x| =a (36)

Ay = ab(X()dt — ¥, dt + adBll, V(¥ =y, (37)

Nous montrons que quand o — oo, alors presque surement, la solution X¢
du systeme (36)-(37) converge uniformément vers la solution X du (35). Nous
généralisons ainsi le résultat de Nelson [68] pour H = 3.

2.5 Mouvement brownien bifractionnaire

Dans le travail [91] nous analysons les propriétés du mouvement brownien bifraction-
naire construit par Houdré et Villa dans [47].

Les besoins de plus en plus diversifiés de modéliser les phénomenes naturels
ont conduit récemment a l'introduction de processus stochastiques qui généralisent
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le brownien fractionnaire; celui-ci se montre en effet insuffisant comme modele dans
quelques cas. Rappelons I’expression alternative du mbf comme intégrale de Wiener

BF = Cy x U(; ((t — sz (—s)H*%) AW, + /Ot(t - s)H%dWS] . (38)

Nous mentionnons quelques extensions du mbf existantes dans la littérature scientifique
récente.

— le mouvement brownien multi-fractionnaire By ;)(t) introduit dans [4]; dans
I'expression (38), I'indice H est remplacé par une fonction hélderienne
‘ H(t)-1 H(t)-1 ! H(t)-1
BH@)(t):CHx[ / ((t=9)TOF = (=) TO=4) aw, + / (t— )" 2qW

o 0

ou H(t) est une fonction holderienne d’ordre 8 > 0. Si H(t) €]0, 1] est constante,
on retrouve le mbf.

— le mouvement fractionnaire stable de Levy; dans (38) le mouvement brownien W
est remplacé par un mouvement stable de Levy, voir [95].

— le mouvement brownien logarithmique déja evoqué dans le Chapitre 2, Section 2.3;
ici ordre de régularité " est affaibli & 1’échelle logarithmique ”log(1/7)”.

Définition 1 Le mouvement brownien bifractionnaire (B, " ):>¢ est un proces-
sus gaussien partant de 0, de covariance

1 K
RH’K(ta S) = R(ta S) = 27K ((tQH + SQH) — |t - S|2HK) (39)
avec H € (0,1) et K € (0,1].

Biensur, pour K = 1 on retrouve le mbf. Parmi ses propriétés immédiates, citons

2
e Sio?(t):=E (BtliEK - BfIK> , alors

2
lim 228 _ g1k (40)

e—0 g2HK

e Soit T' > 0; pour tous s,t € [0,7],
2
27K|t B 8|2HK <E (BfLK . BSH’K) < 217K‘t B S‘QHK' (41)

BH’K

L’inégalité (41) montre que est une quasi-hélice au sens de J.P. Kahane

[52].
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e Le processus est H K-auto-similaire.

e Le processus est Holder continu d’ordre § < HK.

BH:E ge montre intéressant du

En dehors des problémes de modélisation, le processus
point de vue mathématique; un premier argument pour cela est le résultat suivant sur

sa variation d’ordre « (considerée ici dans le sens de Russo-Vallois [92]).

Proposition 3 Soit (BtH’K)te[QT} un mouvement brownien bifractionnaire avec H €
(0,1) et K € (0,1]. Alors

a ) 1
B =0, if o>

et
BIE)®) — 935k pyet if a0 = —
[ ]t PHK f HK'

ot prrx = E|N|YHE N étant une variable aléatoire normale centrée réduite.

En conséquence, si HK = %, le processus BHK est un processus gaussien de variation

quadratique égale a constante xt. Cela motive un regard plus profond sur ce cas spécial
HK = % (dans les autres cas, le processus a un comportament plus au moins similaire
au mbf d’'indice HK). Nous allons essayer de répondre aux questions suivantes: ce
processus est-il une semimartingale? un processus de Dirichlet? est-il markovien?
est-il & mémoire longue ou a mémoire courte?

La réponse sur la question ” ce processus est-il une semimartingale?” tourne
autour du résultat suivant prouvé par Stricker [99] (voir aussi [39]): un processus
gaussien continuu est une semimartingale dans sa propre filtration si et seulement s’il
est une quasimartingale. Pour rappeller les notions, un processus X dans L'(£2) est
une quasimartingale si

n—1
S [ (572 <
7=0

ou FX est la filtration naturelle du processus X et A: 0 =tg < t; < ...t, = T est une
partition de [0, T7.

Des estimations basées sur la structure de covariance du processus B#-X perme-
ttent de démontrer que celui-ci n’est ni une semimartingale ni un processus de Dirichlet;
il n’est markovien non plus et il est a mémoire courte si HK < % et & mémoire longue
si HK > 1.

Méme si n’est pas une semimartingale, il est d’une certaine facon ”plus
proche” d’une semimartingale que le mbf, car il possede la propriété

BH’K

n—1
HK HEK | oHK HK
??E:WEG%H‘J% /B! —Brlwh<a1 (42)
=0
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A noter que la quantité (42) est infinie dans le cas du mbf.

La derniere partie du travail est consacrée au développement d’une théorie
d’intégration stochastique par rapport & BH:X. Remarquons que, parmi les méthodes
utilisées pour intégrer par rapport au mbf (exposées dans 'introduction du chapitre),
la méthode Skorohod semble difficile a adapter car nous ne connaissons pas 1’expression
du noyau (s’il existe) qui permet d’écrire BHK comme intégrale de Wiener par rapport
au brownien. Nous alons donc faire appel au calcul trajectoriel, via e-régularisation
dans le sens de Russo et Vallois. Cela méne a la situation suivante:

e Si HK > %, alors le calcul via e-régularisation donne une formule d’It6 de type
standard

F(BMY = £(0) + / t F(BEE) PRI
0

e SiHK < % on a besoin d’une construction étendue, basée sur l'intégrale de Newton-
Cotes, suivant [44].

2.6 Commentaires et perspectives

e le calcul stochastique par rapport au mouvement brownien fractionnaire est toujours
en pleine évolution; une liste non-négligéable de probléemes ouverts reste a traiter.

e concernant les équations dirigées par le mbf, des résultats sur ’existence et I'unicité
de la solutions ont été prouvés surtout dans le cadre du calcul trajectoriel: les
rough paths de T. Lyons (voir [23]) ou le calcul via régularisation de Russo-Vallois
(voir [69]). Récemment, 'article [79] a traité le cas d’une solution variationnelle;
voir aussi [72]. Tout reste par contre a faire sur les équations de divergence avec
le mbf.

presque tout reste a faire également sur les équations stochastiques avec le drap
brownien fractionnaire.

e concernant les processus de Bessel fractionnaires, beaucoup des choses restent a com-
prendre: quelle est la loi du processus v donné par (33)7 quelle est I’équation
vérifée par le processus de Bessel fractionnaire défini dans la Section 2.4 7

il serrait peut-étre utile de faire un étude plus détaillée du mouvement brownien
1

bifractionnaire; au moins le cas HK = 35 semble assez intéressant.
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CHAPITRE 3 : Mlouvement brownien
fractionnaire dans les espaces de Hilbert

3.1 Introduction

Le calcul stochastique fractionnaire dans un contexte infini-dimensionnel constitue
I’élément central de ce chapitre. Trois articles composeront le Chapitre 3:

[1] (avec Samy Tindel et Frederi Viens) ”Stochastic evolution equations with fractional
Brownian motion”, Probability Theory and Related Fields, 2003, 127, p.
186-204.

[2] (avec Samy Tindel et Frederi Viens) ”Sharp Gaussian regularity on the circle and
application to the fractional stochastic heat equation”, Journal of Functional
Analysis”, 2004, 217, (2), p. 280-313.

[3] It6 formula for the infinite-dimensional fractional Brownian motion, 2005, Journal
of Mathematics of Kyoto University, a paraitre.

La question de I’étude du mbf infini-dimensionnel a été assez récemment abordée,
voir les travaux [34], [65] ou [45]. Le cadre général est le suivant: on se donne U un
espace de Hilbert séparable et ) un opérateur auto-adjoint et positif sur U; @) sera soit
nucléaire soit l'identité. Soit (A;);>1 les valeurs propres de @) et (e;);>1 les vecteurs
propres associés; ils forment une base orthonormée de U.

Un processus BY & valeurs dans U est dit mouvement brownien fractionnaire
de covariance @ (ou simplement Q-mbf ) si c’est un processus gaussien centré, partant
de 0, de covariance

Cpgu(t,s) = R(t,s)Q

ou R est la covariance standard du mouvement brownien fractionnaire unidimensionnel.
On mentionne que le Q-mbf B admet la représentation

=D Vi8] (t)e; (43)

Jj=1
Iécriture étant formelle si @ est 'identité (elle est interpretée dans une sens élargi).
Nos contributions se concentrent sur les aspects suivants.

e nous nous sommes intéressés dans [104] au cas des équations d’évolution dirigées par
le @-mbf avec un bruit linéaire additif. Nous donnons un théoréeme d’existence
et unicité de la solution et nous discutons sa régularité.

33



e nous donnons un résultat qui caractérise le module de continuité d’un champ
gaussien sur le cercle et nous appliquons cela au cas de la solution de I’équation
fractionnaire de la chaleur.

e nous construissons un calcul stochastique par rapport au @-mbf et nous obtenons
une formule d’It6 quand l'indice de Hurst est supérieur a %

3.2 Présentation des résultats
D’abord nous considérons I’équation
dX(t) = AX(t)dt + ®dB7(t), X(0) =z €V (44)

ol V est un autre espace de Hilbert, A un opérateur de V dans V et & € L(U;V).
Nous allons noter par Py la mesure spectrale de 'opérateur A. Le théoréeme suivant

donne des conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence et I'unicité de la solution
de (44) au sens mild.

Théoréme 4 Soit B un Q-mbf cylindrique dans Uespace de Hilbert U et soit A :
Dom(A) C V. — V un opérateur auto-adjoint sur ’espace de Hilbert V. Supposons que
A est négatif, plus précisément, qu’il existe un réel l > 0 tel que le support de dPy est
contenu dans (—oo, —l]. Alors pour tout ® € Lo (U, V), il existe une unique solution
au sens mild (X (t))ier de (44) appartenant a L*(Q; V) si et seulement si ®*G r(—A)®
est un opérateur a trace, ou

Gpr()\) = (max (X, 1)) 721, (45)

La condition ”le support de Py est contenu dans (—oo, —[]” peut étre interpretée comme
une condition de "trou spectral” de A.
La preuve du Théoreme 4 repose sur I’estimation de la quantité

t 2
E / =49 BH (s)

0

\%4

et des preuves différentes sont nécessaires selon la valeur de H. Dans le cas H > % une
intégrale réelle de type

A 62)\ . 621)
A()\) = /0 'U2H_2€_U |:62/\:| dv

doit étre estimée, tandis que dans le cas H < % on est amené a regarder une intégrale

de type
2

B(a,A) = /01 ds exp (—2as) [/0 (e9" —1) rAldr]
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avec a > 0 et A € (—1/2,0].

Un cas particulier intéressant et motivant et celui de ’équation fractionnaire
de la chaleur. Par conséquent A est le laplacien sur le cercle et U = L%(S'). Nous
trouverons dans cas que la solution de (44) existe si et seulement si

o0
dn
nAH
n=1

< 00

ou ¢, sont les valeurs propres du laplacien. Nous rencontrons donc encore la barriéere

H= % déja évoquée dans le Chapite 2, Section 2.1.

Nous énnongons et prouvons ensuite un résultat de régularité pour la solution
de (44).

Théoréme 5 Soit H €]0,1], et supposons que pour o € (0, H), lopérateur
Q)*<_A)_2(H_a)(1)
est a trace. Alors pour tout v < « et tout € < (o — 7y), presque strement,
X € CoE ([0, T); D ((—A)").

En particulier, pour tout t > 0, X (t) € D((—A)7).

Le travail [105] est lié au probléme exposé ci-dessus. La question étudiée est:
étant donné un champ gaussien Y sur le cercle unité S', comment caractériser son
module de continuité en fonction de sa métrique canonique. Pour préciser ces notions,
nous rappelons quelques définitions. Soit f une fonction continue et croissante sur R
telle que limgy f = 0.

e nous dirons que f est un module de continuité presque stre pour Y s’il existe une
variable aléatoire ag presque stirement positive et non-nulle telle que

a<ag=  sup ([Y(z)=Y(y)]) < f(a).
lz—y|<a,z,yeSt

e la métrique canonique & de Y est définie pour tous z,y € S* par

D=

S(a.y) = (B V(@) - Y())*. (46)

Nous obtenons le résultat:

Théoréme 6 Soit Y un champ gaussien sur S*, notons & sa métrique canonique. Soit
0 2
fs(@) :/ ) (min(e*“” ,a)) dx. (47)
0
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Alors il existe une constante K telle que (sous quelques conditions de régularité sur la
métrique o)
a) Si f est un module de continuité presque sire pour' Y sur S*, alors pour tout
«a assez petit,
Kf(a) =2 f5(a)
b) Silimgy fs = 0 alors K fs est un module de continuité presque sire pour Y sur S*.

Nous appliquons le résultat a la solution X de (44) (cette fois-ci, on utilise sa forme
faible) et nous trouvons que, toujours sous certaines conditions, son module exact de

continuité est fooo 1) (min(e*xQ, a)) dx, avec § donné par

5(r) =3 I (1 — cos(nr)).

n4
n=1

La derniere partie de ce chapitre est consacrée a la construction d’une théorie
de l’intégration stochastique par rapport au @-mbf. Cette construction est contenue
dans [102] et elle aurais tres bien faire partie du chapitre précédent. On se restreint au
cas H > % et on prouve la formule d’It6 suivante: si F': U - R |, F € Cg’(U) telle que
F', F" sont uniformément continues, alors

t t
F(B) :F(O)+/ F’(Bf)dBf+H/ F"(BH)s* =1
0 0
ou le dernier terme est défini par
t t
/ F'(BI)s*M s =) "\ / F"(BH)(ej)(e;)s*1ds. (48)
0 - 0
Jj>1

La spécificité du cas infini-dimensionnel fait que la démonstation de cette formule
néccesite des méthodes différentes de celles utilisées dans [3], par exemple.

3.3 Commentaires et perspectives

e récemment, dans le travail [60], une équation de type (44) mais avec un bruit non-
linéaire a été traitée pour H > % et avec l'intégrale stochastique dans le sens de
Young.

e il est connu (voir [25]) que dans le cas du mouvement brownien infini-dimensionnel
le dernier terme qui apparait dans la formule d’It6 (48) est lié a [’équation de
Kolmogorov. Cela donne un lien explicite entre le calcul stochastique infini-
dimensionnel et théorie des équations aux dérivées partielles; il serait bien str
intéressant de regarder cet aspect dans le cas fractionnaire.

e nous pensons que la formule d’It6 (48) peut étre étendue au cas H < % en définissant
une divergence plus faible de type [19].
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CHAPITRE 4 : Processus gaussiens:
approximation en loi, équivalence en loi

4.1 Introduction

Le Chapitre 4 contient la présentation de cing travaux.

[1] (avec Xavier Bardina et Maria Jolis) ” Convergence in law to the multiple fractional
integrals”, Stochastic Processes and their Applications, 2003, 105, p. 315-
344.

[2] (avec Xavier Bardina et Maria Jolis) ” Weak convergence to the fractional Brownian
motion sheet and to other two-parameter Gaussian processes”, Statistics and
Probability Letters, 2003, 65(4), p. 317-329.

[3] ”Weak convergence to the fractional Brownian sheet in Besov spaces”, Bulletin
of the Brazilian Mathematical Society, 2003, 34(13), p. 1-12.

[4] (avec Giovanni Peccati) ” Gaussian limits for vectors valued multiple stochastic in-
tegrals”, Séminaire de Probabilités XXXIII, Lecture Notes of Mathematics,
2004, p. 247-262.

[5] (avec Tommi Sottinen) ” On the equivalence of multiparameter Gaussian processes”,
Journal of Theoretical Probability, 2004, a paraitre.

Les trois premiers articles dans la liste ci-dessus sont axés sur un théme commun:
comment approximer en loi des processus liés au mouvement brownien fractionnaire.
Les deux derniers travaux sont indépendants. En bref, nous obtenons les résultats
suivants:

e dans [8], pour H > %, nous prouvons un théoreme d’approximation faible pour les
intégrales multiples de Stratonovich par rapport au brownien fractionnaire.

e le méme probleme est abordé dans le contexte a deux parametres dans [9]; c.a.d.,
on approxime en distribution le drap brownien fractionnaire et d’autres processus
gaussiens a deux parametres dans la topologie de ’espace des fonctions continues;
dans [103] on étend également les résultats au cas de la topologie de Besov.

e dans le travail [84] nous établissons des conditions nécesaires et suffisantes pour une
suite de vecteurs d-dimensionnels d’intégrales stochastiques multiples pour quelle
converge en distribution vers un vecteurs gaussien d-dimensionnel. Le résultat
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obtenu est surprenant: sous certaines conditions de non-corrélation, le vecteur
converge vers un vecteur gaussien si et seulement si chaque composante converge
vers une variable aléatoires gaussienne.

e dans [97] nous caractérisons les processus gaussiens multiparamétriques (draps
gaussiens) qui sont équivalents en loi avec un drap brownien fractionnaire; on
prouve des représentations de type Hitsuda et de type Shepp.

4.2 Convergence en loi vers les intégrales fractionnaires
multiples et vers le drap fractionnaire

Nous partons du résultat suivant démontré dans [6]: soit

t
775(75):/ 0 (s)ds (49)

0
une famille de processus absolument continus qui converge en loi vers le brownien

standard et considérons f une foction sur [0,1]" qui vit dans un espace convenable.
Alors les auteurs montrent que la famille

t t
I () = /0 /0 F(t . t)dne(t) . dne(ta), e [0,1] (50)
converge en loi dans I'espace Cy([0, 1]) (fonctions continues nulles a l'origine) vers une

intégrale multiple de Stratonovich par rapport au mouvement brownien. Deux choix
pour les processus 0. ont été détaillés: le cas

0.(s) = 2 (1) ()

(appelés noyaux de Stroock car la convergence de (49) vers le brownien a été démontrée

par Stroock) et
1 & s
0=(s) = Z ;51@1[1{1,1@[ (?)

ou & sont i.i.d. E(&) = 0et Var(&) =1 (appelés noyauz de Donsker, nom inspiré du
Principe d’Invariance de Donsker). Nous avons consideré la question antérieure dans
le cas fractionnaire. Les éléments clés de la démonstration sont:

— la preuve du fait que la famille

ne(t) = /0 K (1, 5)62(s)ds (51)

ou K est le noyau habituel du mbf, converge en loi quand ¢ — 0 dans Cy(]0, 1])
vers le mbf.
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— le fait que l'intégrale multiple de Stratonovich introduite dans [26], [27] coincide
avec celle définie & l'aide de sommes de Riemann. Rappelons que 'intégrale
de Stratonovich par rapport au mbf au sens de [26] est définie d’'une maniere
usuelle pour les fonctions escalier et est ensuite étendue par continuité a ’espace
L?(fin), fin étant la symétrisation de la mesure p,, sur [0,1]™ définie comme suit:

pn(dxy, ... dx,) = E::/g] vk(dzy,. .. dx,) avec

O(dxy, ..., dx,) = H"n! H[:C?Hﬁl +(1—2)* 7 day ... dxy
j=1

et pour k =0,...,[n/2],

k
Vﬁ(d:cl, ooy dry) = ank(zH — 1)Kcﬁ?k(n — 2k)! H |95 1 — x2j’2H72
j=1
n
X H [xiH_l + (1 =2 day ... dxy
j=2k+1

ou Cp i €st une constante.

Nous avons démontré que, pour H > % et pour f € L%(fiy,), la famille I,,. donnée
par (50) avec 1. données par (51) converge faiblement quand ¢ — 0, dans Cy([0, 1]),
vers l'intégrale multiple fractionnaire de Stratonovich d’ordre n.

Dans le cas a deux parametres, nous donnons dans [9] un résultat d’approximation
du drap brownien fractionnaire W*# d’indices de Hurst a, /3 €]0, 1] & partir des noyaux
de Stroock 2-dimensionnels. Considérons le noyau

t s
1
ys(svt):/o /0 ? /xy(il)N(m/E,y/E)dxfy

ou N est un processus de Poisson dans le plan. Alors y. converge vers le drap brown-

ien standard quand ¢ — 0 (voir [7]). Le candidat naturel pour approximer le drap
fractionnaire W est alors

t s
Xa(s,t):/o /0 Ka(s,u)Kg(t,v)E%\/:cy(—l)N(x/E’y/E)dudv.

Nous prouvons cela pour tout («,3) €]0,1[%, d’abord dans I'espace Cy([0,1]?) (dans
[9]), et ensuite dans la topologie de 'espace de Besov (dans [103]).
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4.3 Convergence en loi d’un vecteur d’intégrales multiples
vers un vecteurs gaussien

Soit d > 2 et 1 < n; < ... < ngy entiers positifs et pour tout & > 1 nous considérons le
vecteur d-dimensionnel

Fk = (FfFj)

ol Ff appartient au chaos de Wiener d’ordre nj. Nous voulons donner des condi-

tions necéssaires et suffisantes pour la convergence de F’j vers un vecteur gaussien
d-dimensionnel.

Cela continue le travail de [74], dans lequel les auteurs prouvent un théoréme
de la centrale limite intéressant et surprenant: supposons que pour tout k > 1, Ff
est une intégrale stochastique multiple d’ordre n; d'un noyaux de carré intégrable
I € L?([0,1]™) par rapport & un processus gaussian isonormal X. Supposons que sa
variance est égale & 1. Alors la condition ” F f converge en loi quand £ — oo vers une
variable aléatoire normale N (0,1)” est équivalente avec:

4
< le moment d’ordre 4 converge vers 3: limg_, oo E [(Fj’.’“) } = 3 pour tout j

< pour tout j et p=1,...,n; — 1 la contraction f;k) ®p f;k) converge vers zéro dans

L? ([O, 1)2n—p )> (voir [70] pour la définition de la contraction)

Notre résultat est néanmoins surprenant; en bref, sous certaines conditions de non-
corrélation, le vecteur Ffl converge vers la loi normale en dimension d lorsque k — oo
si et seulement si chaque composante converge vers une loi normale.

Soit Vy 'ensemble des (iy,12,13,14) € (1, ...,d)4, tels que I'une des conditions
suivantes est vérifiée: (a) iy # ia = i3 = 14, (b) i1 # io = i3 # i4 €t ig # i1, (c) les
élément de (i1, ...,74) sont distincts.

Théoréme 7 Soitd>2,1<n; <..<ng<-+oo des entiers positifs, ainsi que

{(ff’“),..., fl’“)) k> 1}

tels que f](-k) € H® pour tout k > 1 et pour tout j =1,...,d, et

kllngoj!"fj(k)“z — 1, Vj=1,..d (52)

H®™

lim E [Iffi (f}’“)) X (fl(k))] — 0, Vi<i<l<d

Les conditions suivantes sont équivalentes:
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(i) pour tout j =1,...,d
: (k) (k)
pim [} 0 1]
pour tout p =1,...,n; — 1;

(i) s B | (S a1 (1)) =32, e

H x (fff))] o

w@2(n=r) ~ 0

lim E

k—o0

pour tout (iy,142,13,14) € Vy;

(iii) quand k — oo, le vecteur (Iffl (fl(k)> oy IX (f(k)>) converge en loi vers une

e Ng

vecteur gaussien Ng (0,14);

(iv) pour tout j =1,...,d, I,)Lg (f](k)) converge en loi vers une variable aléatoire stan-

dard ;
(v) pour tout j =1,...,d,

lim E [IX (f( )) ] — 3.

Nous illustrerons quelques éléments-clé de la démonstration; cela répose prin-
cipalement sur la formule produit pour les intégrales multiples de Wiener-Ito et sur
le théoreme de Dubins-Dambis-Schwartz. Par exemple, pour I'implication (i7) = (i)
nous estimons le moment d’ordre 4 a I’aide de la formule produit 1,1, et nous obtenons

finalement ,
d
(Z I (fi(k)>> =T (k) + 15 (k) + T3 (k)
i=1
ou
d n;—1 4
0 (ni!) k) o (k)
IR ST i P O sl | A P

(Y0 0 ) ]

> { g |79 ], +
<j<
) () 20 (0 o

ot ]}

() (7)o
a)\4q
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et

(k)= Y E[ﬁfﬁl (f(lk))]

(i1,...,04)EVy =1

Mais

d 0 o2 J oz 1
3;(1@1 ( HHW Z nzmj £ HH®nj:3[;”i! ! HH®]

et la convergence voulue est immédiate car la condition (52) assure que le membre de
droite converge vers 3d?.

HH®"1

Concernant la convergence (i) = (i4i), notons

S, = / / F (Wt i)y AW W
() = nL(()), teo.

En utilisant le théoreme de Dubins-Dambis-Schwartz, toute combinaison linéaire de
composantes du vecteur s’exprime comme

anll,ﬂ( ) =w® /(Zml 1((k)>>2dt
_ W [Z 2 [ (s (1))
+2 Y AiAjni!nj!/Ol 7y (55 7t (550 e

1<i<j<d

ot pour tout k, W) est un mouvement brownien. Une estimation de I’argument de
W) basée sur le calcul chaotique va entrainer le résultat.

Quelques applications de ce théoréme sont les suivantes :

— des résultats de convergence faible pour les fonctionnelles du mouvement brownien.
Par exemple, il est possible de montrer que, si ¢(d,j) = %, le vecteur

1 Lda

1
W4 ¢(2,0)log =,
1 g

( d“W2 c(1, 0)10g
log = \e

€

L da 1
W24 — ¢(d,0)log -
/ W = cld.0ytog )
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converge en loi vers un vecteur gaussien (G1,...,Gg) de covariance E [Gy G| =
25/:1 c(k,j)c(k,5) 7% (25 — 1)! pour tout 1 < k' < k < d. Cela étend le résultat
de [86] pour d = 1.

— un théoreme de Knight asymptotique pour les martingales qui vivent dans un
chaos de Wiener d’ordre fini.

) N . o salk) X (k)
— un autre résultat de convergence tres surprenant est le suivant: si .S;"” = ijl,...,d In], (f] ) ,
alors la suite d—1/ 25((116) converge en loi vers une variable gaussienne quand k¥ — oo
si et seulement si pour tout 5 =1, ...,d, I,ig ( f;k)> converge en loi vers une gaussi-

enne lorsque k — oo.

4.4 Equivalence en loi des processus gaussiens a plusieurs
indices

Soit Z un processus gaussien & plusieurs indices (drap gaussien). Dans le cas & un
parametre, le probleme suivant a été abordé par des nombreux auteurs surtout dans les
années 60-70 et récemment repris dans le contexte de brownien fractionnaire: comment
caractériser les processus gaussiens qui sont équivalent en loi avec Z (1’équivalence en
loi est comprise dans le sens de I’absolute continuité des mesures de probabilité).

Dans le cas a plusieurs parametres, nous démontrons des résultats généraux sur
I’équivalence des processus gaussiens et nous les appliquons au cas particulier du drap
brownien fractionnaire et obtenons les caractérisations suivantes:

e Représentation de type Hitsuda: Un drap gaussien Z est équivalent en loi avec un
drap brownien fractionnaire Z d’indice H €]0, 1[¢ si et seulement s’il s’écrit sous
la forme

Zy = Ty — f(t,s)dWs — A(t) (53)
[0.,¢]

ou W est un drap brownien construit a partir de Z,
A= <®§:1IHZ'+%) a
avec a € L2([0,1]%) et pout tout s € [0, 1]¢
J(8) = (@I 45 ) bl 9)

avec b € L?([0,1]%¢) est un noyau de Volterra et I Hitg est I'intégrale fractionnaire
d’ordre H; + %
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e Représentation de type Shepp: Un drap gaussien Z est équivalent en loi avec le
drap brownien fractionnaire Z si et seulement s'il existe k € L%([0, 1]??) tel que
1 ¢ o(K) et une fonction m € L2([0, 1]9) telle que

Cov(Zy, Zs) = Cov(Z, Z <®IH+2 ®®IH+2> (t,s),
et 4
E[Z;] = <® IHZ+§> m (t).
i=1

Le noyaux k et la fonction m sont uniques.

Quelques commentaires et applications:

— dans la formula (53) il est posible, si toutes les composantes de H sont inférieures &
1 , d’écrire les intégrales stochastiques qui interviennent comme intégrales stochas-
thue par rapport au brownien fractlonnalre Z lui-méme; c’est grace a l'expression
de lintégrale fractionnaire 1'% +3 que cela est possible seulement dans ce cas.

— nous obtenons également des formules exactes pour la dérivée de Radon-Nykodym
dans la représentation de type Shepp en termes d’une certaine intégrale double
de Wiener par rapport a Z.

— le résultat d’équivalence Hitsuda peut étre appliqué pour obtenir une condition
necéssaire et suffisante pour l'existence d’une solution gaussienne au sens faible
de I’équation fonctionnelle

dée(w) = a(t,&(w)) dt + dWy(w), Py —as., (54)

ou W est un drap brownien.

4.5 Commentaires et perspectives

e nous remarquons le fait que nos résultats présentés dans la Section 4.3 ont été déja
utilisés dans plusieurs travaux récents; par exemple dans [50], [31] ou [22] pour
étudier la convergence en loi des fonctionnelles ayant une decomposition en chaos
de Wiener.

e nous pensons également que ces résultats pourront étre appliqués aux questions de
statistique; la procédure sera détaillée dans le Chapitre 5, Section 5.4.
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e il serrait intéressant d’utiliser les résultats sur I’équivalence en loi des processus
gaussiens (Section 4.4) dans des cas particuliers; par exemple, pour répondre
aux questions de type: le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (fractionnaire) est-
il équivalent en loi avec le mouvement brownien (fractionnaire)? dans quelle
situation deux mouvements browniens fractionnaires d’indices de Hurst différents
sont-ils équivalents en loi?
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CHAPITRE 5 : Inférence statistique pour les
équations stochastiques fractionnaires

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons exposer les travaux suivants:

[1] (avec Frederi Viens) ”Statistical aspects of the fractional stochastic integration”,
2005, Prépublication, soumis & The Annals of Statistics.

[2] (avec Tommi Sottinen) ”Parameter estimation for stochastic equations with frac-
tional Brownian sheet”, 2005, Prépublication, soumis a Statistical Inference for
Stochastic Processes.

Ce chapitre représente pour l'auteur de ce document de synthese le début d’un
projet de recherche qui sera certainement continué dans les années a venir. En effet,
nous voudrions appliquer le calcul stochastique par rapport aux processus gaussiens
aux probléemes d’estimation de parametre et faire de cela une préocupation centrale en
statistique.

Le développement du calcul stochastique par rapport au brownien fractionnaire
et la résolution de certaines équations dirigées par ce processus, ont conduit naturelle-
ment a I’étude des estimateurs dans des modeles avec des bruits fractionnaires. La
théorie développée jusqu’a présent sur l'existence et les propriétés des estimateurs est a
son début et seulement quelques cas particuliers ont été traités. Nous citons les travaux
[54], [55], [90] ou [56] pour des contributions dans ce domaine. Dans nos travaux [108]
et [98] nous étendons les résultats existants en utilisant de nouvelles méthodes basées
sur le calcul de Malliavin et sur la théorie de régularité gaussienne.

Plus précisément, nous considérons 1’équation

t
X, = 9/ b(X.)ds+ BE, Xo=0 (55)
0

ot B est un mouvement brownien fractionnaire d’indice H € (0, 1) et nous montrons
les résultats suivants:

e pour tout H € (0,1), nous donnons des hypotheéses concretes sur b qui assurent
I'existence de l'estimateur de maximum de vraisemblance pour le parametre 6
(quelques idées ont été déja données dans Kleptsyna-Le Breton-Roubaud (2000)
[55]).
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e pour tout H € (0,1) et sous certaines conditions sur b (qui incluent aussi des
fonctions non-linéaires) nous montrons la consistance forte de ’estimateur (pour
H > % et b linéaire, cela a été également démontré dans Kleptsyna-Le Breton
(2002) [54]).

e pour tout H € (0,1) nous montrons qu'une version discréte de l’estimateur, con-
struite a partir de sommes de Riemann, est consistante.

5.2 Estimateur de maximum de vraisemblance

Dans cette partie, nous prouvons l’existence de I'estimateur de maximum de vraisem-
blance en donnant des conditions suffisantes sur le drift b.

L’idée centrale pour construire cet estimateur est d’utiliser le théoreme de Gir-
sanov. Considérons le processus

¢
BH = Bl + / usds
0
ol est processus u est adapté est a trajectoires intégrables. On peut écrire

BH = / t K(t,s)dZ, (56)
0

Zy =Wy + /O t Kyt ( /O ' urdr> (s)ds (57)

ot Ky est 'opérateur associé au noyau K (t,s) du BH.
Nous utilisons la version suivante du théoréme de Girsanov.

avec

Théoréme 8 (GIRSANOV) i) Supposons que u est un processus adapté a trajec-
toires intégrables et

t
t—>/ usds € I9+3 (LQ([O,T])) a.s.
0

(ou, équivalemment t — K ;' (/ urdr) (t) a.s. )
0

ii) Supposons aussi que E(Vp) =1 ou

Vr = exp <— /OT Kyt (/0 qur) (s)dW, — ;/OT (K,;l </0 u,dr) (s)>2 ds) . (58)

Alors sous la probabilité lf’ avec dls/dP = Vr le processus Z (57) est un mouvement
brownien et le processus BH (56) est un mouvement brownien fractionnaire.
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Notons par Py la mesure de probabilité determinée par le processus (Xs)s<i.
Alors 'estimateurs de maximum de vraisemblance s’onstient en résolvant 1’équation

dP@ t 92 t 9
1 _— = — s s — — =
og P, 9/0 QsdW 5 /0 Q:ds =0

ou

Q = K3 < /0 ' b(Xr)dr> (t).

Evidemment, si les conditions de régularité pour appliquer Girsanov étaient satisfaites,
on serait conduit a I’expression suivante de I'estimateur de maximum de vraisemblance

Jy QsdWs [ Q.dZ,
Jo@ds [y Q2ds

qui est parfaitement observable si 'on connait la trajectoire de X.

Mais 'utilisation du théréme (8) demande quelques estimations sur le supre-
mum du processus X est un controle de ses variations. Pour avoir cela, nous faisons
appel au calcul de Malliavin et a la théorie de régularité gaussienne dans le sens de
Fernique [40] ou Ledoux-Talagrand [59].

D’abord, on utilise I'inégalité de Poincaré suivante

0 =

(59)

Blex ()] < B [oxp (5 1D.F s )] (60)

ou D représente la dérivée de Malliavin. Ensuite, en utilisant le calcul de Malliavin et
le lemme de Gronwall, on montre aussi que, pour tout t < t/,

1D (Xe — X)[32gry < K [t — [ (61)

En combinant (60) et (61), on arrive a I'inégalité, pour tout A € R
/ )\2 / 2H
E[expA (X (') = X ()] <exp ?K\t—t \

et cette relation montre que le processus X est un processus sous-gaussien (voir [59])
de métrique canonique bornée par K|t' — t|. Cela signifie que les variations de X
sont dominées par celles du processus gaussien de métrique canonique [t — t\H qui
n’est évidemment rien d’autre qu’un mouvement brownien fractionnaire. La théorie
de Dudley-Fernique assure la régularité nécessaire pour appliquer le théoréme de Gir-
sanov et pour obtenir I'existence de 'estimateur de maximum de vraisemblance pour
le parametre §. Par exemple, parmi d’autres résultats, on déduit facilement de la
sous-gaussienneté que
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pe=E

sup |X (s)]] < KtH, (62)
s€[0,t]

ou, pour « > 0 convenable,

E

exp (a sup \X(s)]2>] < 0. (63)

s€[0,7T

5.3 Consistance forte de ’estimateur de maximum de vraisem-
blance

Il est immédiat de voir que
Jy QsdZ,
O —0=—"3——
fo Q3ds

Pour montrer que
0; — 6 presque strement quand ¢ — 0o

(c.a.d. 6, est fortement consistant), par la loi forte des grands nombres, il suffit de
montrer que

¢
2
I = / Q5ds =400 00 D.S. . (64)
0
La preuve de cette convergence est assez technique; la condition suivante sera imposée:

(C) 1l existe des constantes positives ty et Kj, qui dépendent seulement de H et de la
fonction b, telles que pour tout t > #o et tout € >0, on a P [|Q; (@)] /vt <] <

Kype, ou sous f’, @ a la loi d’'un mbf d’indice de Hurst H.

L’interprétation de cette condition est: considérons la mesure donnée par p%; (dr) =
(r/t)1/2_H (t— 7’)_1/2_H dr. Alors

t
Q = /0 4y (ds) b(@5)

et donc, par le changement de variable r = s/t,

1 @tr 1 H(:JT
% [ty G2 [ a2,

ou la derniere égalité est en loi sous la probabilité P. Maintenant, si b a un com-
portement plus ou moins linéaire, Q;/+/t doit se comporter, en distribution pour ¢ fixé,
comme la variable aléatoire fol p (dr) b (&)

Nous donnons des exemples de fonctions qui satisfont la condition (C):
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e Le cas linéaire: b(z) = cz
e Une classe de fonctions non-linéaires:
b(2) /] = c+ h ()
pour tout z, ol ¢ est une constante positive, et limy_,o, h () = 0.

La preuve utilise un argument de type Borel-Cantelli: nous montrons que

Yoot P Iy, < Br,) < oo pour des t, — oo et [, convenables. Les quantités du type

P (I;, < B4,) s’estiment & 'aide de la condition (C).

Nous introduisons finalement un estimateur du maximum de vraisemblance basé
sur des observations discretes sur le processus X, et cela pour des questions pratiques.
Concretement, pour tout n > 1, posons

e_n — _Z:Ln:() Qm (Wm+1 - Wm) ) (65)

2
2 m=0 |@ml
Nous montrons que 6, est un estimateur consistant pour le parametre 6 de I’équation
(55).

5.4 Estimation paramétrique pour des équations stochas-
tiques avec un drap brownien fractionnaire

La problématique exposée ci-dessus est reprise dans un contexte ” a deux parametres”.
Nous voulons estimer le parametre 6 dans ’équation suivante

t S
Xy = 0/ / b(Xyw)dvdu + ng (66)
0o Jo

WP étant un drap brownien fractionnaire d’indices de Hurst o, 3 € (0, 1).

La construction de I'estimateur du maximum de vraisemblance pour le parametre
0 est faite a partir d’une version planaire du théoreme de Girsanov. On est conduit a
I’expression suivante de ’estimateur

_ f[O,t]Q des
f[o,t]z Q2dz

o - ]
7ﬂ [O .}

)

0 = (67)

ot1 pour tout z € [0,7]2

b(Xn)dn) (2), (68)

K, étant le noyau du drap brownien fractionnaire. Nous donnons des conditions
suffisantes pour I'existence de cette estimateur et nous montrons la consistance forte
de celui-ci dans le cas ou le drift b est linéaire.
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Commentaires et perspectives

e nous estimons que les outils exposées dans les Chapitres 4 (surtout dans la Section
4.3) et 5 peuvent apporter une nouvelle approche aux problemes d’estimation de
parametre. Une question intensivement étudiée et toujours en pleine évolution
I’estimation du parametre d’auto-similarité pour les processus gaussiens qui sat-
isfont cette propriété d’auto-similarité. Récemment, des méthodes de filtrage
basées sur I'observation de la trajectoire du processus a des temps discrets ont
été introduites. On mentionne le livre de Beran [11] pour les diverses applications
a I’hidrologie, I’économie ou les réseaux informatiques.

Notons par a un filtre de longueur [+1 et d’ordre p, c.a.d, un vecteur de dimension
[+ 1 tel que pour tout 0 < r < p,

l l

eraj =0 and ijaj #0.

J=0 J=0

Soit X un processus gaussien isonormal observé aux temps i/N aveci =0,... N—
1. A un tel filtre a on peut associer la série temporelle

< ) Zaq (Z_q>’ i=1,...,N—1.

Ensuite, on introduit la statistique (appelée la variation d’ordre k ou k-variation)

Vasz
Vi (k,a) = —ZZ[W/J\)f’)\) 1 (69)

Dans le cas du mouvement brownien fractionnaire cette statistique renormalisée
converge en loi vers une variable gaussienne dont la variance dépend du parametre
de Hurst (voir [21]) et cela permet la construction d’un estimateur pour I'indice
H. Les preuves reposent sur la formule de diagramme qui est d’ailleurs utilisée
d’une maniere implicite dans les travaux [73], [84]. Il est néanmoins évident
que les méthodes du calcul chaotique peuvent étre utilisées pour étudier les k-
variations (69). La formule produit pour les intégrales multiples permet d’obtenir
Iexpression chaotique de cette quantité Vi (k,a) et les résultats de [73] ou [84]
peuvent étre mis en oeuvre. Au moins deux directions de recherche peuvent étre
imaginées de facon immédiate:

e I’étude de filtres multidimensionnels et I’application a I’estimation du parametre
du mouvement brownien fractionnaire multidimensionnel

e l'extension & des processus gaussiens plus généraux (multifractionnaire, bifrac-
tionnaire) qui ont aussi des applications a des situations concrétes.
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e nous pensons également lier le calcul stochastique a la théorie des ondelettes
(voir [5]). Le coefficient de la decomposition d’un processus gaussien dans une
base d’ondelettes est une variable gaussienne dont le comportament asympto-
tique est utile aux problemes d’estimation. Soit par exemple y une ondellette de
Daubechies ou de Meyer. Alors le coefficient du processus gaussien X dans cette
base sera donné par

d(a, i) = \}a /_oo X(- )Xt

ou a est I'échelle et ¢ € {1,2,...,[N/a] —1}. La variance empirique de d(a, 1) est

[N/a]—

In(a) N/a—l Z d2az

Danc ce cas aussi, si X est le mouvement brownien fractionnaire, la limite en loi
de la suite I (a) lorsque N — oo, dépend de parametre d’auto-similaire qui peut
étre estimé a partir d’un estimateur construit a ’aide de Iy(a). Le comportement
asymptotique de fonctionnelles quadratiques de ce coefficient est directement lié
aux résultat récents sur les théoremes limites.
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CHAPITRE 6 : Intégration stochastique
généralisée: les cas Wiener, Poisson,
Azéma

6.1 Introduction

Le Chapitre 6 est basé sur les articles suivants:

[1] (avec Nicolas Privault) “Skorohod and pathwise stochastic calculus with respect
to an L2 process”, Random Operators and Stochastic Equations, 2000, 8
(3), p. 201-224.

[2] (avec Josep Vives) ”The indefinite Skorohod integral as integrator on the Poisson

space 7, Random Operators and Stochastic Equations, 2002 10 (1), p.
29-46.

[3] (avec Josep Vives ) “Anticipating Stratonovich integral for the Azéma martingales”,
Stochastic Analysis and Applications, 2002, 20 (3), p. 673-692.

La présentation de ce chapitre sera assez breve. Et cela parce que les arti-
cles contenus ici sont assez anciens, ils datent du début de ma carriere de chercheur.
D’ailleurs, ces travaux ont été présentés sous une forme plus détaillée dans ma these
de doctorat soutenue en septembre 2002.

Le theme central du chapitre est le calcul stochastique généralisé. Dans les
années 80-90 le calcul stochastique anticipant était en plein essor. Initialement intro-
duite pour intégrer des processus non-adaptés par rapport au brownien, cette théorie
a été ensuite étendue au cas ou 'intégrateur était une martingale normale (processus
de Poisson ou martingale d’Azéma) grace a la structure d’espace de Fock engendrée
par ces processus. Des nombreux auteurs ont essayé d’aller plus loin, c.a.d. d’intégrer
par rapport & des processus qui ne respectent aucune propriété de (semi)martingale.
Mentionnons, entre autres, les travaux de [92], [93], [41], [51]. Nos travaux s’incrivent
aussi dans cette direction.

6.2 Calcul stochastique généralisé

6.2.1 Le cas du processus de Wiener

Nous prennons un processus stochastique X pouvant s’écrire comme

X(t)=6(0(-t)), telo1] (70)



ou0(s,t) = dsv(s,t), le processus v satisfaisant quelques conditions précises de régularité
dans les espaces de Sobolev. D’aileurs, la représentation (70) est trés générale; voir
Pexplication dans [87].

Nous définissons une intégrale de Skorohod par rapport a X (70) de la fagon

55 (u) = § < /O ()0 ds)> (71)

ou l'intégrand w vit lui aussi dans un espace de Sobolev convenable.

A partir de la définition (71), nous aboutissons au développement d’un calcul
stochastique généralisé par rapport au processus X, qui inclut la définition d’une dérivée
de Malliavin DX par rapport & X (qui sera, dans un certain sens, 'adjoint de %),
I'introduction des intégrales trajectorielles forward, backward et Stratonovich et d’une
variation quadratique [X, X], ainsi qu’une formule d’It6

suivante

FX(1) = f(X(0)+6* (f’(X(-))l[o,t](J)Jr;/o f7(X(s))d[X, X](s)

¢
+ [ 1) X (5)ds
0
ot DX~ est ”la limite & gauche” de D¥.

Notons que

— les notions et les formules introduites dans notre travail étendent d’une maniere
naturelle celles qui correspondent au cas oi X est le mouvement brownien.

+— le brownien fractionnaire n’a pas été traité dans ce travail (méme s'il est de la
forme (70)). Mais nous nous permettons de remarquer que la définition ultérieure
de lintégrale de Skorohod relative au brownien fractionnaire (voir Chapitre 2,
Introduction) coincide avec la notre (71).

6.2.2 Le cas du processus de Poisson

Dans le travail [110] nous nous plagons sur l'espace de Poisson et nous utilisons les
notations et les outils du calcul anticipant par rapport a ce processus (dans le sens de
[78] par exemple). Le but est similaire avec celui de [87] expliqué ci-dessus, mais nous
considérons comme intégrateur un processus d’'une forme un peu plus particuliere que
(70), c.a.d. nous prenons

X(t)=9 (hl[o’t](-)) .
Pour un processus simple de type u = > ; Fil, 4,,,) nous définissons l'intégrale de u
par rapport a X par

n

Z E (Xti+1 - th)

i=1
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et nous prenons ensuite la limite dans L? quand la norme de la partition tend vers
zéro. Pour différents choix de Fj, nous obtenons différents types d’intégrale: backward,
forward, symétrique, Stratonovich, Skorohod.

Une particularité a signaler est la suivante: pour le processus de Poisson 'intégrale

symétrique obtenue pour
Ut; + Uty

2
ne coincide pas toujours avec 'intégrale de Stratonovich obtenue pour

1 tir1
F;, = / usds
Liv1 — ti Jy,

(comme c’etait le cas pour le processus de Wiener).

F =

6.2.3 Le cas de la martingale d’Azéma

Une martingale M = (Mt)te[o,l] est dite normale, ou d’Azéma si son crochet oblique
< M,M >;=t et M satisfait la propriété de représentation chaotique, c.a.d. toute
variable aléatoire F' € L2(§, F, P), ot F est la sigma-algébre engendrée par M, se
décompose en somme orthogonale d’intégrales stochastiques multiples par rapport a
M. 11 a été démontré dans [38] que ces martingales vérifient I’équation de structure

d[M, M), = dt + ®;dM, (72)

ou P est un processus prévisible. Le cas ® = 0 correspond au cas brownien, le cas ® =1
correspond au processus de Poisson et le cas &, = —M,_ correspond a la martingale
d’Azéma dite standard.

Quelques contributions ont permis le developpement d’un calcul stochastique
anticipant par rapport a ces processus. On mentionne les travaux [62], [94] ou [8§]
parmi d’autres. Notre contribution [109] étudie I’existence d’'une intégrale anticipante
de Stratonovich par rapport aux processus vérifiant (72). Pour un processus u de carré
intégrable, cette intégrale, notée I3, (u), sera définie comme la limite de sommes de

Riemann
n-l 1 tit1
S&(U) = Z T 4 </ Usd8> (.Z\fti+1 — Mtl) .

5 tit1 — i \Jy,
En utilisant une formule d’intégration par parties donnée dans [62] et une formule
produit pour deux intégrales multiples par rapport a M donnée dans [88] ou [94],
nous montrons des conditions suffisantes pour 'existence de I'intégrale I3,(u) et nous
obtenons la relation suivante entre I3,(u) et I'intégrale de Skorohod ¢ par rapport a M

Iif(u) =0(u) + Tr(u) — o0 (Vu)M) (73)

ou T'r(u) représente un terme de trace sur la dérivée de Malliavin D et Vu = %(D+ +
D7) est la démi-somme des limites a droite et & gauche de D. Le dernier terme
d ((Vu)M) de la formule (73) est un terme spécifique pour la martingale d’Azéma; il
est nul sur ’espace de Wiener.
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6.3 Commentaires et perspectives

e suite au développement du calcul stochastique par rapport au mbf, il est actuelle-
ment intéressant de construire une intégration par rapport au processus du type
f(f K(t,s)dMs ou K est un noyau fractionnaire et M est une martingale continue.

o Il y a aussi des résultats pour les cas des processus a sauts; nous mentionnons le
travail [29] dans lequel les auteurs introduisent un processus de ”Poisson frac-
tionnaire” et développent un calcul stochastique par rapport a celui-ci.
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