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R&sum$§
Soit le modgle de di®usion unidimensionnel g seuil :

dXi; = b(X¢ j ro)dt+dBg

Dans le cas consid§r§, b est lipschitzienne sur R et 0 est un seuil pour sa d§rivée; b’ est con-
tinue sur R j fOg et admet des limites p gauche et g droite en 0, nies mais di®§rentes. Notre
but est d'estimer ro p partir d'une observation discrtisie du processus, (Xkh,,)x=o:n,» SOUS des
conditions de stationnarit§ et d'ergodicit§, lorsque nh, ¥ 1 et h, ¥ 0.
Nous introduisons pour cela I'estimateur des moindres carr§s bas§ sur le sch§ma d'approxi-
mation d'Euler. Sinh, ¥ 1 et h, ¥ 0, cet estimateur est corBistant. Si de plus, nh,31 10,
nous montrons qu'il est asymptotiquement normal g la vitesse © nh,.

Abstract
Let be the following one-dimensional threshold di®usion model :

dX; = b(Xt i ro) dt + dB¢

We consider the case when b is Lipschitz continuous on R and 0 is a threshold for its rst
derivative; b’ is continuous on R j fOg and the right and left limits in 0 are ~nite, but di®erent.
We want to estime ry from discrete observations of the stationary ergodic solution process,
(thn)k=0;n’ asnh, * 1. andh, ¥ 0.
For that purpose, we introduce the least squares estimator based on the approximate discrete-
time Euler's scheme. If nh, ¥ 1 and h, ¥ 0, this estimator is consﬂ;tent. Moreover if
nh3 ¥ 0, we prove that it is asymptotically normal with a rate of order * nhy,.

Mots clefs
Sch§ma d'approximation d'Euler; estimateur des moindres carr§s; modgle p seuil; di®usion
stationnaire et ergodique; temps local.

A.M.S. 62 MO05 - 62 F 12.

1 Introduction

Soit (—; F;P) un espace de probabilit§, B = (Bt);_, un mouvement brownien standard issu
de 0 et » une variable ind§pendante de B, d§ nis sur I'espace pr§c§dent. On munit cet espace
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de la Itration thgLO, oM Ft = % (Gt [ N) est la tribu Gt = % (»;Bs;0 s t) compl§t§e
par N =fNu—-9G2G41;N uG;P(G)=0g.
On considgre I'§quation di®§rentielle stochastique (e.d.s.) d§ nie par :

dX¢ = b(Xt i ro)dt+dBt; O t T (1)
Xg = »

ou b est une fonction connue et ry est un paramgtre inconnu que I'on dfsire estimer.

On d nit, pour tout rel a, Cgag, I'ensemble des fonctions f continues sur R, de classe C?

sur R j fag telles que, si I'on note f° sa dfrivéle premigre, lim,, at ') =f' a] existentet

sont ~nies avec ' (a*) & f'(ai). Dans la suite, nous consid§rons une fonction b appartenant
R Cgog et nous nommerons di®usion g seuil un tel modgle; un prototype est :

dXi=b (Xt i ro) I(Xt>|'o) + by (Xt i ro) I(Xt ro)dt + dB¢ (2)

ou by et b, sont de classe C? sur R, telles que by (0) = by (0) et b (0) & b (0).

Sous I'hypothpse b 2 Cgog, le modgple §tudi§ appartient p la classe plus g§n§rale des
modagles r§guliers : x ¥ b(X;r) continue et di®§rentiable en moyenne quadratique par rap-
port g r. Dans [12], Kutoyants montre que, pour un modgle r§gulier, I'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance (E.M.V.) associ§ p une observation continue du processus statiow_aire
ergodique sur [0; T] est consistant, asymptotiquement normal p la vitesse standard =~ T et
asymptotiguement eZcace au sens des estimateurs asymptotiqguement minimax selon Hajek
[6] (T ¥ +1). Notre but est de fournir, dans le cas d'une di®usion g seuil, une estimation
de ro, consistante et asymptotiqguement normale avec une vitesse et une variance asympto-
tique identiques p celles de I'estimateur du maximum de vraisemblance, mais bas§e sur une
observation discrtise g pas n hn (hn ¥ 0) du processus : (Xun,)x=o;n aVeC Nhy = T.
Nous nous basons pour cela sur I'estimateur des Moindres Carr§s (M.C.) associs au sch§ma
d'approximation d'Euler.

Lorsque (Xt);_o est ergodique et la fonction de dfrive est de classe C? sur R (modgle
C?), les rfsultats de Florens-Zmirou [5] impliquent la consistance de cet estimateur sous la
condition '61“ " 1 eth, ¥ 0. Sideplus nhd ¥ 0, il est asymptotiquement normal avec
la vitesse = nh, et une variance limite §gale p I'inverse de I'information de Fisher. Nous
allons montrer que cet estimateur conserve ses propri§it§s asymptotiques sous des conditions
analogues lorsque b 2 Cgog, si I'on impose que b soit lipschitzienne .

Nous §tablirons en outre que cet estimateur est asymptotiqguement §quivalent g I'E.M.V. bas§
sur une observation continue de la trajectoire sur [0; T].

Dans une deuxigme partie, nous pr§sentons le schma d'approximation d'Euler pour les
di®usions p seuil. Le x 3 regroupe les hypothgses et r§sultats techniques permettant I'§tude du
comportement asymptotique de I'estimateur d§riv§ des moindres carr§s et du sch§ma d'Euler.
Dans la section 4, nous prouvons la consistance de cet estimateur lorsque nh, ¥ 1 eth, ¥ 0.
Le x 5 est consacr§ g I'§tude de la loi asymptotique. Le fait que le contraste ne soit pas de classe
C? sur tout R, nous oblige g recourir p un sch§ma de d§monstration di®§rent des techniques
habituellement utilis§es (d§rivation du contraste au point d'estimation). Nous commengons
par §tablir la vitesse de convergence de I'estimateur en impO@ant un premier renforcement de
I'hypothpse de dficroissance de la suite (hp),, vers 0 : si Inh,31 . est bornle, nous obtenons une
vitesse de convergence de I'estimateur en ~ nh,. Nous montrons ensuite que I'estimateur est



asymptotiquement normal, sous la condition suppl§mentaire nh3 ¥ 0. Dans la sixigme partie,
nous exp§rimentons les r§sultats pr§ic§dents pour un modgle de di®usion particulier du type
de (2) : un CTAR(1) (modgle AR g seuil et p temps continu) g raccordement continu. Notons
que ces di®usions p seuil, sans hypothpse de continuit§ sur la d§rive, sont §tudifes dans [1],
[2] et [8]. Dans le dernier paragraphe, nous comparons I'E.M.V. en temps continu et notre
estimateur. Plus particuliprement, nous montrons qu'ils sont asymptotiquement §quivalents.

2 RSsultat d'approximation d'Euler pour les modgles g seuil
Consid§rons I' e.d.s. d§ nie par :

dX; = b(Xdt+%(Xy)dB; 0 t T 3)
Xg = »

Soit X = (Xt)tz[o;T] une solution de cette §quation sur (—; F; P) et notons E I'esp§rance sous
P. Pour un modgle C?, le sch§ma d'approximation_d'%uler A pas = permet d'approcher le
modgle discret exact avec une erreur de I'ordre Op +2 [13]. Pour les di®usions g seuil, le
r§sultat est le suivant :

Lemme 1 (Sch§ma d'Euler pour les modgles p seuil)
Supposons que :

1. b2C2

. .
fag €L % est continue sur R.

3 - 3 -

R R
2. Pourtoutt _ 0, E J%2(X,)du <1 etE [[b%]°(X,)du <1d.
Alors :
Bl 0; Xes = Xe+2b(Xe) + "¢ + "¢

avec

Zy . . z
i 1£ ¢ _GaT e
= rrihOds+s 0t i lal L@ i Li@]ds
t t
op h(x) =b ()b’ (x) + 3% () b” (x) et (Lt (@), o est le temps local de (X:), o en a ([10],
p.218). De plus, ("t)t,o est une suite de variables de carr§ intfigrable, telles que E["¢j F{] =0
et d§ nies par :

Z the £ ]
"= B(Xs) 1+ (t+= js)b"(Xs) dBs
t

Commentaire :

La di®§rence entre le cas C? et le cas p seuil rﬁsige dans I'ordre de grandeur de la variable
d'erreur “. Dans le premier cas, elle est en Op '+2" Ceci n'est plus vrai pour les di®usions g
seuil du fait de I'apparition du temps local. Cependant, si b est lipschitzienne, on va montrer
que dans les deux cas, E(j'¢j) C#2. Ainsi, lorsque la d§rive d§pend d'un paramgtre de
translation ro, qu'il s'agisse d'une di®usion p seuil ou d'un modgle C? [5], si nh, ¥ A et
nh3 ¥ 0, les M.C. associfis au sch§ma d'Euler fournissent un estimateur consistant et asymp-
totiguement normal de rg.



Dfimonstration du lemme 1 :

La d§monstration de ce r§fsultat repose sur le lemme suivant dont la d§monstration est donnfe

en annexe A.

Lemme 2 Soit (Xt), o une semi-martingale continue, X¢ = Xo + M¢ + V¢, et T un §lfment

de C2

fag" Alors, pour toutt _ 0 :

z z

t, 17t N pi_ . ¢o
FXo=TXo)+ T X)dXs+5 T (X)d<M>+ T a" ifal L@ (@)
0 0

Pour toutt _ O,ona:

Z s 2t
Xiws = Xe +1b (Xy) + (b(Xs) i b(Xp))ds + % (Xs) dBs
t t

Par application du lemme 2, on a pour tout s 2 [t;t + 1] :

Zs ig,,¢ ZsH 1 Ll
b(Xs) i b(Xy) = b (Xu) dBy + bb® + E%@loOO (Xu) du (5)
A T T S B
+ Plat vl L@ i L ()]
Donc :
i g, ¢ Eoi 4 i .00
do(Xp) =h(Xp)dt+ b¥% (X)dBe+ b a” jb at dLi(a) (6)
5 h
avec h(x) = bb’+ 2%2p0 (x).
D'aprgs (6) et la formule de Ito appliqu§le au processus (sb (Xs))s>0, ona:
Z tis Z tis
(t+2)b(Kers) i h(Xp) = b(Xs)ds + sdb (Xs)
Ztt+t Ztt+¢
= b (Xs)ds + s h(Xs)ds
t t
Fon ¢ Eoi 48 i ;00 U
+ s Yb (Xg)dBs+ b''a” jb at s dLs (a)
t
De plus, si I'on multiplie (5) par (t + t), on obtient :
Z, _ z
+i ¢ t++
(t+ )b Keas) i (t+2)D(Xp) = (t+1) 0% (Xs)dBs + (t+2)h(Xs)ds
£t - ¢ - R ¢ t
+ 0t bl [+ ) L (@) § (E+4) L (@)]
En soustrayant membre p membre les deux §galit§s pric§dentes, on obtient :
Z tis Z ts ) Z t4s
(B (Xs) i b(X)ds = (t+:§9) % (X)dBs+  (t+zxis)h(Xs)ds
t " t
£0|+¢ Ol _¢H Zt+i
= ba jba' (t+H)le@ i (t+H)Le(@) i s dLs (a)

Or, appliquant la formule de Ito au processus (sLs (a)); 4 Ona:

Z e Z ion
C+ D)l @i C+)Le@ i sdls@=  Le(@ds i Lt (a)
t t

On obtient ainsi le rfsultat annonc§. ©.

#



3 Hypothpses et r§sultats pr§liminaires

H a
On df nit L3 (2) = ©f 'R IR; 1(f)=0; 1'f2¢ <21 et pour tout p 2 N° jjfjj,. =
1
[+ (GFiP)]P.
Pour k 2 N? &y, ,B = Byn, i B, reprisente I'accroissement brownien entre khy et
(k + 1) hp.
On note pour s 2 [0;T], bs(r) =b(Xs i r), et pour (a;h) 2 R?, My, = maxfjaj; jbjg.
On suppose que rg 2 ]a; b[, oy a et b sont deux rfels tels que a < b.
Posons les conditions suivantes (A) :

(A 1) b appartient g C12=09 et il existe K > 0 telle que :

8(xY)2R%EDO) i b  Kixivi

On suppose de plus que b” est g croissance polynomiale.
= e

(A 2) Notons sy, (X) = exp i2Rr’; b(y i ro)dy la d€rive de la fonction d'§chelle assocife p
(1) et supposons que :
Z 1 Z 0 Z a1
Sro (X) dx = Sro (X)dx = 1 et . [sro )i tdx=C(ro) < 1

Notons %, la loi de densit§ qr, (X) = [C (ro) Sr, ()]** par rapport g la mesure de
Lebesgue.

(A 3) Laloi de » est 1y,.

(A 4) Notons 1/4§O le semi-groupe associ§ g (1).
1., admet des moments de tous ordres et il existe + > 0 tel que pour toutt _ 0, on a:

8F 215 (Mro): W, F ., exp(iD)ifiipa,,

"o
On peut faire les observations suivantes sur (A) :

1. Hansen et Scheinkman donnent dans [7] (proposition 9, p.801) des conditions su=xsantes
pour VEri er (A 4). Sous (A 1), (A 2) et (A 3), il su=t de montrer que :

(@) liminfxw+1 qr, (X) =0 et limy w41 Wl.rw existe et est " nie.
(b) liminfxs ;2 qro (X) =0 et limxw ;1. Wl.rw existe et est " nie.
Cette hypothpse est par exemple v8ri §e pour un CTAR(1) (cf. x 6).
2. Sous (A 1), b’ est born§e sur R par K.
3. Soit (Ey) I'e.d.s. d§ nie par :

dX; = b(Xt i r)dt+dBt, O t T
Xo = »



Si (A 1) est satisfaite alors, pour tout r 2 R, (E,) admet une unique soluton forte
X' = (X{)tZ[O;T]. Nous noterons P,/ la loi de ce processus (Proposition 0.2.3, [4]).

De plus, le modgle consid§r§ §tant un modgle de translation, si (A 2) et (A 4) sont
satisfaites relativement p (1) alors elles restent vraies relativement p (E,) (8r 2 R).
Ainsi, sous les hypothgses pr§ic§dentes, X" = (X{ )t2[0;T] est rffcurrente positive et %-
mglangeante et ceci quelque soit r 2 R. La condition (A 3) implique que X" =
(X{O)Q[O;T] est de plus strictement stationnaire.

4. Sous (A 1) et (A 2),u ¥ b(¢ j u) est d§rivable en tout point r 2 R dans L2 (%,), de
dfrivele jb( j r) avec:
h . - i
0l +¢ (L ¢
by)= b y" ly=0+0 y' Iy o (7

Cette d§rivle u ¥ jb(¢ j u) est de plus continue en tout point r dans L?(%,). On
montre en e®et que :
Z h

3 -

b irih)ibin+ho(xin “gr()dx=o0 jhp
b irih) ibein 2o ()dx=0Q)

Ce r€sultat repose sur le lemme 11 (x 5, p.12).

5. Sous les hypothpses pric§identes, I'information de Fisher asymptotique au point r, 1 (r),
associfie p la famille de lois de probabilit§ P/ r2Jach] est ainsi donnfe par :

Z h i,
1(r) = o b(xir) d ()

On v@ri e fgalement que : 8r; 1 (r) =1(0) > 0.

Le modgle §tant un modgle de translation, on peut raisonner sans perte de g§n§ralit§ en
prenant ro = 0. Dans la suite, nous noterons : 8 t 2 [0; T], X{ = Xx.

Nous terminerons ce paragraphe en §nonsant deux proprifit§s et un lemme qui nous servi-
rons par la suite.

Proprifit§ 1 Sous (A) et si (hn), o est bornfe, il existe une constante! C telle que, pour
tout K 2 N° et tout n, on a :
3 h _ i, ,
E  Xknn i E Xknn J Fihn, Chg

Propri§t§ 2 Sous (A), il existe C telle que, pour tout k 2 N® et tout n, on a :

h h i i
E "E XunnJ Finnn i Xidhe i Mbacipn, 07 Ch3

Les d§monstrations de ces propri§it§s sont donnffes respectivement en annexes B et C.

1Dans la suite, I'ensemble des constantes introduites sont ~nies et strictement positives.



Lemme 3 Sous (A), pour toute f dans L3 (%), ona, sinh, ¥ 1 eth, ¥ 0:

13X _® e
— f X(k i Dhn i E 0
k=1
Df¥monstration : h p 3 “i
Si f 2 L5 (%0), on a, du fait de la stationnarit§, E 2~ P'_; f Xu;pn, = 0. Enoutre, pour

k j, en utilisant I'in§galit§ de Schwarz et I'hypothpse (A 4) , on a:

JEIF (Xinn) F OGrli = JEIF O%une) ELF (Ko § Final
iFijy, HITOF,

jifiia, exp (i G i K)hn)

D'op :
(a1 ’# O 1
1 1.... < )
Var o f Xkidhn ﬁ]]fﬂz;lo @n+2 exp (iz( i K)hn)A
k=1 0 k<j n T

vl
1...0 exp (ithn)
n iifliga, 1+ 21 i exp(ithn)

Or,sinh, ¥ 1 eth, ¥ 0,n(1 jexp(izthy)) ¥ 1. On adonc laconvergence annoncfe. &

4 Etude de la consistance

La fonction d'estimation obtenue en couplant la m§thode des M.C. au sch§ma d*approximation
d'Euler est donn€e par :

1 XS 3 ”2
Un(r) = nhZ Xkhn i Xkihn 1 Dnb Xggyh, i 7
k=1

Nous allons commencer par VEri er que Uy, est bien un contraste au sens de la d§ nition 3.2.7
de [4]. U, s'exprime en autre en fonction de la martingale centrfe My, et du reste R, d§ nis
par :

X 3 h _ i
Mn(r) = buinhn (N Xknn i E Xknn J Fki 1yhn
k=1
> 2 “hoh i i
Rn(r) = bkinhn(0) i b, (N E Xinn J Finhn i Xkinhn 1 Db 1yh, (0)

k=1

Ces deux variables statisfont les lemmes suivants qui sont des cons§quences directes respec-
tivement des propri§t§is 1 et 2.

Lemme 4 Sous (A) et si (hn), o est borne, il existe C telle que pour tout couple (r;s) 2
[a;b]? et tout n 2 N° :

h i h i
E (Mn(r))z' Cnh, et E (Mn(r)iMn(s»Z' Cnhp (r i s)°



et

Lemme 5 Sous (A), il existe C telle que pour tout n 2 N” :

8 (v;u) 2 [a;b]*; E[jRa(v) i Rn ()il Cjv i ujnh )
2 3
8:  2[0;bja]l; E4 sup jRn(v) i Rn(u)j® C ~ nh? (10)
viuj “i(viu)2[ab)?
" : #H
8% +21]0; Map[; E sup "R (0): Ccnh? (11)

£ jrj Mapir2fap] T
Utilisant ces deux lemmes, on montre que :
Lemme 6 Sous (A), lorsque nh, ¥ 1 eth, ¥ 0,0n a:

1 Z
8r 2[abl; Un(M) i Un (@) TP UMmO) = (b(xir)ib))L(dx)

our ¥ U (r;0) est une fonction continue et positive, qui admet un unique minimum en r = 0.

Dfmonstration :
Pour tout r 2 [a;b], on a :

3 -

Un() § Un(®) = o= (Ma(0) § M)+ = bes 5mna(©) i b e ()~ + R (1)
n k=1 n

D'oy, d'aprgs les lemmes 5 et 4 :

E[iUn(r) § Un(0) i U (r; 0)j] n—an[iMn(O)iMn(f)j]"' 2_E [iRn ()]

Al A nh, ) 4

1 X ) -
+ B bi Dhn(0) i b phn (N i U (r;0)-

M |1=1 T

C p=—=+hn My

. hhp ,

:1 3 ,2 -
+ B — bainna () i bripn, () i U (R 0)-

k=1

De plus, le lemme 3 implique que sinh, ¥ 1. eth, ¥ O,0na:
u: 2 . :#
-1 X 2 :
E - bkinhn(0) i bainpn, () TU(MO0):> §¥0

k=1

Pour tout r dans [a;b], on obtient la convergence dans L! (P) de Un(r) j Un(0) vers U (r;0).
Montrons que r ¥ U (r; 0) est une fonction continue qui admet un unique minimum en r = 0.
Par hypothgse, b est lipschitzienne et 1, admet des moments de tous ordres. Par application
du th§orame de Lebesgue, on obtient la continuit§ de U sur R.

Si I'on suppose qu'il existe F tel que r & 0 et U (r;0) =0, alors pour tout X 2 R, b(X j ¥) =



b(x). On a ainsi : b'(K") = limp y g+ XEO = jim, o MO = 1 (0*) et de meme
b’ (ri) = b°(0i). Or, b"(r*) = b"(ri). On obtient donc b’ (0%) = b’ (01) ce qui contredit
I'hypothpse b 2 C,,. =

Notons by I'estimateur du minimum de contraste associ§ p U, (d§ nition 3.2.7, [4]) :
= inf Un(r
b r2[a:b] n (1)

Avant de d§montrer la consistance de by, il nous faut §noncer une version simpli §e du
th§orgme 19 de Ibragimov et Has'minskii ([9], annexe I, p.372) :

Lemme 7 Soient a et b deux rfels tels que a < b. On considare (Yr) o UN Processus
continu p valeurs dans R. On suppose qu'il existe trois constantes ® _ °+1>1et >0
telles que, pour tout couple (r;u) 2 [a; b]2 vri antr+u2[a;b],ona:

EGY® 7 EliYrsu i Yei®] Tjuj !

Alors, si on note V (Y;L;%) =supfjY, i Yuj;a u r bjju L;jrj L;rju g, on
a:
E[V (Y;L;%)] Cge ®Lt®

op Cg: est une constante qui ne dfpend que de ® et °.

Th§orgme 1 Sous (A), sinh, ¥ 1 eth, ¥ 0, b, ip! 0

Dfmonstration :

La d§monstration de ce r§sultat repose sur la vEri cation des hypothpses du th§orame 3.2.8.
de [4]. La compacit§ de I'espace du paramgtre et les continuit§s de r ¥ Up(r)etr ¥ U(r;0)
sont bien VEri §es. Pour montrer la consistance de by, il su=t alors d'exhiber une variable
Vh (7) telle que, pour la fonction V d§ nie au lemme 7 :

8 “0; Vn (") . V (UniMap;”) ps. et Vo () i 8 A()

op A est une fonction de R* dans R* qui vEri e lim-xoA (") =0.
Pour tout (r;u), on a :

2

Un() 1 Un (@ = = (Ma (0) § Mo (1) + = (R (1) R (W)
ih i

3 h
bkiyhn (W) T bih, (N by, (0) i b 1yn, (1)

1
N =1
L Xh ih i
= bkiyhn (W) T b, (N b nyng (0) i b 1yh, (L)
k=1

Pour tout0<” b ja, onadonc:

2\ (Rn:Map;b § @) + 2K2 (b j a)”

2
V (Mnp; Mayp;b § @) + nhn

V (Un; Mgp; ) o
n




D'aprgs le lemme 4, il existe une constante C ind§pendante de n telle que, pour tout couple
(r;u) 2 [a;b]? vEri ant r +u 2 [a;b], on a:
h i h i
E M2(r) Cnhp et E (Mp(r+u) j Ma(r))>  Cnhnu?

cPh 7 ada

Par application du lemme 7, on obtient : z2=E[V (Mn;Map;b i a)] i arzl,

1
op C! est ind§pendante de n. D'op : ﬁv (Mn; Mg b § @) Li @ 0.

1
De plus, le lemme 5 implique que : z2-V (Rn; Map;b i a) 5P 0.
Posons alors : Vi (1) = 55V (Mn; Map;b i @) + 55-V (Rn;Map;b j @) +2K2 (b j a) .

l Ve
Compte tenu de ce qui pr§cpde, pourtout ™ bja,ona: V, (") Li(f) AC)=2K? (bja). -

5 Vitesse de convergence et normalit§ asymptotique

Enoneons le rsultat de normalit§ asymptotique de b, :

Th¥orgme 2 Sous (A), si (hn),, est telle que nhy, ¥ 1 et nhd ¥ 0, et pour I (0) d§ nie en
(8),0na:

M il

1
T
Du fait de la non r§gularit§ du contraste, ce r§sultat ne peut €tre obtenu par la m§thode
classique (rffisultat x 3.3.4. de [4]), bas§e sur la d§rivabilit§ p I'ordre 2 du contraste et qui
consisterait g d§velopper UY (b,) i UY (0). Ainsi, aprgs avoir identi § la vitesse de conver-
gence de b, vers 0, nous d§veloppons le contraste autour de 0 en mettant en §vidence une
dicomposition qui satisfait une propri§t§ LAN (Local Asymptotique Normality, cf. [9]).

Pohb, "9 N

Comme le montre le th§orame qui suit, I'identi cation de la vitesse de convergence de by
vers O_nace@site un premier renforcgnent d$ I'hypothgse de dficroissance de la suite (hp),, vers
R . 1P—
0:si nhy , est bornfe, la suite ~ nhyb, |, , est alors tendue.

i ¢
Thforgme 3 Sous (A), si (hn),, est telle que nh, ¥ 1 et Inh,31 . est born§e, alors pour tout
" >0, il existe Hp > 0 et ny, 2 N” tels que pour n _ Ny, :
H H 1

L 0
P 1;"
jbnj pn_hn - Li

La d§monstration de ce r§sultat repose sur la transposition d'arguments d§velopp§s par Chan
[3] dans le cadre de modgles autor§gressifs p seuil p temps discret.

D&monstration :

Pour tout ¢ 2 10;b[, on a :

© 1 m T
P@ inf  (Un(r) i Un(0))>0A P (jbnj>&)+P jbnj < poe
cn,jrjdar'jT1 nhn

10



Du fait de la consistance de by, pour tout ¢ 2 ]0; b[ et tout " > 0, on sait qu'il existe ng 2 N®
tel que 8n _ ng, P(jbhj > &) 7 Il nous su=t donc de trouver ¢y > 0 tel que, pour tout
" >0, il existe Hy > 0 et ny, 2 N® qui satisfont pour n _ Ny, :

o 1

PB inf  (Un(r) i Un(0)) >0% . 1
To_ jrj . P 2

On aura alors le rffsultat attendu en prenant nLO = maxfng,; NHeY.
Danslecasopr>0,ona:

Un®) 1 Un@ = 2 Buina©) i B )+ o= (Ma(©) § Ma(P) + =2

k=1 ~ n
A 1,
2 i 27 Bkinna(0) i biuha (1)

¢>I'>-p—:Tn nk=l_ r _ B _
1 My(©) § Ma() 0 1 Ra(D)

2r>  sup sup  ——
2 2
¢.r.pH_ nhp r ¢.r. pH_ nhn, r

nhnp nhnp

Rn (1)

Or:

Lemme 8 Sous (A), si (hn), est telleque nh, ¥ 1 eth, ¥ 0,8¢ 2]0;b]; 8" >0; 8H >0
et 8 >0, il existe ng tel que, 8n _ ng :
o XA P
Dok s 0) i bk r
@ inf 1 ki hn (0) i b 1yh, (1)
cropi_n, _, r

nhnp

1
A iRre)A LG

avec A (¢) = jjb°jj§;10 i 4K2q(¢) j ¢G (<), op q et G sont des fonctions continues, crois-
santes, telles que q(0) =0et G(0) < 1.

La d§monstration de ce rfjsultat est donnfe en annexe D.
De plus, on a les deux r§sultats suivants, d§montr§s en annexes E et F :

Lemme 9 Sous (A), si (hp), est telle que nh, ¥ 1 et h, ¥ 0, pour tout ¢ 2 ]0;b[, " >0
et tout ~ >0, il existe Hy > 0 telle que pour H _ Hj, 9 n}; 2 N° tel que, 8n _ nf, :

o _ _ 1
1 -M iM -
P B Sup nh _ n(o) I2 n(r)_ > ’g n (12)
¢_r_pi= Nhn r

i ¢
Lemme 10 Sous (A), si (hn), est telle que Inh,31 . est born§e, pour ¢ 2 10;b[, " > 0 et tout
~ >0, il existe Hy >0 telle que, 8H _ Hy, 9 n?, 2 N° tel que, 8n _ n?, :
o 1

PB sup — :an(r):>,g " (13
¢ r.po_nNhn T

nhnp




On obtient donc que, pour tout ¢ 2 ]0,p[, tout " > Q,et tout ~ > 0, il existe
Ho = maxfHi; H2g > 0 et ny, = max ng; anO; n2HO tels que, 8n _ ny
Vi il

0 -

H ’ ; .
P 8r2 p——i¢ ;Un(r) i Un(0) . rPIA(®) i 6+&)7] . 1i3"
n
La fonction ¢ ¥ A(¢) est continue et dfcroissante avec A (0) = jjb°jj§;10 > 0. Il existe donc
¢y >0 tel qu%A(d:o) > O.hOn choisit alors =~ = %.
Lecasour2 jc; ip:'? se traite de manigre analogue. ©

Notons que la condition imposfie sur-a vitesse de dficroissance de (hn), versg 0 (lemme 10)
rfsulte de la majoration E ~;1)n,  Ch3 (cf. annexe C, (29), p.27) ou “(x; nhy, et
sont les erreurs d§ nies au lemme 1. Y

Comme nous I'avons pr§cis§, pour §tablir la normalit§ asymptotique de b,, nous adoptons
le type de critpre d§velopp§ par Ibragimov et Has'minskii dans [9]. Le th§orgme 1.2 de [9]
ftablit la normalit§ asymptotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque la
vraisemblance du modple consid§ir§ satisfait une condition LAN (d§ nition 2.1 [9]). Nous
allons adapt?b(irﬁsql!tat g notre cadre d'§tude (th§orgme 4).

La suite ~ nhnb, §tant bornfe en probabilit§, on df nit :

o1 T
Zn(U) =nh, Uy ‘pm i Un(0) (14)
n
Th§orgme 4 Supposons que, pour tout u, on puisse §crire :
Zn (u) = 21 Q) uG, + 1 (0) u® + =, (u) (15)

ou I (0) est une constante strictement positive. Si de plus :
1
10)°
2. u ¥ =, (u) est continue p.s. et telle que, pour tout B > 0, sup;,; gJ&n (U)j tend en
probabilit§ vers O lorsque n ¥ +1.

1. ¢, converge vers la loi normale centrfe et de variance

-

3
Alors : pn_hnbn +¢, 10, pn_hnbn N o;%

La d§monstration du th§orpme 4 est donnfe en annexe G.

Pour montrer le th§orgme 2, il nous su=xt donc d’'exhiber une d§composition de Z, de
la forme (15) telle que les trois termes de ce d§veloppement, | (0), ¢, et &,, satisfont les
hypothgses du th§orgme 4.

Commengons par identi er chacun des trois termes qui constituent ce dfveloppement.
Nous utilisons pour cela une g§n§ralisation de la formule de Taylor dans le cas d'une fonction
de Cyy-

Lemme 11 Si b est un §l§ment de C,%Og, on a pour tout x et tout r :

. . 0i_+¢ 0i ;¢ '
b(X)|b(X|r) = b’ x I(X>0)+b X I(X o I i
A L P .t '
i Zb g i 0 (rix) lpso+Xin lx o
r Vv

b (x j u)dudv
0

12



Ce r§fsultat repose sur le méme type d'arguments que ceux d§veloppfis dans la d§fmonstration
du lemme 2 (annexe A-1).
Le premier terme de droite de cette §galit§ est la fonction b d§ nie en (7) et nous noterons
par la suite :
£.i ¢ i ¢ah i
a(rx) = 00T 0N (i) leoy (X i N I o (16)
z,z,
+ b% (x j u) dudv
0 0

Par application du lemme 11, I (0) §tant I'information de Fisher asymptotique ( (8), x 3), on
a:

1T X 3 °3 h _ i
Zn(u) = 2U19T b Xwkinhn Xkhn i E Xkhn J Fkinhn
Mn =

wx H u M= h _ i
2 © Eﬁ;x(kil)hn Xkhn i E Xkhn J Fki 1)hn
k=1 n
A 3,3 . !
2 2 . 2

b Xwinn, i1(0) +u'l(0)
k=1
u X ° - My Ll
2h b Xk o p—:; X
npn_hn - (kil)hn pn_hn (kil)hn
N K u T K u |

+ h o2 p——: X+ +2R
nk=l pn_hn (kil)hn n pn_hn

+ U

S|

Posons :
D
I (0)

1 X 3 -3 h i~

ou Dj(n) = P=— b Xkinhn Xkhn i E Xkhn JFxinn, 0 =1;n)

¢, =
" nh“k:l

DM = o

M E h i M il

x Mo . u
U = j2 = pT;X(kil)hn Xkhn 1 E Xknn J Fkinn, +2Rn P
=1 NNn NNnp
13X 3@ - ox My Ll
+out o b2 Xwinhe 11(0) +hn () ‘pm;x(kil)hn
n

hr wx 3 - M u 91
i 2u — b X o] —— X1 :
i n ., (ki 1)hn p_nhn (ki Dhn

Il nous reste g montrer que, sous (A), les termes de cette dcomposition (15) satisfont les
deux conditions du th§orpme 4.
La loi asymptotique de ¢, r§sulte directement du th§orgme suivant :

Th§orgme 5 Sous (A), lorsque nh, ¥ 1 eth, ¥ 0,ona:

D™ " N (0; 1 (0))

13



Dfmonstration : = - 3 -
Sous (A), DM = pM o o estune Fggon, — -martingale de carr§ intfigrable. La
n

d§monstration du th§orgme repose alors sur la VEri_cation des deux hypothpses du th§orgme
2.8.43 de [4] (p.82). .

Py 2. aE
2 Onmontre que <D >{V=""1_E D(”) i D(”) i Foci nhn ol (0). En e®et :

(n) 1 x 3 ,23 - s h . i’2 ) s
<D>;" = b Xkinnm E  Xkhn i E Xk J Fkinhn  J Fidhn
nhp kel
1 XS ’23 -
= 5 b Xkiph, +Cn
k=1
avec :
2A 1 3
. “,3 - Az Khn, h - i -2-
Ch= b Xkinn, E4 bs (0) i E bs(0) j Fac;yhn dS  § Fasnhn
nhn \ _, (kilhn
3 7.3 -
. . P 2 1
Or, le lemme 3 implique que : % k=1 b Xkinhn =P 1 (0).

De plus, par une application de I'in§galit§ de Schwarz, on montre que : E[Cp] 2K2jjbjj§;10 hn.

1
On a donc : Cp - ﬁp) 0. D'op: <D >(n)L ‘P)

2.8.43 est donc vgri §e avec ©(n) =n.

I (0). La premigre hypothgse du th§orgme

2 1l nous faut maintenant montrer que la condition de Lindeberg est satisfaite. Pour tout
" >0, on obtient par application de I'infigalit§ de Schwarz :

2 2 33
X n n) - -7
44D ; D )1 1> R j Fieinna,2°
k=1 il =
2 B 31 -
1 X 43 43 - .2 3 ) h ) 1 4=%
nhn ) lE b X(kil)hn D(n) DI((n)l_;' E )(khn iE thn J F(kil)hn

Or, d aprgs la proprlatﬂ 1, il existe C telle que :

i 4=—
E thn i E thn J Finhn Chn.
De plus, I'in§galit§ de Markov g I'ordre 1 et la propri§t§ 1 impliquent que :
23 43 - ) 3% 3~ - (): - HCKT[%
3 - - n n) - n 2
E4b  Xeiphe Vpm pm- . > KPP DIiDG "7 K2 gps
DViDY, . n

On en deduit donc qu'il existe une constante C’ telle que pour tout n :
2 2 33

(n) . (n) -3 ;
E4E4 Dy I:)k 1 I (n) D(n) - J I:(kil)hn55
k=1

14



D'op :
2 3
oo LiP)
- T iFaon 5 0
D™ ;DM " JFkinha

X - -
4o 1 0,7
k=1

Puisque la condition de Lindeberg est vEri §e, on obtient bien la convergence en loi an-
noncfe.c .
L'hypothpse 1 du th§orame 4 est donc satisfaite car par d§ nition ¢, =1 (0)i! DM,

La vgri cation de I'nypothgse 2 du th§osame 4-repose entre autre sur |'obtention du r§sultat
suivant : pour tout B > Oh_supjuj B;iRn = 7 iP! 0. Comme dans le th§orgme 3, c'est

nhn
I'ordre de la majoration, E ™ ; 1)h,,” Ch2, qui va imposer une vitesse de dfcroissance de
(hn) vers 0. On a ainsi un nouveau renforcement de I'hypothpse Inh,31 bornge.

Theorgme 6 Sous (A), si nhy, ¥ 1 et nh? ¥ 0, on a pour tout B >0 :

. . LiP)
sup j#n (U)j f 0
juj B
Notons que la proprifit§ satisfaite par la fonction &, est plus forte que celle requise pour
obtenir le caractgre LAN du contraste en 0.

Dfmonstration :

Ona: B B
_ _ > B 1= h _ iz
sup jFn (W) 2sup - B P Xinhy  Xinn i B Xinn J Pk, - (A7)
jui B juj B_k=1Ll nﬂr]_
- u -
+ 2sup Rn p=— - (18)
juL B nhp, -
,o1 X2 5% C
+ B - b Xwinn, i 10)- (19
N =1
N K u |
+ ha o sup &% Peei Xy 1y, (20)
kS=1]UJ B n n B B
hy X- 2 - - Koy _ T
+ 2B — b X(kil)hn sup - p:,X(kil)hn - (21)
n k=1 jui B nhn

Montrons que chacun de ces cing termes, (17) g (21), tend vers 0 au sens L! sous P. Pour
cela, nous utiliserons la proprifit§ suivante :

Proprifit§ 3 Sous (A), pour tout B > 0, il existe Cg = 0 (qui ne dfipend que de B) telle
que, pour juj B; jvj B, etpour ntel que nh, _ 1,0na:

RTRNT! 1T u 19,%# A g T 1
E = 19u='xk-1h i o 19V='Xk-1h Ce P= Q P +——
nh,’~ kibhn nhy, ~ (Kibhn nhn, nhn  (nhp)?
" M  [lid LR |
E sup o P Xginmm  Co—o— Q Poe= + (23)
jui B nh, ~ *iDhn nhy, nh,, nh,,

15
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o Q est une application continue telle que Q (0) = 0.

Ce rfjsultat repose sur la majoration suivante; pour tout X, si juj B, jvj B etnh, _ 1,

ona:
- M il M T

- u v - it i ¢-viju- - -V
o P=——X 8 P=iX - bt ot i b ol TopA=1® +BGg (X) —
nhp, nhp nhn X pfﬁ nhp
avec Gg(X) = C(1L+jxj+B)®
3 -3 h i’
Terme (17) : Posons : &, (U) = [_, & p:=hn;x(ki1)hn Xkhn i E Xknp, J Finhn

Soit n tel que nh, _ 1. Appliquant I'in§galit§ de Schwarz et utilisant les propri§t§is 1 et
3-(22), on montre que, pour tout B > 0, il existe Cg telleque sijuj Betjvj B:

h g Awgmooh )
E (@nh(u) i @n (V) Cs Q Pn=hn + (nhr)? (v iu)
et : ~
LI
E'B2 (W) = E (8 (U) § o Q) BCBAQHpB=ﬂ+ L
n n n nhn (nhn)2

De plus, &, est un processus continu car, pour tout X, u ¥ @ (u;X) est continue. On peut
donc appliquer le lemme 7. Si nh, _ 1 et (hy), est bornfe, on obtient :

" # A q 1
H g 1 4
E sup jan (u)j E o, B;2B Ke Q p— +——
i FI)BJ n (U)] [V (an )l B nh- (nhn)2

3

avec Q PE— + ﬁ? qui tend vers 0, lorsque nhy, ¥ 1. On a donc, pour tout B > 0,

1
SUPjyj B J%n (U)] - EP) 0, lorsque nh, ¥ 1A et (hp), est bornge.
Terme (18) : Utilisant la propri§it§ de Lipschitz de b et la propri§t§ 2, il existe une constante
" nie Cg telle que pour tout n, nh, _ 1:

_ H u TE# q—
E sup R, p— - Cg nhg
juj B nhn

Sinh, ¥ 1 etnhd ¥ 0, on obtient donc :

: H u ﬂ: Ll‘P)
sup Rn Pp=— - 1
juj B nh

0

P 3 ’2 3 - Lt P)
L R=r b Xuphe i 1(0) "o,
Terme (20) : Pour montrer la convergence L' vers 0 de la variable consid§r§e, il su=t
d'utiliser la propri§t§ 3-(23).
Terme (21) : En n, par application de I'infigalit§f de Schwarz et de la propri§it§ 3-(23), il
existe Cg telle que :

11113

Terme (19) : Par application du lemme 3 :

2 - -3
S s ST T T e
E4 2 b Xu. Tsup 8 Pe—; X(ks 5 CgK —  +
N (K i Dhn e pB p_nhn (ki D)hn K Q p_nhn Ahn
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On a donc :
Sh_nX: B - H T[ l(F)
™y b Xkinh, SUP o 19— Xkivhn ~ @i ¥
n k=1 juj B h

Chacun des cing termes, (17) p (21), converge vers 0 au sens L! sous P; le th§orgme 6 est
donc d§montr§. =

Nous avons donc trouv§ une dficomposition de Z, du type (15) telle que, sous (A), les con-
ditions du th§orpme 4 sont satisfaites sous la condition nh, ¥ A et nh3 ¥ 0. Le th§orgme
2 est ainsi d§montr§.

Notons que, dans [14], le problpme d'estimation du paramgtre de seuil est §galement trait§
pour un modgle autor§gressif discret du type :

Xk =b(Xkj1 i ro) +ex

ou la fonction d'autor§gression b est dans Cgog. Les techniques utilis§es dans le cas des
di®usions g seuil sont alors adaptfes pour §tudier les propri§tfis asymptotiques de I'estimateur
des Moindres Carr§s Conditionnels de rg.

6 Applications : Modgle CTAR(1)

Dans ce paragraphe, nous allons spfici er les rfsultats pr§ic§dents pour un modgle CTAR(1)
([11, [2], [8]) g raccordement continu d§ ni par :
5 .

dXe = jarXtlx>0) i a2Xtlx, o) dt+dB¢ (24)

Dans ce cas, le paramgtre de seuil est ro = 0. Commenegons par examiner les conditions (A).
(A 1) est ais§ment VEri fe.
La d§rivie de la fonction d'§chelle associe p (24) est donn§e par :
3 - 3 -
So(X) =exp a1x® =gy +exp ax’ I o

(A 2) est ainsi satisfaite si et seulement si a; > 0 et a, > 0. La densit§ de la loi invariante
1 .
o est:

! ra_ N ] A p_ a
qo (X) = PPz 2 Texp i<’ =0y + 1s—+|sa—2 2 7exp iax’ 1 o

' .

On VEri e facilement que 1 (0) = M et que 1 (0) > 0 pour a; > 0 et a, > 0.

ap+ az
D'aprgs la remarque 1 faite au x 3, (A4) est satisfaite si a; >0 et a, > 0. On a en e®et :

lim go(X)=0; lim 1

ixi T+ xj 1 +1 2b(X) =0

Etude exp$rimentale par simulation :
Nous prendrons comme domaine de recherche de rq, I'intervalle [a;b] avec a = j4 et b = 5.
Pour simuler le point initial Xo (1) selon la loi 1o (A 3), on se base sur la propri§t§ suivante :

17



Propri§it§ 4 Soient U une v.a. uniforme sur [0; 1] et X une v.a. gaussienne centr§e rfduite.
On suppose que U et X sont ind§pendantes. Posons :

. 1 s .
2a1 ou pff%% 2a ﬁff%% U 1

Alors, la v.a. Z d§ nie par Z =Y jX]j suit la loi 1.

Pour a; = 1, a, = 2 et ryg = 0, nous simulons n observations g partir d'un sch§ma d'Euler
A pas 1“—65 Comme le rfsultat de normalit§ asymptotique de b, est obtenu pour une suite

(hn) telle que nh3 ¥ 0, nous avons choisi h, = (nin (In (n)))i%. On a alors pour n = 5000,
hn * 0:04536 et T = nh, = 226:83.

Cette §tude num§rique est menfe en supposant dans un premier temps les paramptres a; et
a, connus. Nouls__,calculons N = 100 estimations mdﬂpendan‘gs du, parama&re de seuil. Nous
notons ry = % =, bl, la moyenne empirique et Sy = m i— 1 bn la variance em-

- L+ 5 152 = 0:4450,

Nous compl§tons cette §tude num@rique en testant la normalit§ N O; |(0) de la loi limite

pirique des estimations. ry est p comparer pro =0et TSy R ,(0)

des pT b, i1 \ parun test du Khi-Deux. Pour ce falre, on choisit 20 classes Cj = ]bj; 1; bil,

avec bp = j A et byg = +1, sur lesquelles la loi N O; ,(0) a une probabilit§ p; = 0;05.

P .
Pour tout i = 1;20, on note N; = }-\‘=1 ( nhnbLz]bi.l-bi] I'e®ectif observ§ pour la classe C;,

I"e@ectjf thﬂorique §tant Np;. On d§ nit alors Ky = N, (N','\,% Si la loi limite est la

loiN O |(0) , la loi de Ky est un Khi-Deux g 19 degr§s de libert§. La zone de rejet choisie
pour un risque de premigre esppce de 5% est fTKy > 30:1g.

Dans un deuxigme temps, nous nous placerons dans le cas oy a; et a, sont §galement des
paramptres g estimer. Pour r —x§ tel que mink=1;n X(kj1)hn ' < MaXk=1;n X(kj 1)hn» 1€S
estimateurs du minimum de contraste de a; et a, associfs p U, sont :

3 -3 -
n - -
1 k=t TiXkinhe  Xkho | Xwinhn 1(xg; man>r)
& (1) [= 7
hn N X |
k=1 T4 2KiDhn - T(Xgeinn>T)

3

n - -
1 k=1t "iXkinhn XKihn 1 Xkinh, lex, .
&, (r) — Py ~ ! ( (kiDhn I')

7
n -
k=t T Xoantn N xgmn 1)

On remplace alors dans le contraste a; et a» par leur r-estimation et on minimise en r la
fonction ainsi construite. L'estimation b, §tant obtenue, on estime a; et a, par &, (b,) et
&, (b,). Nous indicerons par ° les r§sultats obtenus relativement p cette proc§dure d'esti-
mation.

18



Figure 1: Histogramme des estimateurs (nhn)% (B i ro) lorsque a; = 1 et a, = 2 sont
supposts connus.

Figure 2: Histogramme des estimateurs (nhn)% (B i ro) lorsque a; = 1 et ay = 2 sont estim§s.

Figure 3: Histogramme des estimateurs (nhn)% (A1 n i a1)lorsque ag =letar =2.
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ro rn 1(0)i* ]| TSn
0 | §0:001974 | 0.4459 | 0.397615

Table 1. Moyenne et variance empiriques du paramgtre de seuil pour N =100 lorsque a; =1
et a, = 2 sont connus.

ay, ax, ry TSR
1.016415 | 1.969189 | 0.004132 | 1.689259

Table 2: Moyennes empiriques des estimateurs de a;, a; et ro pour N =100eta; =1,a, =2
et rg =0.

Conclusion :

Que a; et ap soient estimfs ou non, les moyennes empiriques pour le paramptre de seuil ap-
prochent ro avec une précision de I'ordre de 10i3. Alors que la variance empirique est proche
de la variance th§orique si a; et a, sont connus, elle s'en §loigne naturellement lorsque a; et
a, doivent €tre estim§s, et cela bien que ces estimations soient en moyenne proches g 102
prps des vraies valeurs des paramgtres a; et a,. Lorsque a; = 1 et a, = 2 sont connus, le
test du Khi-Deux nous permet de-con rmer, au niveau 5%, que la loi limite commune des
ARn b, iz estlaloi N 0; ¢ - On trouve en e®et Ky ™ 22:59.

Pour ce modgle p seuil particulier, lorsque a; et a, ne sont pas estimfs, les r§sultats numg§riques
sont conformes aux r§sultats th§oriques §noncfs aux x 4 et x 5.

Sion se r§ifare g [3], on peut conjecturer que I'estimateur du minimum de contraste (&,; &\,; bn)
associff p (ap; ap; rp) est tel que (&3 ,; &,,) est asymptotiquement normal avec une vitesse stan-
dard et ind§pendant de by, la loi asymptotique de b, n'§tant pas a®ectfe par I'estimation de

(a1; @2).

Figure 4: Histogramme des estimateurs (nhn)% (B2 nh i @) lorsque a; =1leta, =2.
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7 Comparaison de I'estimateur du maximum de vraisemblance
et de I'estimateur du minimum de contraste

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que I'estimateur du minimum de contraste est
asymptotiqguement §quivalent g I'estimateur du maximum de vraisemblance bas§ sur une
observation continue (Xt)tz[o;T] du processus solution.

La log-vraisemblance continue est donn§e par :

A 1 7 7 :

pT T Th i

Lr (r)=1In P—'T X) = . (Xeir)ib(XpldXy i . b? (X¢ i 1) i b?(X¢) dt
0

N =

Un estimateur du maximum de vraisemblance est d§ ni comme une solution by de I'§quation :
iL = inf (jLt (r
iLt (br) . (iLks (n)

Dans le cadre g§n§ral d'une di®usion ergodique, de dfrive dfyivable par rapport au paramgtre

en tout point r 2 Ja; b dans L? (1,), Kutoyants prouve que P, 2 est LAN en r sur tout
rzja;

Ja; b[ avec la fonction de normalisation ©t (r) = p%(r) (d§ nition 1.2.1 et th§orpme 3.3.8,
[12]). Sous des conditions suppl§mentaires, I'estimgteur du maximum de vraisemblance est
consistant, asymptotiquement normal p la vitesse = T et asymptotiqguement ezcace au sens
des estimateurs asymptotiqguement minimax selon Hajek (th§orpme 3.4.4, [12]).

L'hypothpse de translation faite sur le modgle et (A) permettent de VEri er I'ensemble des
conditions d'application de ces deux r§sultats. Pour r =0, on a en particulier :

HooH il 11
8u; Zr(u) = i Ly p—T i Lt (0) =21 (0)uct +1(0)u?+ 2 (u)
avec, lorsque T ¥ +1
z M |
1 T L(P) 1
¢Cr = P=—— b(Xe)[dX¢ § b(Xp)dt] 7 N 0; —=
T T10) o (Xe) [dX¢ i b (Xe) dt] 10)
8u; Ar(u) il o0
On a de plus :
M 1
P=_ vLm® 1
R o (B .
br i¥ 0; Tbhr ¥ N O,—!(O)
! 1
lim lim supE T in? =— 25

La relation (25) prouve I'excacit§ asymptotique de by au sens de Hajek. Cette §galit§ im-
plique en particulier que T ¥ +1 [6] :
pP—

Thr+Cr j80 (26)

Ce rfsultat va nous permettre de montrer que br et b, sont asymptotiquement §quivalents :
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Thforgme 7 Sous (A), lorsque T =nh, ¥ +1 etnh? ¥ 0,0ona:

PT (br i b 171 0
En e®et : . i . i
BT brib)= Thr+@r +(Cni@r)i | Ahnby+
avec (26) et le r§sultat du th§orgme 4 :
sinh, ¥ +1 etnhd 1 0O; IOmbn+¢n i1 0
Pour complfter la d§monstation du th§orgme 7, il su=xt donc d'§tablir que :

Lemme 12 Sous (A), lorsque T=nh, ¥ +1 eth, ¥ 0,0na:

ChiCril0
D&monstration :
1 XZkhn h 3 “i
Cr § ¢ P=— bXe) i b Xwinh, dBt
T1(0),—-; ibhn
1 x 3 “Zyh, h h _ i
i pm b Xki1hn _— b(Xe) i E b(X0) j Fjpn, dt
k=1 iDhn
1. Nous commencerons par montrer que :
1 X%k h 3 LS
Sn=P=—— b(X0) b Xgzoh, dBe 180
T1(0),—-; ibhn
Ona:
Z maxy) £,i L6 i 03 ]
b(y) i b(x) = . b (u)du i b0 §b 0T Igi () Igr (¥) + Irs (V) Ig+ (X)
min(x;y

Sous (A 1), on obtient la majoration suivante :

-

D) i bG) CA+pxg+iyD®+ B0 50T Ins 0 I () + Irs 0) Is (%)

On en d§duit donc que :

h i n Zh, h i
E S ————C? E (1+]Xdj +Xol)* X i Xo* dt
nhnl (0) 0 ~ .
i) (0*) 3 b’ (0i)i2 )
2]b(0)|l;(0 )JP sup jX¢ i Xoj =0
10) jti hn
Par I'in§igalit§ de Schwarz, on a :
h i h iz h i

1
2

E (1+jXe+jXo))*® Xt i Xoi° E (L +jXej+Xo))* * E jX¢ i Xoj*
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Utilisant le r§sultat du problpme 3.15 de [10] (p.306), sous (A 1) et 1y admettant des
moments de tous ordres, il existe une constant M nie telle que :
h i h i
8t2[0;1]; E (1+jXd+iXo)*™® M; E jXeiXoj' Mt

D'op :

h i acemPR 21 0%) 5 R ODE . !
E S2 3”+J()'2( )i sup jX¢ i Xoj >0
31 (0) 1 (0) jtji hn
5 .
Par continuit§f de t ¥ X (!), on montre que : limps+2 P SUpjj n, Xt i Xoj >0 =
0. On a donc le r§sultat annonc§.

2. Nous allons montrer que :

1 X 3 -7 khny h h . ii Ll(ﬁ))
Th=P=——= b Xkinhn b(Xe) 1 E b(X0) jFinh, dt i¥1°0
nhnl (O) k=1 (kil)hn

Utilisant la remarque 2 (x3), on a :

> Z khn h- h iCi

K
EliThj — E (X)) iE b(Xo)jFy: T odt
(Tnil pmkzl ki Dhn Xv) i (Xo) 1 Fi nhn

n

I (O) ”b”l;lo

On obtient la convergence annoncfe.

¢t j ¢, converge en probabilit§ vers 0 puisqu'elle se d§compose comme la di®§rence de deux
variables qui convergent en probabilit§ vers 0. &
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A Dfmonstration du lemme 2

Dans la suite, on note : S, (a) =h(a*) j h(al)

1. Montrons que si f 2 C%ag, T est la di®frence de deux fonctions convexes.

Soit x < a. Pour tout y 2 R, on d§ nit G(y) = " (u)du.
Intfigrant par parties, on obtient :

8t>0; G(a+t)=Ff'@@a+t)if'x)iSr@)

De plus :
G@in=Ff@itif X
On a donc :
i .¢
8y 2R; G (y) = f0 Iy' i fO (X) i Spo (a) I(a<y) (27)
D'op :

Z z
822R, Gy =T@)iT()i )z ix)iSe@(Eia)"

Donc :

f2) = f(2) i f2) . 5

fiD) = FOO+FOE@ IR+ Se@ T @ia+  Fu) T dudy
ZZZ 5 X X
f,0) = Se@iEidTi W' dudy

T, et T, §tant des fonctions convexes, on a le rfsultat annonc§.

2. Pour achever la d§monstration du lemme 2, on applique le changement de variable
g¥in€iralis§ p f1 et T, ( th§orpme 7.1 [10], p.218 ). On obtient :
Z, z
FX)=F(X)+ F(X)dXs+  Le(x)° (dx)

op © est la mesure d§ nie par © (Ju;v[) = f'(vi) j ' (ui). Or, d'aprgs I'§quation (27),
onapouru<v:

AL R Zv )
vl Ul =Sp @z (u;vD+  FR(H)dt

u

gl

On obtient ainsi :
Z, z
FX)=FXo)+ F(X)dXs+  Le(X)F" (x) dx + S (a) Lt (a)
0 R

R R
avec : g LeOQF"(x)dx =1 JF"(Xs)d <M > ([10], p.218).

On a donc le d§veloppement annonc§. ©
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B D$monstration de la propri§t§ 1

Soient k et n quelconques. On a :

h i Zkhn 3 h _ i
Xkhn T E Xkhn J Finh, = Cxn B + €ion bs(0) i E bs(0) j Fjyn, ds
1 n

i ¢
Or, pour tous rfels x ety, (x +y)* 8'x*+y*". Donc :
2 A 1 3
3 h i AZ Khn 3 h i =4

. 4 .
Xkhn T E Xkhy J F(kil)hn 84(¢khn B)4 + s Dh bs (0) i E bs(0) ] F(kil)hn ds S
1 n

Par une double application de I'in§galit§ de Schwarz, on obtient :

A . | .
Zyh, 3 h _ i~ 4 , Zh, 3 h _ iy
bs(©) i E bs(0) j Fjyn, ds hn bs(0) i E bs(0) jF;nn, s
(Ki Dhn (K i Dhn
Zh, 3 h, i
8hy bs (0) + E b2 (0) j Fae;yn, s
(kihn

En passant g I'esp§rance sous la loi invariante 1y, on a :

2K 1 3
Azkhn 3 h i~ "4

B4 iy, @i EBOiFn, ds 3 16h7, jibiig;a, (28)
1 n

De plus :
h i
E (¢kn,B)* =3h2

Si (hn),, est born§e, il existe une constante C nie telle que :

3 h i,
E  Xknn i E Xknn J Fihn Ch3

On a le r§sultat annonc§. o

C D$monstration de la propri$t§ 2

D'aprgs le lemme 1, on a:

I = Zkhn . P 6
— - . . 0l _|_¢ 00As ¢
(kilhn (khn i s)jh (Xs)jds+hy b° 0" b O

(kil)hn

-

3
Lkhn (O) i L(kil)hn (O)

car s ¥ Lg(0) est un processus croissant. Doy :

h i Z hn _ _
E " winhn (khn i s) E[jh (Xs)jl ds
(kiDhn h3 -

e i ¢
+ h, b0t 0 '0i TE Lkhn (0) § Lk )n, (0)
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Compte tenu du fait que 1 est la loi invariante, qu'elle admet des moments de tous ordres
et que h est g croissance polynomiale, on a :
7 Khr, b
(ko § Eh (X ds  okitep
(ki 1)hn 2

De plus, d'aprgs la formule de Tanaka-Meyer ([10], p.220), on a :

z t+s z t+s
Kirs] = jX¢j + . sign (Xy) dBy + . sign (Xy) b (Xy) du + Li+s (0) § Lt (0)

On obtient donc en passant g I'espfirance sous la loi invariante :

h3 “i Z khn _
E Lnn ()i Lainn, (0) = i Dh E [sign (Xu) b (Xu)] du
1 n
jibiig.ay hn
De ce qui pricpde, on d§duit que :
h- qi
E “winh,  Ch3 (29)

op C est une constante nie ind§pendante de n. Pour conclure, il suxt de constater que
d'aprgs le lemme 1, on a pour tout Kk :
h i h i
E Xkhn i Finhe i Xinha 1 Dnbiinn, 0 =E “«idhn J Fkinhn

Or:
h- h _ ici h- i
E E "«ivn, ) Finn, E " «inhn
Donc :
h- h _ i i ,
E "E Xk ] Finhn i Xkinha i hnbkinn, (07 Chy
j@]

D D$fmonstration du lemme 8

D'aprgs le lemme 11, on a pour € _ r >0 et tout X :

TIPS PO S ZZthOO
b)) ibXxir)=rb'x* § b 0" §b 0" (rixX)loxnir b” (x j rs)dsdt
0 0

On a donc :

P R S
ibOIO' bOIXI |(0 x &)
¢:n‘ZlZ

Ox) ibxin)? . r2'o'xi g2z 'or
£ o5 e T i ¢ - - z
i 23 o xi 4+ 0ot 0o b (x i rs) dsdt
0 0

Par hypothgse, b® est g croissance polynomiale, il existe donc ® > 0 et C ~nie telles que, pour
toutx 2R :

2124 -

8r 2 [0; ¢]; bY(x § rs) dsdt C (1+jxj+jcj)®
0 0
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n o

De plus, pour tout x 2 R, jb' (x)j K. D'oy,pourH >0etn _ n% =inf n2N% el ¢

nhn
V1 . R | R
_C¢
inf bC9 i bXir) %P gf 0 i eof ()
avec .
9f () =4K?lg « a
et
05 (X) = 4KC (1 + jxj + j¢j)®
Onadonc,siH>0etn _ ng:
1XAb (0) i b (r)!2 1 X3 3 "2
inf =7 DI 1 Dy = 0 X, 0 GR(®) i GGh(F)

¢,r,'pﬁnk=1 r nk=1

3

-

. P _
op: Gh(®) =% Po108 Xiinhe (@(=1,2). .

3

Sous (A), (t)% g€ et g¥ sont dans L2 (%). On peut alors d§ nir G; (¢) =1, g¥ (i=1,2)
et appliquer le lemme 3 p chacune de ces variables. Par cons§quent, pour tout " > 0 et tout

~ >0, il existe ng tel que 8n_

- No:

:1 3 3 ”2 - - E "
- 0 vy I -
P n 0" Xdkimhn i 0 ga -1 3
5 k=1 -
i=12 P G(®)iGi(¢) ~ .lig
On a donc : - -
A - - - . _ _ - 1
. " S 1D S 2“2 .
P 8i=1;2; G,(¢) i Gj(e) D b Xk mhn iDL Sl
k=1
Or: 5
x 0)ib 2 - -
_ H _ r _
. i Dhn (0) i bz yh, (N B2, i GL(E) § €Go(¢)
H_n r = 2%
CI:,r,-IQ—m k=1 B B
. S e
' " Xiivne T D 2,
k=1 - - -

GL(®) i GL(®) i ¢ GA(T) i Ga(C)
. b 0. i 4K%q(¢) i ¢Go(T)

E]_ Xsos ) 2 :0:2 E
i X, T D 2

- k=l . . .
i GL(T)iGi(¢) i ¢ GE(¢) i Ga(T)

n o

R . .
avec: q(¢) = 0‘” 1, (dx). Donc pour " >0, " >0et H >0, il existe n; =max ng;ng, tel

que 8n _ njp:
o

P@ inf

A
13X by

1

1
. =2
o) 0kinn O = 44y 5 2wy A 15

H_n
C.r.PE= k=1

r
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avec A(¢) = jjb°jj§;10 i 4K%q(¢) j ¢G(C), G=G,.

E D$monstration du lemme 9

La d§monstration de (12) s'inspire de la d§marche déivelopp§ie pgr Chan [3]. o
Pour toutd > 1, H =0 et n 2 N° on d§ nit I (d;H;n) = iZON; Qé'»;l—TH b et, pour

¢2]Ob]N(¢dH)—|nfn2N°pd— ¢; nh, _leth, 1.

Montrons que, pour " >0, ~ > 0 et d > 1, il existe Hyg > 0 telle que 8H _ Hp et 8n _
N (b;d;H), on a:
- s C 1
0) i M, S5 =
PB sup Mn 3 — n,2 nhn :>’£ " (30)
|2I(dHn) nh '5”: -
NN
On a B ) i )
O - 3 -1 o - 3 -
“Mn(0) i Mn S5 - > 1 “Ma(0) i M, #H -
P& sup — Q_’Z”_>£ th_ at - i -
i21@;Hin) Min - *5—,'1':” ) i21(d;Hny N T 15—:1':” -

Or, le lemme 4 implique qu'il existe C, une constante nie qui ne d§pend que de a et b, telle
que :

2: 3 ’:23
Mn(0) i M s -
nbN(b;d;H);8i2I(d;H;n);EQ 1 o nznh” Zg C
giH - (d2)' H2
nhn
Doy : B B
0] - 3 - 1
- 1 Mn(0) i My 'éjl% - C
n_N(@®bdH); P su - 3 - On :>’g — 55
. N( ) BIZI(dE'n) nhn ”: 2 - (1 di2) 2H2
nNn

Pour obtenir le r§sultat souhait§ (30), il su=t de prendre H _ Ho = W

Nous allons montrer que, pour " >0, " >0 et d > 1, il existe Hyp > 0 telle que, 8H _ Hg et
8n _ N(b;d;H),ona:

(o) _ - _ 1
11 - A d' E
Pg sup hooSup hsT’Znh “Mn (r) i My -=> § (31)
i21(d:Hn) gnhn ¥!+;: _éim n
Pour tout i 2 1 (d; H; n) et tout r 2 ﬁm Q$+l—"' ona:
- A 4 [ - A 4 i
1 1 H = 1 - H =
_M I = —— M iM Z
Tnh i pn_hn (@ 12 n(r) i Mnp pn_hn
nhn A 1
1 d*1H d'(di1)H
——V My; ; ——
@ M PP
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Or, par application des lemmes 4 et 7, on sait qu'il existe une constante C nie, ind§pendante
de n, i, H et d, telle que :

" A 1# sS_—
i+1 i - i+1 i -
E v Pwmd H;dgd|1)H cpnmﬁ H d@dilH
I nhp, nh, I nhp nhp
3 - Sd
Cc dH : d p—
nhp
D'oy :
_ 5 3
11 - Agin clan'dPayt
Eg h o sup hsi—’z = My (r) § M pT :z — ;
r2 gl g L N nhn (diH)? (nhp)#
nhn hn n
Cdpd il

PTH (nhn)3
Oor,n _ N(b;d;H):

- 3
- A I P
g 1 1 : d'H :z Cd djl
ERQ | sup hsﬁm Mn(r) i pT - —P——
ro it ¥!+1H .ﬁ% n NNnp d'H
nhp’ hn n

og C < 1 est ind§pendante de n, i, d et H. En appliquant I'infgalit§ de Markov g I'ordre 1,
on montre que, pour ~ >0etn _ N (b;d;H) :

- ~ _ 1
_ " F)d
1 1 d' . C i
Pg sup h Sup hsﬁnh _M r)i - § p_’d3 —1
i21(d;H:n) gnhn ¥!+:.1:| g_nhn H 1jdiz
0 1,

Il su=t alors de prendre H _ @—dll—A pour obtenir (31).
"15di?

En n, on remarque que, pour tout ¢ 2 J0;b, H > 0etd > 1, 8n _ N (¢;d;H), on
a:

- - - A
1 -Mup(0) § Mp(r)- 1 1 :
hsup e 1 = - SUp - SUp 3o Mn (r) i
o nh ¢ n i21(d;H;n) o gnh #!:;H .éimn

3 -Z

n(o) | Mn 'gl% E

+ sup 3 - Mn -

nh SiH 2 -
i21(d;H;n) —h=
nNn

(30) et (31) impliguent donc (12). =

30

(32)

d'H
pP—
nhp,




F D$monstration du lemme 10
Soient ¢ 2 10;b[etH >0 quelconques Pour tout n 2 N” tel que p— ¢,ona:

1 —R r)- 1 r)-
sup 2() — sup_ ”()
¢.r.pH_ nh, r hn¢ rop_ T

nhnp nhnp

Or, d'aprgs le lemme 5-(11), on sait qu'il existe C nie qui ne d§pend que de a et b telle que :

2 _ 3
ES sup 1 -Rn (r)g Cnh?
CI:,r,-]E)—nhn nh
On en d§duit que :
2 _ 3
- Z q—
ES  sup R“Z(r)—?, c nh3
¢c.r -p—nhn r H

Par hypothgse, la suite Inh,31 . est born§e. Sion note M > 0 cette borne, on a par application

de I'in§galit§ de Markov p I'ordre 1 :
o _ _ 1

pB 1 ERn(r)E>,g Epm

sup
2
¢.r.pH_ nhp r H

nhn

P—
Pour obtenir (13), il suxt de prendre H _ Ho= &M, o

G Dgmonstration du th§orpme 4

Si on montre que, pour tout + > 0, limpsq P I_pn_hnbn + (l:n_>i¢ = 0, alors pn_hnbn
converge en loi vers la loi limite de j ¢, et on aura le rffsultat annonc§.
Pour tout A>0,0na:
Sp__ - Sp__ -~
P = nhpbh+¢, >+ P = nhhaby >A +P(¢h>A)
5 .

+ P hhaby+ Gy > 5 onhnbe AljGnj A

La condition 1 du th§orgme 4 implique que :

8">0,9A1=A1(" etrgnl @1( ) tels que, 8n _ ng, P(j¢nj > A1) "

La tension de la suite ~ nh,b, implique que : P

8">0,9A, =A(") et 9ny, =ny (" A) tels que, 8n _ ny, P ' nh bn > A
Montrons que :

3:p - :p _ g A 2!
P = nhyby + ¢ >4 nhpby Ajj¢,j A P osup j&,(u)j . I(O)—
juj A
Ona:
I OO w1
su AL ST 2 YT o SRSt ) (33)
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a

ep___ -
Or, sous pnhnbn A ,ona:

i ¢
Zn (U) _ Zn Pahb,
jui A 21 (0) 21 (0)
Op___ - o___ - a
Sous IOnhnbn A, IOnhnbn+cl:n >+

iP—— ¢
Z, nhpb, £ _¢2 1 : :
——————— . — i — i == sup j&, (u)j
21 (0) 2' 2 ' 20 A "
, © . P - N o - a
Compte tenu de (33), on obtient, sous j¢n,j A;  nh,by, A;  nh,by +¢, >+¢
+2 ) ¢% ) ‘2 . ) ¢% ia i
PRI ZI(O)J_SJ_UFLJ n(Wl i¢h+ "+ o (0),-3,-”3\‘ n (W]
Donc :
n ‘b - P - o C +2)
Jj€nj A nhpby A7 nhpbh+ ¢y >+ % sup jF, (U)) . I(O)_E
juj A

On a I'in§galit§ annonc§e.

Lalf,rg@ion 2 impliquezgloiqufe 8+>0,8"> g 8A =>0,9n3 =n3(";;A) tel que, 8n _ n3
P nhab, + €, >4+  nhyb, Ajj¢,j A

Pour+ >0et" >0 x§s, on pose Ag = max fA1; Axg et ng = max fny; ny; N3 (Ao)g.

Pour toutn _ ng,ona:

5 .
o -
P = nhbh+¢C¢, >1¢
S g Sp___ - P -
P = nhpby >A¢ +P(¢nj>A0)+P ~ nhyb, + €, >1%" nhpby~ Ao jCnj
3_p_ B - 3_p_ _ _p_ -
P 7 nhpby > A; +P(j¢hj>A1)+P = nhyb,+ ¢, >%" nhoby™  Ag;jEhj
3!]

3

p__ Z
P nhnb, + ¢, >+ "

Donc, pour tout + > 0 et tout " > 0, il existe ng tel que, 8n _ no,
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