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Résumé

Ce travail concerne 'estimation paramétrique de modéle autorégressifs non-linéaires
multidimensionnels et ses propriétés asymptotiques. Pour une série scalaire ’estimateur
du maximum de vraisemblance d’'un modéle dont I'innovation est gaussienne, coincide
avec l'estimateur des moindres carrés. Néanmoins, ce n’est, en général, plus vraie lorsque
les observations sont multidimensionnels. Dans ce cas l'estimateur du maximum de vrai-
semblance pour un modeéle gaussien est le parameétre qui minimise le déterminant de la
covariance empirique du bruit. Sans hypothéses de normalité on montrera la consistance
forte et la normalité asymptotique de cet estimateur. De plus, on donne une loi du lo-
garithme itéré pour cet estimateur. Ces propriétés fourniront un critére d’identification
presque siire du modéle dans le cadre de la sélection de modéles par un contraste pénalisé
comme le BIC. Finalement nous appliquerons ces résultats au perceptrons multicouches.

This work concerns parametric estimation for nonlinear multidimensional autoregres-
sive models and its asymptotic properties. For a scalar series, the least square estimator
match with the gaussian maximum likelihood estimator. But, in general, it is not true
when the obervations are multidimensionnal. In this case the gaussian maximum likeli-
hood estimator is the parameter minimizing the determinant of the error covariance ma-
trix. Without normality asumption, we establish the strong consistency and the asymp-
totic normality of this estimator. Furthermore, we give a law of the iterated logarithm
for this estimator. These properties yield a result about almost sure identification of the
true model within the framework of model selection using penalized contrast, like BIC.
Finally, we apply these results to multilayer perceptron.

Classification AMS : 62 F 12, 62 M 10

Keywords Nonlinear AR process, Maximum likelihood estimator, law of iterated lo-
garithm, almost sur model identification, multilayer perceptron.

1 Le modéle

Pour une série (Y;), t € N* on notera Y, le vecteur (Vs -+, YtH)T avec [ € N*.
On considére le modéle suivant :

Yipr = Fw (Y1) +een



p est I'ordre de régression du modéle.

(Y;),t € Z,t > —p + 1 est une suite de variables aléatoires de RY.

— Fy est une fonction paramétrique, continiiment dérivable par rapport a ses paramétres,
avec pour vecteur paramétre W € RP |

— (g4), t € N* | est une suite de variables aléatoires vectorielles indépendantes identique-
ment distribuées de matrice de covariance I' € R4t14/2 inversible et inconnue.

— On supposera les observations initiales y9p+1 connues et fixées

Notation 1 On note le vecteur parametre # = (W,I 1) e © =0" x O' ' | oo W € OV C
d(d+1)

RP, T e O ¢ R™2  donc en posant B = D + (d+1)d/2, B est le nombre total de
parameétres et € © C RP. Pour simplifier les calculs on estime '™ & la place de T', puisque
cette matrice est supposée inversible, les deur paramétrisations sont équivalentes.

Notation 2 Dans toute la suite, si X est un vecteur multidimensionnel, X (i) désignera sa i
eme coordonneée.

Notation 3 Si X est une matrice inversible on notera a:;jl les coefficients de X!,

Notation 4 On note ¥, la tribu engendrée par Y_,i1,+-+,Y; , t >0

Remarque 1 Toute cette étude est valable si on considére que © est inclus dans un espace
polonais, c’est-a-dire un espace métrique complet et séparable, mais par souci de clarté on
exposera les résultats pour des paramétres réels.

Nous supposons, dans un premiers temps, que l'innovation £ est gaussienne, on peut alors
calculer la log-vraisemblance du modéle. En effet, la vraisemblance s’écrit en fonction des
observations (yi, -+, y,) et du paramétre 6.

Lo(y1, ooy yn) = mE exp (—% ;(yt — Fw (o) T~ (e — Fw(y:é:;))>

d’otu la log-vraisemblance :

l9(y17 Ty yn) = ln(LH(yla SRRT) yn))

n

1

= —S In(det() = 5 >~ = Fur (=) T (e = Fi (415,)) + Cte. 2)

t=1

2 Maximisation de la log-vraisemblance

On va d’abord montrer que pour maximiser cette fonction, on peut simplement trouver les
parameétres W,, qui minimisent le déterminant de la covariance empirique du bruit, et poser
['-! égale a l'inverse de la covariance empirique calculée grace aux paramétres WW,,.

2.1 Expression de ;! en fonction de T,

On rappelle trois formules classiques que I'on utilisera par la suite :
— Si A de coefficient a;;, est une matrice constante et X une matrice de coefficients z;; :
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— En supposant maintenant X inversible on a :

g I(det(X)) = il (4)

— Si A, B, C'sont trois matrices de taille convenable, la trace de leur produit est invariante
par permutation circulaire :

Tr(ABC) =Tr(BCA) =Tr(CAB). (5)
On a le résultat suivant :

Proposition 1 Notons I',,(W) la covariance empirique :

n

L) = = 30— B (=0 (o — B (5f=3)"

t=1
et
1 B
T, (W) = (5 > (e = Fw (i) (e - Fw(yi,i))T) :
t=1
Soit 6, = (Wn, f‘;l) , lestimateur du mazimum de vraisemblance, on a :
W, = a L lndet (T, (7)) (6)
=arg min | =In n
gWEG)W 2

et

en supposant que T, (W,) est bien inversible.

Preuve Fixons les paramétres W, la dérivée de la log-vraisemblance (multipliée par %) par
rapport au coefficient Fi_jl s’écrit :

n

(In(det(T'; <w>>>—lz 9 T (g — Fw )T (g — Fu (1))

arl ar1

grace aux formules (4) et (5) cela s’écrit :

—

S

n 8 B
Dji——> o 17 (e = Fw (0:5) (ye = Fw (yi5) ' T71)
t=1 2]

En utilisant la formule (3) on obtient :

n

Les fonctions

' — (In(det(I")) — % S Tr (g — Fw(wisp) T (e — Fw(yl7))))



et
I ' — (In(det(T 1))
ont la méme matrice hessienne (cf formules (3) et (5)). De plus la fonction I'™' — Indet (I'™")

est une fonction strictement concave sur I’ensemble convexe des matrices symétriques définies
positives (cf [7] théoréme 7.6.7) donc

T! s (In(det(T ——ZTT F (=) Ty — Fw (yi2))))

aussi.
Elle atteint son maximum en l'unique point ou sa dérivée s’annule. Ainsi, pour W fixé, le
maximum de la log-vraisemblance en fonction de la matrice T=! s’exprime en fonction de W :

n

L w) = (% Z(yt — Fw(yi=,)) (ye — Fw(yf:;))T> -

A

Le vecteur paramétre 6,, = (W,,, ;') qui maximise la log-vraisemblance vérifie donc :

A

W, = arg min (2ln(det( ZTT wy )T, (W)(yt—FW(yf;)))

weeWw

(7)

et .
0= (a0
Ce qui est équivalent, en remplacant T, *(1W) par T, *(1W,) dans (7) a :

A

W, = arg min <%1ndet (Pn(W))>

weeWw

et

[ |

En général, on n’a pas de forme explicite de W, = argminycew (Indet (T',(W))), néan-
moins une solution acceptable est de savoir calculer la dérivée de cette fonction et d’approcher
ce minimum par optimisation différentielle. Ainsi, pour maximiser la log-vraisemblance, il suf-
fit d’optimiser cette fonction le long de la sous-variété de (W,T') := R(PHd+D«d/2) dafinie par
[ =T,(W).

2.2 Dérivée de 5 Indet (T,,(W))

On suppose ici que Yy} € (R?)”, la fonction W — Fyy (y7) est continiiment dérivable.

Notation 5 Dans la suite, st X est une matrice symétrique, la notation :

(Xij)ina = (Xij)1gi§jgd
indiquera le vecteur :

(X117X127 e 7X1d7X227X237 T 'X2d7 ot '7de)T'



F1G. 1 — Minimisation de 1'opposée de la log-vraisemblance

Variance

Paramétres
minimisation le long de la sous-variété
d'équation: I'=I{W)

Régression

La fonction In(det(T", (17))) s’exprime comme la fonction composée f(g(1)) avec :
— g : RP — RUHD/2 telle que :

n

Tij =Tji = gi;(W) = g;(W) := %Z (e — Fw(yi=,)) (1) x (ye — Fw(yi_))) ()

P
— f : RUHD/2 5 R telle que :

£(T) = %ln(det(F)).

Grace a la formule de dérivée de fonction composée (Cartan [1] théoréme 2.2.1), on aura
pour tout k € {1,..., D}

o 1 3 Tofory
oW, (5 In{det(Tn(W)))) = <8Fij (In(det (T (W)))>md (aWk>md
g’; -y aﬁvk [~ Fw (=) (i) % (e — Fiw(si}) ()]
soit

oy 1 z”: OFw(y,)(0) L OFw(y5,)0)
aWk N n

aw, x (ye — Fw(yi2,)) () —aw. (e — Fw(yi=,)) (Z)]

t=1

et grace a la formule (4) :

In(det(T,(W)) =T =T,

8Fij

car la matrice I';! (W) est symétrique.

'La notation Bg )(éi) signifie la k-éme coordonnée de la dérivée de f(X) au point X
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On en déduit la dérivée de la log-vraisemblance par rapport a I’élément W du vecteur para-

métre W : o 1 L
01 _ (r-n\T ij
ST (2 ]n(det(rn (W)))) (PZJ )ind <8Wk > ind

et

oy 1«
A = 2

=0
oW,

R (D))

X (ye — Fw(yi-,)) () oWy

(v — Fw(v:=,)) (i)]

d’otu la formule de la dérivée :
0

1
i (5 et (W) =

2

e, (% > - POy Ftoi) ) - T (g, o) (z‘))
- )"

Connaissant la dérivée de 3 Indet (T',,(W)), il est maintenant facile de la minimiser par une
technique d’optimisation différentielle (cf Press et al. [9]).

3 Propriétés statistiques de ’estimateur

On appellera le contraste Uy, (0) = —Lly(y1,- -+, yn) (cf 3.2.1) : contraste associé a la vrai-
semblance. Nous allons montrer que 'estimateur du minimum de contraste converge presque
stirement vers le bon paramétre (consistance) et qu’il converge suffisamment vite (théoréme
de la limite centrale, loi du logarithme itéré) pour pouvoir aussi identifier le modéle par un
contraste pénalisé. Cela, méme dans le cas ou I'innovation n’est plus gaussienne, mais garde
un moment fini d’ordre suffisamment grand.

3.1 Hypothéses de base

La chaine vectorisée (Y;Epﬂ)bovériﬁe I’équation :
Y FW(Yt—la"',Yt—p) €t
Yia Y 0
Vi = : - : 1| 9)
Yip+i Yt—p+1 0

La loi forte des grands nombres est assurée par le théoréme suivant : (cf Duflo [3])

Théoréme 1 Soit le modeéle vérifiant (9). supposons que le bruit (¢;) a une densité positive
par rapport & la mesure de Lebesque sur R avec un moment d’ordre a > 1 . Si il existe des
nombres positifs vy, -+, v, tels que vy + -+ -+ v, < 1, une constante k > 0 et une norme ||.||de
RY satisfaisant pour tout y € (Rd)p :

Fwo I < villyall + - - + v [l + 5,

alors la chaine vectorisée (Ytt—p-H)t>0 est stable, géométriquement ergodique et sa mesure in-
variante iy a une densité par rapport a la mesure de Lebesque qui admet un moment d’ordre

a.



Remarque 2 Soit (Y}),.. un processus ergodique a valeurs dans RY, alors Yq > 0, Vg fonction
intégrable, le processus (g(Y;Eq))teN* est un processus ergodique.

Dans la suite, on supposera que le modéle vérifie les hypothéses (H) :

1. Le processus vérifie les hypothéses du théoréme 1, avec un moment d’ordre a > 2

2. O est un compact de R? et le vrai paramétre 6, = (WO, Fal) appartient a l'intérieur de

0.
3. Pour tout Y € (Rd)p, Fyw (YF) est continue sur ©" par rapport au paramétre W.

4. Pour toute matrice de covariance I™1 € O | p(I') > Apin > 0, ot p(I') est le rayon
spectral de I = (D°1) '

5. Le modeéle est supposé identifiable, ¢’est-a-dire : Fy» = Fiy & W' = W.

3.2 Consistance de ’estimateur.
3.2.1 Vérification des propriétés de contraste :

La fonction U, (0) associée a la vraisemblance est définie par :

1
Un(®) = =~ lolun, -+ 30)

U,(0) est un processus contraste relatif & une fonction 6 — K (6, 0) si U, (0) est F,-adapté
et si:
lim U, () — Uy (60) 2= K (60, 6) > 0

n—»00
avec
K(go,g):(){:}g:gg

On a, en notant ¢} =Y, — Fy (V")) :

Un(0) = Unl00) = .+ ) — b, 1)

1. detD 1 (< T . T
=—1In + — V) T () — e0) It () ] .
VL) %(;m ()~ 30 (1
On sait qu’on peut toujours trouver une base, qui diagonalise simultanément 'y et T'. Soit
Z la matrice ayant pour vecteurs colonnes les vecteurs de cette base. Z7T(Z est la matrice

identité et ZTT'Z est une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont notés o? > 0,
1=1,--+,d. On aura :

d

det T’ — det (Z_1F0—1 (ZT)*I ZTFZ> - Ha?.

det Fg

2
=1

Posons, pour W* € {W, Wy}, &V = Z '&}V", on aura :
n n d

() Tt () =33 @)’

t=1 t=1 =1



et

ST E) =Y S @)
donc
1 d , 1 n d 1 2 1 n d - )
Un(0) = Un(f) = 53 (o)) +5- > > — BV (0) = 5> > (&™)

La condition H-1 assure que pour tout 6 et toute norme ||.||, EXVH2est intégrable par rapport
a la mesure invariante . Par la loi forte des grands nombres on aura p.s. :

lim Uy () — U, (60) := K (6o, 0)

n—-:ao0

avec
d

K (6, 0) = % S (m(af) + %Ee [EY(0)°] - Ea, [(§W°(i))2]> .

i=1
Maintenant Yao [12] montre que le processus associé aux moindres carrés est un contraste,
grace au théoréme suivant, :

Théoréme 2 Sous les hypothéses (H), en définissant :

1 n
Va(W) = - Z HYt - FW(KZ)I)HZ
t=1

on aura .

n—aoo

i (V07) = Va0F = [V ) = Fo G o ) 20

I est facile de voir que ce théoréme est vrai pour toute norme ||.|, associée & une matrice ¢
définie positive. Il est donc vrai pour la norme :

X1 = 12Xl

ol (Q est une matrice définie positive de R¥™¢ et X € R?.
Cela implique que :

Lemme 1 Pour touti € {1,---,d}, et tout W € ©W

Eu [E¥0)*] > Ea [E0)]

Preuve Supposons qu'il existe ¢ € {1,---,d} tel que :
2 ) 2
By, [(gW(@)) ] < By, [(gwo(z)) ] .
Sans perte de généralité, on peut supposer que c’est l'indice ¢ = 1. Il existe alors ds, - - -, dy

strictement positifs tels que :
Eo, [ (V)] + i(sZEgO (G0 < B |E)]
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car pour tout ¢ € {1,---,d}, Ep, [(gw(z))Q] < oo . En posant :

1 0 --- 0
0 o
Q=1| "
o 0
0 -+ 0 dy
et pour tout X € R? | || X|| = |Z Xl on aura sous les hypothéses de la section 3.1 :

lim [V,(W) — Va(Wo)] < 0

n—aoo

ce qui contredit le théoréme 2. H
On peut alors montrer que le processus associé a la vraisemblance est un contraste et cela
méme si le bruit n’est pas gaussien puisque :

d

K(00,0) = %Z <1n(a§) + %Eeo [(5W(i))2] — By, [(5W°(i))2]>

i=1 ¢

donc

K(eo,mz;i(ln( )+ 2 [E0)] - B [E20)7])

Mais, par construction du changement de base : Fy, [(EWO(z))Q] = 1, par conséquent :

1

d
1
90, 5;0_—120'111 +].—O')ZO,

car la fonction  — xlnz + 1 — 2 pour x € R est positive, nulle seulement pour x = 1.
L’hypothése d’identifiabilité H-5, assure que K (fy, #) = 0, seulement pour 6 = 6, .

3.2.2 Consistance forte

~ Dans le cadre des hypothéses (H), une condition suffisante assurant la consistance forte de
(0,,) est (cf Guyon [6] section 3.4) :

Lemme 2 Pourn > 0, posons

wn (1) = sup {|Un(0a) — Un(0)]; [|0a — 05l < n}-

Si 0 — K (0y,0) est continue et si il existe une suite (e;) réelle et décroissante vers 0 telle
que, pour tout entier k > 0,

. . 1
nh_r)noo Py, |:11£ILS£p (wn(E) > ek>] =0,

alors 'estimateur du minimum de contraste est fortement consistant.



On a:
(y!) =Indet T + (yp1 — Fw (y) T (Ype1 — Fw(4))) -

Posons ©* = © N QP , oit Q est I'ensemble des nombres rationnels. Cet ensemble est dense
dans © et dénombrable. Soit la famille de fonctions (g,) , n > 0.
gn(yfﬂ) = ) )
sup {|lo, (W7 ") = lg, (y™)

La fonction g, est une variable aléatoire.

Pour tout 3" € (Rd)p+1, par continuité de la fonction

1(Ba) = (Os)l < n, (6a,05) € ©F x O}

(s 08) — |lon () — Loy (7]
et la densité de ©*dans ©, on aura :

sub { [, (47" = 1o, (W) (00) = (85)]| <, (6a,05) € © x 67}
= sup {[lo, () — Lo, D)3 1160) — (05)] < . (B, 65) € © x O}

En notant \,,.. = sup {p(F); r-te @Ffl} (qui existe car O est compact), on a la majo-

ration :
sup |lp(y7 )] < h(ytH) (10)
)

avec

1 a a a
Wyt ™) := d x sup (In(Amao) |, Inin) ) + 5= (lgpall” + & llya|* + -+ & Nl | + 5),

min

>~

&1,-++,& et K étant des constantes positives finies dont 'existence est assurée grace a la
condition H-1, alors g, < 2h avec h intégrable par rapport a la mesure invariante.
La continuité uniforme (car © est compact) de

(s 08) — |lon () — Loy (7]
implique, par convergence dominée, que
0 — K (6y,0)

est continue.
De méme on aura

+1 .
V(yl,"',yp+1) € (Rd)p , nlinogn(yla"'ay]H»l) =0

donc par convergence dominée :
nli_r?o Eq, [gn(Yh ) Y;JJrl)] = 0.
Finalement on aura I, p.s. :

1 n
wn(n) < ; Zgn(Y;ﬁa t 'vY;—p)'
t=1

10



g1
E

Il suffit donc de choisir pour k € N* : ¢, = 2 X Ejy, [

pour que (en notant i.s. pour infiniment souvent)

: Do) L (D) 50
1nm_>sot>1p W ? > €L =< Wy . > €1 1.8.

1 ¢ .
- ;Zg%(naaift—p) > € 1.S.
t=1

(Y1, - ,Yp+1)] (€x décroit bien vers 0 )

sur A := {% Z?:l g%(Y;a ) Y;ffp) > 2 x Ey, [g%(yvla ) Y;ﬂrl)] i.S.}, % Z?:l g%(Y;a ) Y;,p),
ne peut converger vers [y, [g%(YI, SR Y,,H)], A est donc un ensemble de mesure nulle. Cela
montre le théoréme suivant :

Théoréme 3 Dans le cadre des hypothéses (H), lestimateur du minimum de contraste U, (0)
est fortement consistant.

3.3 Normalité asymptotique

Le Théoréme de la Limite Centrale pour #,, nécessite des hypothéses supplémentaires sur
les dérivées de 0 — U, (). 1l faut s’assurer que les dérivées secondes, les carrés des dérivées
premiéres sont bien intégrables, et avoir un controle sur la croissance des dérivées secondes.

3.3.1 Les dérivées d’ordre 1 et 2

On en déduit les dérivées d’ordre 2 :

PUL(0)
oW,.OW,

PP vy \_ OFw i) () 0Fw (W })G
z] znd ( Z GW,;yan( ) ( FW(yt p)) (]) _ ;ym/k )( ) é?;Vl )(]))

" P Fw (yi2)(d i o OFw(yis)(4) OFw (yi)) (i
+(Fz‘_j1);€zd (%Z ];I/I%aw)l(]) X (yt_FW(yt—p)) (1) — d g?/Vk)(]) d g(/Vl )()>

ainsi que
0°Un(0) _ O(T'ij)
or;tory  ory

11



et

OFw (y=p)(7)

0*Uy(0) _ %Z M ( — Fw(yi~ p)) (j) + oW, (yt - FW(?J::;)) (2)-

oWor;' oWy

t=1

La dérivée de 6§ — U, (6) (resp. W —— Fy ) sera noté VU,(#) (resp. VFy ). De méme
la dérivée seconde de 6 — U, (6) (resp. W — Fyy ) sera noté HU, (0) (resp. HFy ).

3.3.2 Hypothéses supplémentaires

On suppose qu’il existe un voisinage V' de #y tel que les hypothéses (N) suivantes soient
vérifiées.
1. Le bruit a un moment d’ordre 2a avec a > 2 et par le théoréme 1, (V})en< a alors un
moment d’ordre 2a.

2. Pour tout 37 € (R?)”, les dérivées d’ordre 3 de W +— Fiy(yf) , W € ©"W NV sont
continues.

3. Pour tout W € ©W NV, les dérivées d’ordres 1, 2 et 3 de W —— Fyy sont fip-p.s.
continues par rapport a i .

4. Pour tout y} € (RY)”, Vk,j : 1 <k,j <D

OFw, (y®) a/2
|2 < ctex (14 12
o 0% Fw, (y') (p)[]%/2
— _ord  J p
H ow.ow, | =< (14 1)

5. Pour tout 3} € (R?)”, pour tout W e OV NV Vk,j,1 : 1<k, jl<D

3
H OLw) | < Gtex (14 [42]").

oW, 0W; 8VVZ

Remarque 3 La condition N-5 implique qu’il existe un module de continuité C tel que YW €
VNV : P

| H R () = H By (s )] < O = Wo) (1+ [l ).
Remarque 4 Notons que la compacité de O, la remarque 3 et la condition N-4 impliquent
qu’il existe une constante v > 0 telle que VIV € @OV NV :

|EFw ()| <A1+ @),

Remarque 5 La remarque précédente nous permet de déduire un contréole sur les accroisse-
ments de la dérivée premiere YW € OW NV :

OFw (y™®) _ OFw, ()
oWy, oWy,

Vk, i H )H < 7 [16 — 6| % (1+Hy<p>\|“/2).

Donc on aura aussi ’existence d’une constante finie v telle que VW € @V NV :

apw(y(p)

) a/2
vk H A H < Cte x (1+ [y )

12



Remarque 6 De la méme facon, le contrile sur cette dérivée nous donne un controle sur les
accroissements de la fonction de régression elle-méme VW € @V NV :

Yk i, (| (57) = Fa (™) < 710 = 06 x (1+ [[®]")

On aura alors

Proposition 2 Sous les hypotheses (H) et (N), on a pour toute loi initiale de la chaine

(tht—p-l‘l)th :
HU,(60) == Io (11)

ou Iy est une matrice symétrique.

Preuve Il suffit de montrer que chaque terme de la Hessienne (HU,(f));; , 1 <i<j < B
converge presque sirement vers (Ip);; et pour cela montrer qu’ils sont tous dominés par une

fonction intégrable :

82U (00) .
Terme de la forme awow On a

0*U,(6o)
oW.oW,

1 o= 0 Fw, (yi=,)(0) OFw, (=) (7) OFw, (:=p) ()
I - o0\Jt—p _F t—1 N o\Jt—p o\Jt—p
H( Ou)md <n Z O, X (yt Wo(ytfp)) (7) oW, ow, »

t=1

+

1 = 0*Fu, (yi22) (j) OFw, (y:=,)(5) OFw, (y:=) (4)
—I\T - 0\Jt—p _ t—1 N o\Jtl—p o\Jt—p
( Oij)ind (n Z 8Wk8W} X (yt FWO (yt—p)) (Z) GWk 8I/Vl ]

t=1
qui est majoré grace a la condition H-4 par :

2

1 o~ 0% Fin, (yi-)) () iy o OFw, (47,) () 0Fw, (yi=,)(0)
0 W, oW, X (e = Fino i) (7) = oW, oW,

A
T ind t=1

ce qui est majoré par

Mais grace a la remarque 4 et a la condition (H)-1, sachant que a > 2, il existe une constante
~v > 0 finie telle que pour tout ¢ € N* :

aZF Wo yt p
8Wk8Wl

aFWO yt p )
oW,

H FWo yt_;)) (])H_FH(yt - FWo yt p H ‘

mzn -
m

82}FW (y _ . a

‘ ) 4, R =) )] <0+ )
Donc par la loi forte des grands nombres, gig:;;o,l) converge presque sirement vers le nombre
fini :

_ 0” Fyw (YT) (i) L P (YY) () :
Ey, [(Poijl-)z;d (W X (Yo — Fw(Y")) (4) — Wc’;Wl X (Yo — Fw(Y)")) (U)md
_ 0*Fyw (YY) (j) 0P Fw(YT)(1) :

+ (15, )ina (W x (Yo — Fw(Y")) (i) — W@lwl x (Y1 — Fw(Y]")) (J))md] :

13



2
Terme de la forme 2 U”(gﬁ)l : Ona
OW, T

02U, ()
8Wkal“;j1

%;fﬁ%%ﬁ@x@tFm@pﬂﬂ#ﬁ%%#@@tmewﬂ)

ce qui est majoré par

et grace aux conditions (H)-1 et (IN)-4, il existe une constante vy > 0 finie telle que pour tout
te N :

aF1VV0 yt p 8FﬁWo (yt p

FWo yt:;)) (])H + H FWo yt:;)) (Z)H

OFw, (yi =} iy OFw, (vt~ R
Oamt/ 2 H Yt — FWo(y;ttf;)) (J)H + —Oamt/ £ H FWO(yL;)) (’L)H
<L+ [y,
On peut encore appliquer la loi des grands nombres et gvzvi’éfﬁ_)l converge presque stirement
Vers : N
OFw, (YP)(i . OFw, (YP) (5 .
o [PEOD0 y  OODO 0 ] <

22U, (W,r—ly _ a(Tij) .
—1 —1 - —1
ar; ar ory,

Terme de la forme

[ |
Démontrons maintenant la proposition qui établit la normalité asymptotique du processus
VU, (6) :

Proposition 3 Sous les hypotheéses (H) et (N), on a pour toute loi initiale de la chaine
(Ytt—p-lrl)
teN

Ce terme est constant en y, donc il est intégrable.

VYU, (00) =% N(0, Jo) (12)
ot Jy est une matrice symétrique.

Pour montrer cette proposition, posons
M, = —nVU,(6y) (13)

M, est une martingale, montrons qu’elle est de carré intégrable. Pour cela on va montrer que
chaque terme de son crochet est intégrable.

Notation 6 Notons ﬁg(yf_p) la fonction :

~ 1T e _
Up(yi_,) =Indet T + (v — Fw(y,2,)) T (e — Fw (y2)))
et Vﬁg(yffp) la dérivée de ﬁg(yffp) par rapport aux parameétres.
ona: M —M_,= Vﬁgo(y,f_p),

Lemme 3 I existe une constante strictement positive 7y telle que pour tout t € N*

| 900 (k=) Tty | < 7 (14 11, 1) (14)

14



Preuve On va examiner chaque terme.

gy (vi_,) _ OUsy(vi_,) |
W, W,

- OFw, (v, ~,)( - N OFwy ()0 - .
(C5 ) (22D s (g — Fi(523) () + 222220 (3 — Fr(i=)) () %

ind

— OFw, (v, 3)() _ . Fw, (yi_1) () - .
(Foijl-)z;d <4W0331t/l - X (yt - FWo(yf—;)) (]) + 7%3%/1 2 (yt - Fwo(yf—;)) (Z)>

Terme de la forme Il vaut

ind

La norme de ce terme est majorée par :

1 0” Fw, (91 p) o oFw () 1\
(Amm % 81/;/195‘/51 H — Fw, (yf—;)) (j)H + H (yt — F, ( yt p H Oaﬂi'kp .
Mais par la remarque 4 :

0*F; (y B . )
‘ s O Ffut=p) ()] <0+ [t )
donc on aura
i 2
(s S [t 1 = i =) 00+ 1~ Fato=) 0] |52 )
2

< [52 S+ [l 1)

ce qui assure qu’il existe une constante v, positive finie telle que :

8[700 (?/E_p) 8[790 (Z/E_p) .
oWy, 8Fi_jl

U (i) s, (v1-,)
oW, oW,

<o (14l 1) -

11 vaut

Terme de la forme

mﬁxﬁ%ﬂu@—mmQMH@%ﬁw@dm@mm%f
((FOi]‘) - ((yt - FWo yt —p ) Z) ( FWo yt:;)) (]))) .

Le module de ce terme sera alors majoré par

1 aFWO (yf:;)

oWy,

8F’WO yt p

2)\ma:v
| = P i) 7+ 52230

3 (e = Fua i) |
N ind

)\min -
nd
et grace aux conditions (N)-4, (N)-1 et (H)-1, on en déduit I'existence d’un constante v, > 0
telle que N N
aUG’o (ygfp) aUG’o (ygfp)
X
oWy or, !

L)

< (14|t ™) -

15



Oy (vf_,)  OUsy(yi_,) .
or;t o,

((Foij) - (( FWO( )) (Z) ( FWo(yt p)) (j)))
((FUM) - (( FWO( )) (k) ( FWo(yt p)) (l)))

dont le module est majoré par

2)‘maxH(yt_FWo ytp)“ +H(yt FWo ytp)H

Gréce aux conditions (H)-1 et (N)-1, on en déduit I’existence d’une constante v3 > 0 telle que

s, (yi_,) y OUs, (y1—p)
or;! ory/

Terme de la forme Il vaut

< (14 [t *) -

Maintenant, en prenant o = sup {71, 72,73}, on a bien

| 90005 000 w)" || < B x 30 (1 + [t ™)

[ |
La proposition 3 sera donc prouvée si (M,,) satisfait la condition de Lindeberg suivante
(Duflo [4]) :

Proposition 4 En notant F; la tribu engendrée par Y Zp+1, Dour tout € >0 on a :

1 - 2
Ln = E ZE |:HVU90(y€p)
t=1

]I ~ f Pr90 0
{||Ver(y§_p)||zeﬁ}| t—1| — 0.

Preuve Soit A > 0et:

Fo(A) = % Z E [Hvﬁeo (5 ,)

2 1 n
]I{||Vﬁ90(y§_p)||>e,4}|ft—1:| = nZh i b A
t=

avec
B (=3 A) = B (V000 (01" O () U9 o1y 0} Ft]

D’aprés le lemme 3, il existe une constante v, telle que

Ay, A) < 0 (1+ lwisp]™)

Par la loi forte des grands nombres, on a :
FA) E5 00 = [ HOk Al
R

® est décroissante et positive. Le théoréme de convergence dominée montre que, quand A
tend vers oo, ®(A) tend vers 0 . Enfin, pour A fixé, on a, si n est assez grand : ey/n > A,
et L, = F, (ey/n) < F,(A), donc p.s. limsup, L, < ®(A). Finalement, en faisant tendre
A — 00, on obtient p.s. :

lim L, =0

n—:oo
[ |
On peut maintenant établir le théoréme de normalité asymptotique :

Théoréme 4 On suppose satisfaites les hypotheéses (H) et (N) et que le bruit a un moment
d’ordre 2a avec a > 2. Alors pour toute loi initiale de la chaine vectorisée (Y;Epﬂ

Vil [(6) = (80)] 22 N (0, Jy).

)t>0 .

16



Preuve Soit V' un voisinage de 6,. Puisque 0, — 0, p.s., il existe ng(w) tel que 0, € Vv,
pour tout n > ng(w). Par la formule de Taylor (avec reste intégral) :

0= VUn (0n) = VU(00) + An(80) (0 — 00) (15)
avec
~ 1 ~ ~
A, (0, :/HUn 0, +ulb, —0)| du.
62) = | 1Ot (0= 1)
Supposons vérifiée la condition suivante (voir lemme 4) :
~ Pgo
A, (0,) — HU,(6y) — 0.
D’aprés la proposition 2 qui assure : HU,(f) 2% o, le théoreme est prouvé, puisque
alors : X
VA (6,) (en - 90) = —/nVU,(6)

assure que
lim vl (én - 90) N (0, Jp).

n—aoo

Lemme 4 Dans le cadre du théoréme 4, on a :
An(0,) — HU,(6,) £2 0
Soit par la proposition 2, (HU,(0y) *> 1) :
An(Br) £ Iy

Nous allons d’abord d’établir le lemme :

Lemme 5 [ existe un module de continuité (B tel que pour tout € V|
| HOW ) = B0 )| < B0 = ol @+ [57])
ce qui implique 'existence d’une constante v telle que pour tout @ € V :

|G| <A+ ).

Preuve Il suffit de vérifier que chaque terme de la dérivée d’ordre 3 par rapport au paramétre
de Uy(y?*") est dominé par une expression du type (1 + Hyf““a), pour © € V.

93T, p+1
0(y1 ) . On a

Terme de la forme W oW W, -

&30, W7
OW,.oW,0W,,

—1)1 il LS4 VANV — For(vP)) (5

i (PEADG) | D) | w6 FFr ()0
ind aWk an 8l/Vl aWk aVVl an ind

H(P—I)T ( 0° Fyw (y7) (4) _ PFw(n)() 3Fw(y’f)(j)>md

_(F—l

ij

17



L (PEA0) o1 PEw()() OFw ()
0V (S (e — F) ()~ S S0 ) -

oy, (PRD6) | 0Fw6h)6) | 0Fr(])() 2 Fr () ()
ij Jind OW,.OW,,, oW, oW, oW, 0W,, ind

)

ce qui est majoré par

Amin nd || OW,OW,0W,, oW, oW, MW,

42 Z O Fw (y7)(4) « OFw (y7) + OFw (y1)(4) * Fw (y7) (i)
Amin ind OW L OWp, 121441 oW, OW0Wp,

3 Fw (y}) (i . 2 Fyw (y)(3) 0Fw (v}) (5
LZ ‘ wy)E) (yp+1_FW(yzl))) () + w (y7) (@) OFw (y7)(J)

En tenant compte de la condition (N)-5, des remarques 4 et 5, ainsi que de la condition (H)-1,

il existe une constante finie v telle que :
PUp(8 ™)

oW, oW, 0W,,,

H <1+ ).

33(7 p+1
o(y1 ) . On a

Terme de la forme Wow T

&30, (W7
OV, OW, L,

02 Fyw (y=1) (i)  OFw(yi—,)(G) 0Fw (yi-,) (i)

x (yt - FW(?J::;)) (7)

oW, oW, oW, ow,
0* Fyw (yi=)) (j) i o OFw (yiZh) (i) 0Fw (yi2)) (j)

Grace aux remarques 4 et 5, ainsi qu’a la condition (H)-1, il existe une constante finie v telle
que :

a3ﬁ0(yl17+1) 1@
— T T < (1 4 ([P .
‘awkawlarijl <+ w11
Ty (7 +) *Ug (™) .
Termes de la forme FW,ar— o " e On a
PU (v -~
8Wk81“c_d181“i‘j1
et .
FPUH () P (Tw)

Aop1ap-1  Ap-lap-1
O}, OT g O ol 4 OT';;
qui sont constants en y, donc majorés par une expression du type y(1 + Hyf““a) pour ©® € V
et v fini.
Les majorations de la dérivée troisieme du contraste implique immédiatement 1’existence

du module de continuité du lemme 5 B
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Preuve du lemme 4 : Pour 6 € V, considérons :

Grace au lemme 5, on a I'inégalité pour tout 0 € V' :

[ HUL6) — HUL@0)] <23 8010 — 6l + ||
donc )
/ {HUn [én tu (én - 90)] - HUn(oo)} du

t=1
n

BUUE = oD (1 + [y, [)
t=1

Par la loi forte des grands nombres % S 1+ Hytpra) converge p.s. et comme
0, —s 0, p.s., on en déduit la convergence p.s. vers 0 de An(én) — HU,(6,) &

| 20(0) ~ HU(80)

est majoré par

l\.')

Remarque 7 Dans le cas gaussien on peut préciser la forme des matrices Iy et Jy. En ef-
fet, dans ce cas, la martingale (M,) (cf égalité (13)) est la dérivée de 'opposée de la log-
vraisemblance, elle est de carré intégrable et le processus croissant qui lui est associ€ est :

n (%LGO (yi_p)>1§k§B (%LG’O (yi—p)>

=1 L90 (yg—p) L00 (yg—p)

T

1<k<B

Jn (6p) =

De plus la dérivée seconde de 'opposée de la log-vraisemblance est

e ()L
W (60) = Z — Ly, (yf—p)

t=1

(‘9%16[/00 (ygf”)>1<k<3 (3%;@[’90 (yf”’)>
_|_ v >

L6‘0 (yg—p) L6‘0 (yg—p)

T

1<k<B

Mais, comme sous les hypothéses (N), on peut échanger espérance et dérivation, on a :

(% (%LQO (ygp)>1<k<3>

<k< 0?
E 1<I<B :/ L p+1 d p+1 _ -0
o LQO (y;{ip) (Rd)p+l 89l 0o ( ) Y

donc ! ]

n—oo N
ot Iy = Jy est la matrice d’information de Fisher du modéle.
Donc, dans le cas gaussien, 0, est lestimateur du mazimum de vraisemblance, il est for-
tement consistant et asymptotiquement efficace.
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3.4 Vitesse et loi du logarithme itéré

Dans cette section, pour une matrice réelle et symétrique A, A\00A (resp. Apin A) désignera
la plus grande (resp. la plus petite) valeur propre de A. Montrons le théoréme suivant :

Théoréme 5 Sous les hypothéses (H) et (N), si le bruit a un moment d’ordre > 2a, a > 2
et st les matrices Iy et Jy sont inversibles, on a presque strement :

. / n
lim sup m ||DUn(90)|| S \V )\ma:vJO (16)

)\ma:r JO
)‘minl() ‘

limsup m én - HOH S

Preuve C’est une adaptation de la preuve de [8].
Pour u, un vecteur de R? notons

M, = (My,u) = zn: (VU iy )

t=1

C’est une martingale de puissance 2 + 2« intégrable pour tout a €]0, § — 1]. Notons :

242 1/(24+2a)
|Ft}

T, = “Mm — M,

et o
= X:Tt2 =" (M), u.
t=1

En vertu de (14), ™ — u” Jou presque stirement, qui est strictement positif car J, est
supposée inversible. On aura alors 7, — oo presque strement. La loi du logarithme itéré
pour une martingale de puissance 2 + 2« intégrable (Duflo[5], Corollaire 6) assure que presque
stirement :

lim sup <1
\/27'n (Inlnr,_4
. . 72 1+«
si la série ) (T—" est p.s. convergente.
Posons s, := TP™* + ... + T2*2%  Pour a < a/2 — 1, grace au lemme 3, on a la loi

forte des grands nombres pour (72%*), donc 22 — ~ > 0 presque stirement. Par ailleurs

T2 1+«
(—”) ~ Cte x 1+a " et par la transformation d’Abel

Tn

n—
j—:f2+2a

< 1
= + — — S1.
— tita nH—a — |:t1+a t—|— 1)1+a:| 1

Puisque —t#; — 0 p.s. et
1 1 1+«

tl—l—a - (t+ 1)1+a ~ t2+a )

1+
la série 3 5 1+a " est presque siirement convergente et il en est de méme pour S ( ) :
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Comme 27,1 Inln7,_; ~ 2nu’ Jyulnlnn on obtient presque siirement :

| | < \/UTJOU

. / n /
hmsup m ||DUn(90)|| < )\ma:vJO-

Pour la seconde L.L.I.

lim sup

d’ou la L.L.I.

)\ma:v JO
)‘minl() ’

fim sup 2Inlnn én_QOHS

elle se déduit de la premiére grace au développement de Taylor (15) et le lemme 4 B

3.5 Identification presque stire

Suivant la présentation de Guyon [6], on suppose que I’espace des paramétres © C RM cor-
respond au modéle majorant. Soit @ une famille finie de sous-espaces de RM, § € O I’élément
générique de O, |0| sa dimension et ©5 := © N § le sous-espace (sous-modéle) paramétrique
associé. On suppose que la vraie valeur est 45, € Oy, 6p € O étant le sous-espace minimal
associé a 0y 4,. Soit (c(n)) une suite positive. Au vu de la réalisation (Y;) ,_,., , on utilise
comme fonction de décision le contraste pénalisé a la vitesse ¢ (n) par la dimension du modéle :

CPus () = Ual9) + (19

pour 0 € O et 05 € Of .

Notons : CP,s5 = U, + &2 |5| avec Ups = U, (Hn 5) et én,ﬁ = argming,ce, Uy,(f5). On
choisira 4,, = arg minger C' Py, 5, qu1 répond au principe de parcimonie d’Akaiké avec la vitesse
c(n).

Appliquant les résultats de (Senoussi [10], Guyon [6]), nous avons le résultat suivant d’iden-
tification presque siire du vrai modéle dg.

Théoréme 6 On se place dans le cadre du théoréme 5. Si la vitesse de pénalisation c(n) est
telle que :

et
. . C(n) )\ma:pJO
| f
N T ~ 2h T,

alors, le couple (Sn, én,(;n) converge Py, -p.s. vers la vraie valeur (0o, 0y s,)-

Preuve Il suffit d’appliquer le théoréme (3.4.8) de (Guyon [6]) dont les conditions d’appli-
cation se vérifient immédiatement ici grace au théoréme 5.
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4 Application au perceptron multicouches (MLP)

Un MLP est une fonction paramétrique non-linéaire. Par exemple la figure 2 représente la
fonction :

Zy = Aosf WssZy1 + WsoYiy + W) + Ao f(WasZy—1 + WaaYy 1 + Way)
A f(Wi3Zi—y + WYy + W) + Ay

et
Yy =Auf (WssZiy + WiV + Way) + Ay f (Was Ziy + WaaYy + Way)

+ARf(WisZi—1 + WY1 + W) + An

ou “f” est la fonction d’activation (généralement “tanh” ou une fonction sigmoide).

F1G. 2 — Fonction MLP (On note A;; les poids de sorties pour les différentier des poids W;;
entre 'entrée et la couche cachée.)

W33
ZD w23

w3
Y1) Q w2
wi2
w31 1
\\V4

4.1 Calcul de la dérivée du contraste

Pour obtenir les paramétres (poids du MLP) W € R” qui maximisent la vraisemblance des
observations il faut minimiser la fonction W — %ln(det(f‘)). On rappelle que par I'équation
8, le gradient de cette fonction s’écrit :

avec 5 1 e Ty
s (3 In(den(T)) = (1)), <8Wk>ind
et
B =30 |20 o, Ryt ) - PD G i) )

t=1y(;
Calcul de %VZ”)() : Soit un MLP a sortie vectorielle Fyy, considérons le MLP extrait

Fyi qui a les mémes poids que Fy avant la derniére unité cachée, mais qui ne garde que les
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F1G. 3 - MLP extrait Fy3 (lignes pleines) du MLP Fy, (lignes pleines et lignes pointillés)

Qg

Lignes pleines et pointillées : W

Lignes pleines : W

poids pointant sur la sortie i de Fy . La figure 3 décrit un MLP avec trois entrées et trois

sorties et i = 3 (ce qui correspond a la troisiéme sortie).

OFw (yi_))() . . . .

%]E’J(Z), il suffit de calculer par rétro-propagation classique la dérivée 2 de
Fyy (y1=,) (i)

OF i (ytZl) . 7]
willi—p)
oW} . Finalement oWy

Pour calculer

la fonction représentée par le MLP extrait Fyy: :
oW
On peut alors approcher le minimum du contraste associé a la vraisemblance par optimi-
sation différentielle.

sera égale

pour les poids en commun et sera nulle pour les autres poids.

4.2 Identifiabilité de la fonction MLP

En général, un MLP vu comme une fonction paramétrique sur R” n’est pas identifiable.
Cependant en restreignant 1’espace possible des paramétres, on obtient une classe de fonctions
identifiables. Nous donnons dans la suite des conditions nécessaires et suffisantes pour que
le modéle soit identifiable dans le cas d’'un MLP a une couche cachée, avec des tangentes

hyperboliques pour fonctions d’activation (Dans la suite on ne considére plus que cette famille
de MLP).

Notation 7 La notation des poids, adoptée ici, est similaire a celle de la figure 2.

Notation 8 Si X = (X,---,X,)" € R™ est un vecteur d’entrée, on note v; (X) Uimpulsion

de la 1-éme unité cachée :
m—+1

vi(X)=W; + Z Wi X5
=2

R™ =+ R
X — v;(X)
. On dira que deux fonctions affines vy, vy sont “signe-équivalentes” si |vy| = |va].

Fixons m. Le MLP avec C' unités cachées est associé a C' applications affines :

4.2.1 MLP réductible et irréductible

L’identifiabilité des MLP avec une sortie a été étudié dans [11], on rappelle ici les no-
tions utilisées. On dira qu’un MLP est réductible s'il vérifie au moins une des conditions (R)

‘9Fwi(y::;1,)

2la dérivée oW s’obtient en commencant la rétropropagation en fixant ’erreur égale a 1.
k
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suivantes :

1. Il existe un indice j € {1,---,C} tel que tous les poids A4;; , 1 <37 < s sont nuls.

2. Il existe au moins deux indices différents j;, jo € {1,---,C} tels que les fonctions v;,, v},
soient signe-équivalentes

3. Il existe au moins un indice j € {1,---,C} tel que la fonction v; est constante

On dira qu'un MLP est irréductible s’il n’est pas réductible. On note M, ¢ s I'ensemble des
MLP avec m entrées, C unités cachées et s sorties qui sont irréductibles. N, ¢ s est isomorphe
ARP avec D=(m+1) xC+ (C +1) x s.

Remarque 8 S5i C =0, N,, o représente les fonctions linéaires de R™ — R*

Espace des paramétres Il y a des transformations triviales qui ne changent pas la fonction
MLP. Par exemple, si on choisit 'unité cachée 7, que 1’on change le signe de tous les poids
Wij pour 1 < j < C et que I'on change aussi le signe des A4;;, 1 < ¢ < s, comme la fonction
tanh est impaire cela ne changera pas la fonction. Notons (;(M LP) le MLP résultant de cette
transformation.

Une autre possibilité est d’interchanger les deux unités cachées j; et jo, ainsi que les
poids correspondants, on note 7;, j, (M LP) le MLP correspondant. Les applications n;, j,, ¢;
y J1,J2,7 € {1,---,C} générent un groupe fini G,,, ¢ s de transformations sur ’ensemble N, ¢
(de cardinal 2¢C").

On dira que deux MLP M; et M, sont équivalents (M;RM>), si et seulement si il existe
une transformation ¢ € G, ¢ s telle que M; = ¢ (Ms). Pour que les fonctions MLP soient iden-
tifiables, on considére donc un ensemble de paramétre ©" inclus dans un ensemble quotient
Nm.cs/R, qui est évidement un espace polonais.

4.2.2 Identifiabilité des MLP dans |J}_, Nyco/R, M € N

Soit M € N, [11] prouve que si s = 1 les MLP sont identifiables dans (J}r_, Ny c.s/R, i.c.
Fyw = Fyr & W = W' On en déduit le théoréme :

Théoréme 7 Soit deux MLP, Fy, Fyy, appartenant a U](\;/[:O Nn.c.s/R irréductibles, oum, s €
(N*)?, alors Fyy = Fyr & W = W',

Preuve Supposons que ce ne soit pas le cas, donc qu’il existe W # W' tels que Fy = Fyy.
Alors il existe deux MLP extraits (voir section 4.1) équivalents a deux MLP irréductibles
(obtenus en enlevant tous les poids reliés aux unités cachées qui ne sont pas reliés a la sortie
“0") Fyyi, Fyyns, tels que W # W' et Fyyi = Fyys. Sinon au moins un des MLP vérifie (R)-1
et n’est pas irréductible. Mais, comme les MLP extraits ont une seule sortie, cela contredit le
résultat de [11] B

4.3 Identification presque-siire du modéle

L’étude des propriétés statistiques de 'estimateur de minimum de contraste associé a la
vraisemblance, nous permet de déduire le théoréme suivant :

Théoréme 8 Soit un modéle correspondant au modéle (1) avec un MLP pour fonction Fy .
Supposons satisfaites les conditions suivantes :
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1. (&¢),en- €St une suite de variables aléatoires de R? centrées, de matrice de covariance

[y définie positive, i.i.d. et indépendantes de [’état initial de la chaine (Yttfpﬂ)teN . &1

a une densité positive par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, avec, pour n > 0,
E 12+n
(e [I7") < o0

2. 0 = (W,T~Y) appartient a un sous-ensemble compact © :

M
@ e (._.)W % @F*I C <U Ndxpyc’d/R> x R(d-l-l)d/?

C=0
ou M est le nombre mazimal d’unités cachées pour les MLP considéres.
Pour toute matrice T=" € 7" | p(I") > 0.
On suppose qu’il existe 0 < mg < M tel que le vrai modeéle appartient ¢ © N Nyxpme.d-

Les matrices Iy et Jy du théoréeme 4 sont supposées définies positives.

S SvA o

La vitesse de pénalisation c(n) du contraste pénalisé CP, 5 () est telle que :

lim —% =0
n—oo N
et ( ) ) 7
. . c(n max 0
| f > .
s 2Inlnn . 2M0 T

Alors le couple (57“ én,(;n) converge Py, -p.s. vers la vraie valeur (0o, 60 ,)-

Preuve : Il est aisé de montrer que la fonction Fjy est bornée pour tout W € ©", on aura
de plus pour tout y} € (R?)”(cf Yao et Mangeas [12]) :

IV Fvwy (1) < Ce(1 + [ly1]])
1H Fyw, (y]) | < Cte(L + [ly7|I")

et en notant T Fy, la dérivée troisiéme par rapport aux parameétres de Fy, , en remarquant
que ©W est compact, il existera une constante 7 telle que :

VW e O, ITFw(y))]| < v(1+ [l97]%).

Comme on doit avoir || T Fy (y7)]| < v(1 + ||¢?]|’?) , avec un bruit ayant un moment d’ordre
strictement supérieur a 2a, il faut donc que le bruit posséde un moment strictement supérieur
a 12 dans le cas du perceptron. Il est facile de voir que les hypothéses relatives & la continuité
sont satisfaites. De plus le modéle est identifiable grace au théoréme 7 du chapitre ?7. Le
théoréme 8 est alors une conséquence du théoréme ¢ W

Remarque 9 Si vy est une constante positive, un terme de pénalisation tel que c(n) = vIn(n)
satisfait les conditions du théoreme 8. St on choisit v = 1, on aboutit alors a un critére de
sélection de modeéle du type (on rappelle que B est le nombre de paramétres du modéle) :

In(n) In(n)

C'Po5(0) = Un(0) + B= % Indet (T',,(W)) + B+ Cte

ce qui revient a minimiser :

In(n)

n

B

CP,s(0) = %m det (I, (W)) +

et cela correspond exactement au critere BIC'.
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5

Conclusion

On a montré que la fonctionnelle & minimiser pour tenir compte des termes non diago-

naux de la matrice de covariance du bruit est le logarithme du déterminant de sa matrice de
covariance empirique. Cet estimateur est celui du maximum de vraisemblance pour un bruit
gaussien. Cependant, méme si le bruit n’est pas gaussien, on a montré que cet estimateur
avait de bonnes propriétés statistiques. En suivant la méme démarche que Yao et Mangeas

[12]7

nous avons montré qu'un contraste pénalisé de type BIC, convergeait p.s. vers le vrai

modeéle. Cela permet, par exemple pour les perceptrons multicouches, d’estimer et d’identifier
le modéle grace a un algorithme de type Step Wise descendant (cf Cottrell et al. [2]).
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