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RESUME.Ce papierportesurla modélisatiorde sériestempoellesou derégresson a l'aide de

réseauxde neuones En nousappuyanisur desrésultatsrécentssurl'estimationdesmoindies
carrés pour les sériestempoellesnon linéaires,nousproposonsune méthodologiecompléete
et explicite pour I'estimationdesparametes(processugl’apprentissge) et pour le choix du

modele(sélectiond’architectuie). En particulier, nousdonnonsune solutionau problémede

I'élagage dansun perception multi-coutiesau moyend’une méthodepasa pas utilisant un

critére detypeBIC donton démontela consistance

ABSTRAT. This paperdealswith neural networkmodelingfor time seriesanalysisor regres

sion. Basedon recentresultsaboutthe least-squae estimationfor non-lineartime series,we

proposea completeandfeasiblemethodologyor bothparameterestimation(learningprocess)
and modelselection(architecture selection). In particular, we solvethe pruning problemfor

multilayer percepton modelswith a stepwisesearch methodby usinga BIC criterion which is

provedto be consistent.
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1. Intr oduction

Lesperceptronsnulti-couche¢MLP) ontd’abordétéintroduitspourrésoudrales
problémescomplees de classification Mais en raisonde leur propriétéd’approxi-
mateuruniversel(voir Hornik, 1989,[HOR 89 ou Funahashil1989,[FUN 89)), ils
ont étérapidementitiliséscommemodélederégressiomonlinéaire,et ensuitepour
la modélisationdessériestemporellest la prévision.Voir par exemple(Weigendet
Gershenfeld1994,[WEI 93] ou Cottrelletal., 1995,[COT 95]) pourlesréférences.

Cependant,estimationet l'identification de cesmodéleautilisentdestechniques
sophistiquéestil n'estpasfacile de déterminet’architectureadéquatekn effet, ces
modélessontpar définition surparamétrédesfonctionsd’erreura minimiseront de
nombreuxminimalocaux,etla miseenoeuvres'avéresouentdélicate.

Denombreuxarticlesportentsurlestechniquesl’ élagagedesparameétregutiles,
en particulierdansle cadredesmodélesde régressionet les utilisateursont étendu
lestechniquegproposéesiu casdessériestemporellesVoir parexemple(Le Cun et
al., 1990,[CUN 90], Moody, 1992,[MOO 92], Reed,1993,[REE 93], Murataet al.,
1994,[MUR 94], etc.).La plupartdecespapierdournissentiesheuristiquesmaisne
seplacentpasdansun cadrestatistiquerigoureux.

Cepapiemproposainensembla@erésultatshéorique®tablisdande cadredemo-
delesneuronauxde sériesemporellesqui étendentlesrésultatconnusdansle cadre
desmodélesstatistiquedinéaires(Hannanet Deistler[HAN 88]). En fait cesrésul-
tatssontégalemenvalablesdansle cadredesmodeélesde régressioret desmodéles
mixtes(modeélesauto-régressifsomprenanaussidesvariablesexogénes)maispour
simplifier 'exposé nousnhousplagonsuniquementansle cadreauto-régressif.

Nous considéronsionc une famille de modélesappelésNeurl AutoRgressive
model(NAR), définispar:

Yi=fwic1,.. .. Vi) + e [1]

—Y; € R, maison peutgénéraliseau casmultidimensionnel,

— fw représenteinefonctionimplémentégarun perceptrormulti-coucheswvec
uneseuleunitédesortie,
-Yi_;, i =1,...,psontlesretardsdela série(Y:),

— &, estun bruit i.i.d., d’espéranc®, de varianceconstanter?, par exempleune
variable N (0, o2), indépendantdu passédela série.

Onconsidéredansla suiteun (p, K)-perceptrommulti-couchesgvec uneunité de
sortie linéaire,p unitésd’entréelinéaires, K unitéscachéesnuniesd’une fonction
d’activationsigmoidegp detypetangenteéhyperboliqugfonctionimpaire).
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Alors unmodéle(NAR) estdéfini précisémenparuneéquationdu type

K P
Vi=fw(Yic1, .., Vi) tee = ao+ > a;o (Zﬁim_i +60j) te 2]

j=1 i=1

ouleshypothésesontcellesdel’équation(1). Lesnotationsontlesnotationsusuelles
Bij, 1 <i<p,1<j<K
estle paramétrecorrespondanau poids de la conneion entrel’'unité d’entréei et
I'unité cachéey,
a;j, 1<j<K

correspondhu poidsdela conneion entrel’'unité cachég etl'unité desortie,
foj, 1 <j <K

estla constanteassociée I'unité cachéej et oy estla constantecorrespondané
l'unité desortie.

L'équation(2) définitalorsun modéleparamétriquayantuneformefonctionnelle
particuliére Nousprésentons

— despropriétésasymptotiquesles estimateurglesparamétrespour un modéle
donnéetun nombredonnéT d'obsenations,ce qui correspond |’ apprentissage

— uneméthodologiestatistiquepermettantle choisirle meilleurmodéle,(a partir
d’'un modéledominant) cequi correspondiu choix del’ architecture du réseau.

Nousneconsidérongci quedessortiesréelles maistoutedes propriétégjuenous
présentonpeuentétreétenduesisémenaucasmulti-dimensionnel.

SoitW = {(a;)o<i<k, (Bij)oci<pi<i<k } le vecteurparametreNotonsquesa
dimensiorestm = (p + 2) K + 1. Etantdonnéed” + p obsenations,

(Yopg1, .- Yo, V1,...,V7)

de la série,on estimel’ en minimisantla moyennedes carrésrésiduels(Fonction
d’'erreun
t=T
ST(W):Z(Yt_fﬂ/(}/t—lau-uyt—p))2~ (3]

t=1

Onnote

Wy = arg minw Sy (W)

I'estimateurdesmoindrescarrésde .
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SionsupposgueVar(e) = o2 > p > 0, il estéquivalentde minimiser

t=

T
LVp (W) =n(Y (Vi — fw (Yicr, .., Yicp))) = In(Sp (W), [4]

t=

—_

Dansle casou ¢; estgaussienLVy (W) estexactementce queles statisticiens
appellenta log-vraisemblanceoncentrée.

Onnotera
Wr = arg minw In LVp (W).

Les deux minimisationssont équivalentes(en fait '/ = W, maisnousles dis-
tinguonspour rappelercommentils ont été obtenus)Jeurspropriétésasymptotiques
sontpresqudes mémesmais nousverronsqu’en pratique,il vaut mieux utiliser la
seconde.

Le calculdesestimateurpeutétremenéenutilisantn’importequelleméthodede
minimisation.Danscepapier nousnetraitonspasce problémeeton supposejuely
estle vrai minimumdela fonctionErreurSy (). Dansle casgénéralnonnécessai-
rementgaussienl’estimateurdesmoindrescarrésestun casparticulierd’estimateur
deminimumde contraste(voir Guyon,1995,[GUY 95)).

Le papierestorganisécommesuit: le paragraph@ énoncecertaingésultatama-
thématiquessur les estimateurglesmoindrescarréspour un modéeleNAR . Le pa-
ragraphe3 fournit desrésultatshéoriquesd’identificationpresquesiire.Dansle pa-
ragraphes, on présentaune nouwelle méthoded’identification presquesiredu vrai
modélebaséesur une méthodede descentgasa pas(StepwiseStatistical Method,
SSN qui permetd’élaguerles paramétresnutiles. Enfin, dansle paragraphé, on
montresurunexemplesimulécommentetteméthodes’utilise.Le derniemparagraphe
contientlesconclusionstlesperspecties.

2. Résultatsthéoriques
2.1. L’identifiabilit édu MLP a une couchecachéeetune sortie

Pourestimerle vecteurparameétreynepropriétéfondamental@ermettant’obte-
nir desrésultatsde consistancegstl’identifiabilit édu modéle. Celasignifie, quepour
unefonctionreprésentablearun MLP donné,il n'y aqu’un seulvecteurparamétre
qui représenteettefonction.

Sion considerequ’un perceptrormulticouchegle dimension(p, K), c'est-a-dire
avecp entréesK unitéscachéegtunesortie,estunefonctionparamétriquesurk™,
avecm = (p+2) x K + 1, le modélen’estpasidentifiable.On peuteneffet trouver
deux systemegde parameétreglifférentsqui générentes mémessorties.Ceci peut
étre obtenu,parexemple,si deuxunitéscachée®ont despoidsen amontstrictement
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identiquespuisquequ’il sufiira quela sommede leurs poidsen aval soit constante
pourreprésentela mémefonction.

Cependansi on serestreintaun ensemblale paramétresaisonnabléesMLP de-
viennentidentifiables adesopérationgrivialespres.On parleraalorsd’identifiabilité
faible.

Nousdonnonsdansla suite desconditionsnécessairest suffisantespour quele
modélesoit identifiable,au sensfaible, dansle casd’un MLP a unecouchecachée,
ayantdestangentesiyperboliquepourfonctionsd’activation ¢.

2.1.1. MLP irréductibles

Unepremiereprécautiora prendreestdenepasutiliserartificiellementtrop d’uni-
téscachéesPar exemple,si onconsidéraun MLP avec uneunitécachéalontle poids
relié a la sortie estnul, celle-ci esttotalementnutile puisqueles poidsen entréesa
cetteunitésontquelconqueg;’'est-a-direqu’ils n'influencentpasla fonctionreprésen-
téeparce MLP. Nousallonsdonccaractériseles MLP n'ayantpasd’unitéscachées
inutilesde maniéremanifesteparla notionde MLP irréductible.

Notation1 Si X = (Xi,---,X,)" € RP estun vecteurd’entrée,on note v; (X)
l'impulsiondela j-émeunitécadée:

P
vj (X) = Boj + Zﬁini

i=1

Ladimensiorp estfixée.Le MLP avec K unitéscachéegstassocié K applica-
tionsaffines:
R? 5 R
X —ri(X) -
On dira que deuxfonctionsaffinesvy, v, sont“signe-équvalentes’si vy = v3 ou
Vv, = —Vs3.

Ondira qu’un MLP estréductiblesi et seulemensi il vérifie au moinsunedes
conditionssuivantes

1. Il existe un poidsde sortienul.

2. Il existeaumoinsdeuxindicesdifférentsji, j» € {1,---, K } telsquelesfonc-
tionsv;, , v;, soientsigne-équialentes
3. Il existeaumoinsunindicej € {1, - - -, } tel quela fonctionv; soitconstante.

Ondira qu'un MLP estirréductiblesi cen’estpasun MLP réductible

Notation 2 OnnoteN, x I'ensembledesMLP avecp entrées K unitéscachéesgui
sontirréductibles.

Remarque 1l SiK =0, N, o sontlesfonctionsaffinesdeR? — R.
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2.1.2. Identifiabilité¢ desMLP irréductibles

Dorénaant,on neconsidérglusquedesMLP irréductiblesc’est-a-direnecom-
prenanipasd’unitéscachéesnanifestemeninutilesou faisantexactementoubleem-
ploi. Remarquonguecetterestrictionn’'empécheasles MLP d’étre surparamétrés.
Il restedestransformationdrivialesqui ne changenpasla fonction représentéear
le MLP. Par exemple,si on choisitl'unité cachéej, quel’'on changde signedetous
les poids 5;; pourl < ¢ < p etquel'on changeaussile signedu poids de sortie
«; associé cetteunité cachéecommela fonctiontangenteényperboliqueestimpaire,
celane changergpasla fonction Fy,. Notons(; (M LP) le MLP résultantde cette
transformation.

Une autre possibilité estd’interchangemeux unitéscachéeg; et j», ainsique
les poidscorrespondantgin noten;, ;, (M LP) le MLP correspondanOn dira que
deuxMLP M; et M, sontéquivalents(M,R M,), sietseulemensiil existeunetrans-
formations, qui soitla composéel’applications(; etn;, ;, tellequeMy = i (Ms).
PourquelesfonctionsMLP soientidentifiablespn consideralonclesclassesieMLP
équivalentsll s’agitici d'uneidentifiabilité“faible” c’est-a-direa unetransformation
¥ prés.Sussmanii cf [SUS92]) prouve alorsque:

Théoremel Lesclassesle MLP irréductibleséquivalentsontidentifiables.e.
fw = fwr & WRW'.

En conclusionon peutdire quesi on seplacedansl’espacedesMLP irréductibles,
a unefonction ne correspondju’une classede MLP, c’est-a-direqu’il n’y a qu’un

nombrefini de MLP qui représententettefonction et quel'on saittousles écrire
a partir de I'un d’entre eux. L'intérét de considérerdes MLP irréductiblesestque
celaévite quela matricehessiennele la fonctiond’erreursoit noninversiblesurun

ensemblede paramétresl’intérieur non vide. On peutne considéremque desMLP

irréductiblesenimposantescontraintesomme’la valeurabsolued’un poidsreliant
uneunitécachée la sortierestetoujourssupérieuré un millieme", etdemémepour
lesautresconditions.

Mais enfait dansla pratique,puisqueon choisit les poidsinitiaux au hasard/a
probabilité que sevérifie I'une destrois conditionsde réductibilité estextrémement
faible. Les remarqueprécédentesontimportantegour les résultatsthéoriqueui
suivent.

On obtientaussidesrésultatssemblablesi le nombrede sortiesestquelconque
(cf lathésede J. Rynkiewicz [RYN 00]).

2.2. Propriétésstatistiques
Considéronge modeleNAR défini par I'équation (2). Nousnoterons(w; )1 <i<m

oum = (p+ 2)K + 1 lescomposantedu vecteurparamétré? et W, savraievaleur
(inconnue).



SSM 7

Récemmeni{Mangea®tYao,1997,[MAN 97d])ontétudiélespropriétésasymp-
totiquesde I'estimateurdes moindrescarréspour un processuNAR général.Leur
approcheest principalemenbaséesur la théoriede la stabilité pour les chainesde
Markov (Duflo, 1990,[DUF 90]; Meyn andTweedie,1993,[MEY 94]).

Soity®) = (v,%)),5, le processusectorie| définipary,”) = (Vi,...,Vi_p41)
pourt > 0. La suite(Yt(”)) estunechainede Markov homogénesurl’espaceR?”. Le
vecteur(yi, ..., y,) € RP estnotéy. Leshypothésesi-dessougntrainenta stabilité

de la chaineY () et en particulier cettechainea une distribution invarianteunique
Hwq -

Dansl'article (Mangeaset Yao,1997,[MAN 97d), lesauteuramontrentle théo-
remesuiant:

Théoreme2  Consistanceforte et normalité asymptotique Pourle modélg2),
avecs(z) = tanh(z), supposongue:

1. (e¢)¢>0 estunesuitei.i.d., indépendantelesétatsinitiaux (Y_,41,. .., Yo),
telleque P cf < oo,

2. W appartienta un sous-ensembleompact)y de I'espaceeuclidienR™ de
dimensionm, tel quel¥y e)/%/ (intérieurde W).

3. (Conditiond'identifiabilité) Pour tout 11" différentde Wy, fiw # fw, dansle
senggu’il existeuny € R? tel que fw (§) # fw, (9)-

4. Lamatricededimensionn x m

0 .0 ; :
So= [ (5 tw g fw @], nw (i), 5]

7 1<4,5<
estdéfiniepositive
Alors

(a) L'estimateurl¥y estfortementconsistantc’est-a-die qu'il conveige presque
sQrementversi, quandT tendvers+oo.

(b) Indépendammertde la distribution initiale de la chainede MarkovY (*), le
terme/T {VAVT — WO} convege enloi versla distribution gaussiennenultidimen-

sionnelleN (0, 0?%51).

En neconsidérantuedesMLP irréductiblesonassurequeles hypothéses8 et4
sontvérifiées.

Remarquonguecesrésultatpermettenteconstruiredesintervallesdeconfiance
et destestsd’hypothesesur la nullité desparameétregvoir le paragraphe). La va-
riancerésiduelles? estestiméeen pratiquepars? = %ST(WT), etla matriceX, par

Yo = o V257 (Wr) qui peutaussiétreapprochégar
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= S iy (NI fiy ()

t

Il fautremarquenqueles hypothésesonttrésfaiblesparrapportaux hypotheéses
habituellede normalité.

On peutmonter un théorémeanaloguepour I'estimateuri¥;, maisalorsil faut
supposequele bruit aunmomenfini d’ordre 12, c’est-a-die que E(s; ) < oo (voir
Rynkiewicz [RYN 00]).

3. Identification presquesire
3.1. La capacitéde généralisation

Une desprincipalesdifficultésintervenantdansl’utilisation de fonctionsde plus
en plus complexes pour I'estimation statistiquedesprocessugstle phénoménale
surapprentissagesi on utilise un modéletrop complee surtrop peude donnéespn
aboutita la modélisatiordu bruit qui a engendrées donnéesurlesquelleon estime
le modeéle.On introduit ainsi un biais dansle modélequi comprometfortementla
validité desesrésultatsurdenouwellesdonnéesiu mémeprocessusOndit alorsque
le modeéle‘généralise’mal. |l estdoncapparudfondamentatie contrdleda compleité
du modélepour assurergue I'erreur de celui-ci restefaible, non seulemensur les
donnéegjuel’on obsenre, maisaussisur desdonnéedutures,nonencoreobservées,
provenantdu mémephénomene.

Vapnik [VAP 95] proposepar exempled'utiliser le principe de minimisationdu
risquestructurel.Ce principe définit un compromisentrela qualité d’approximation
etla compl«ité desfonctionsd’approximation Cependante principalincorvénient
desbornesétabliespar Vapnik est qu’elles ne sontvalablesque pour desvariables
aléatoiresndépendanteglentiquementlistribuées Or danscet article, noustraitons
dessériestemporelleet nousne sommegasdansun cadrei.i.d. De plus,la dimen-
sion de Vapnik-Cherngensk/ n’est connueque pour les MLP ayantdesfonctions
indicatricessur la couchecachéeDansle casou les fonctionsd’activation sontdes
tangentesyperboliquesil n’existe que deshornessupérieuresle cettedimension.
C’est pourquoi,pour réduirela surparamétrisatiomle nosmodélesnousutiliserons
plutdt untermede pénalisatiomqui dépenddu nombrede paramétrest dunombrede
donnéeslLa philosophied’unetelle approchdprincipede parcimonieestassezsimi-
laire auprincipedu SRM, maisle cadrethéoriqueestdifférent,ainsiquelesrésultats
qui endécoulent.
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3.2. Identification presque-sire

Noussupposongi guenousavonsle choixentreplusieuramodélegpourexpliquer
le processusbservéCommenthoisirconvenablementinmodélee choixdoit étre
parcimonieuxle moinsde paramétrepossiblesynaisfournissantuin bonajustement
(desparamétregnnombresufiisant).En utilisantles théorémesxistantsurla sélec-
tion de modelesau moyende contrastepénaliséGuyon, 1995, [GUY 95]), nous
montrond'identification presquesiire,gracea un termede pénalisationlorsqu’il y a
un nombrefini de modelegpossiblesayanttousun modéledominantcommun.

Plusprécisémentsupposongu’il existe unebornesupérieurel! pourtoutesles
dimensiongossiblegpour le modéle.Cettesuppositionpien que standardpour des
méthodesde pénalisationpeut paraitreforte en théorie.Elle n’a cependanpasde
conséquenceratiquepuisqu’onse limite toujoursa une architecturemaximalene
serait-cequ’a causedescapacitédimitéesde calculet demémoiredesordinateurs.

Soit W C RM et I, un modéledominant,dontle vecteurde paramétregst
Winax = (w1, wa, . .., wyr). Considéronga famille finie

F = {(w1, ws, ..., wpr)/00cCertainecomposantepeurentétrenulles} .

PourF € F, sous-modélele Fi,.x, onnotem(F') le nombredesparamétresion
nuls,c’est-a-dirda dimensiorduvecteuparameétrél’, et Wr I'ensembledesvaleurs
possiblesde W. On supposeajuele vrai modéleestun sous-modeélale I, .., onle
note Fy etla vraievaleurdu vecteurmparamétresstnotéel; dedimensionn(Fj).

Soit Wy I'estimateurdesmoindrescarrésde W restreinta 7,

Wr p = Arg Wﬂelg} Sr(W)
F

et Sy (F) (aulieu de Sy (Wr r)) le minimum correspondande la fonction erreur
Soitaussi(c(t)) unesuitedenombregéelspositifs.Le contrastedesmoindiescarrés
pénalisésContrastWith Penaltyenanglais,avecle tauxde pénalisatior{c(¢)) prend
la forme o (F T
cwrr, ;) = 22 D) gy [6]
T T
Soit Fr = Argminge » CWP(T, F') le modéleestimé qui estle résultatde deux
minimisationssuccessies pourun 7" fixé: uneminimisationsur un espacecontinu,
pour calculerWr r et St (F'), et uneminimisationsur un espacdini, pour calculer
Fr.
A partir de cesdéfinitions,on montrele résultatsuivantdontla preuve compléte
setrouve dans(MangeasaindYao,1997,[MAN 97d).

Théoreme3  Onsupposeuelesconditionsduthéoréme?) sontvérifieesOnsup-
poseaussiquele tauxde pénalisatior:(7") esttel que
e(T) e(T) 2 A

- 7
2T~ 7 A [7]

lim =0, et liminf
T T
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ou A (resp.)) estla plus grande(resp.la plus petite) valeur propre de la matrice
Yo. Alors, le couple (F'r, W, ;) corvege presqueslrementversla vraie valeur
(Fo, Wo), quandT tendversco.

On remarqueque la encoreil estindispensablejue la matrice Xy soit inversible
puisquesapluspetitevaleurpropre doit étredifférentedezéro.La conditiond’iden-
tifiabilité du modéle(cf Théorémel) estfondamentalg@uisque si elle n’estpasvéri-
fiée,cettevaleurpropreestnulle.

A partirduthéoreme3), on peutdoncproposeuneméthodologied’identification
presquesire pour déterminerle vrai modélea l'intérieur de 'ensembledes sous-
modelesde Fi . .

En effet, il sufiit detrouver un modeéledonta la fois I'erreur de prévisionet son
termede pénalisatiorsoientsufisammenpetits.Cethéorémenousguideessentielle-
mentpourchoisirunepénalisatiorcornvenable.

Ainsi, supposongjue~ estuneconstanteositive. Un taux de pénalisatiorioga-
rithmiquede la formec(t) = ~Int vérifie clairementes conditions(7). Avec un tel
taux de pénalisationpn obtientun critere desmoindes carrés pénalisénoté BIC*
utilisé pourchoisirle modéle

1) 4T ) ]

BIC" = BIC*(T, F) =~ =

En pratique,on constatequ’il faut choisiry du mémeordre de grandeurquela
variances?, car dansce cas,le critére BIC* ne dépendpasde I'échelle destermes
de la série,voir Mangeas1997,[MAN 97c]. On peutaussioptimiserla valeurde v
(Mangeas.1997,[MAN 97a]), maisle gain obtenusurle modélene justifie pasles
calculssupplémentaires.

Enfait, on peutdémontretes mémegeésultatsenutilisantles propriétésde I'esti-
mateuri¥; etdansce casle critereavec pénalisatiorutilisé estexactemente critére
BIC usueldonnépar:

)] )

BIC =1
" T

Celui-ciestassocié 'estimateurdu maximumde vraisemblancéorsquele bruit
estgaussiengt il al'avantagequ’il n'est pasnécessaira’introduire une constante
~, carle premiertermeen logarithmeestasseznsensiblea la variancedu bruit. Par
contrececritéren’estutilisablequesi E £} 2 < cc.

On a ainsi obtenudeux critéres(prochesmais différents)dont la minimisation
conduitenthéoriepresquesirementersle vrai modéle pourautantgu’on parted’un
modéledominantqui soitun surmodéledu vrai modéle.
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4. Recherhe pratique du vrai modéle

A partir du théoréemg(3), on peutdoncproposetla méthodesuivantede détermi-
nationdu vrai modéle

Pourinitialiser'architecture nouscommencgonparprendregoutedesentréeper
tinentes(commeon les obtiendraita partir d'un modeélelinéairede base)t uneseule
unité cachéeEnsuiteon ajouteprogressiementdesunitésdansla couchecachéeen
calculantachaqueétapde critéreBIC*(resp.BIC), tantquela valeurde cecriteredé-
croit. Quandle critere BIC*(resp.BIC) restestableou commencei croitre,on arréte
la recherchele modéle et on prendle derniermodélecommemodéledominantnoté
Frax.- Onremarquergu’onsupposeveccetteméthodologiguele critereBIC* (resp.
BIC) estunefonctioncorvexe du nombred’unitéscachéesC’estd ailleurscequi est
fait classiquemerbrsqu’onutilise descritéresdetypeBIC surdesmodéledinéaires.
Il paraitdifficile dejustifier cettehypothesahéoriquementgependantetteméthode
al'avantaged’'étre simpled mettreen oeuvreet donneempiriquemente bonsrésul-
tatscommele montrel’exempletraité dansla sectionsuivanteet les étudedaitessur
donnéegéelles(voir Mangeas[MAN 97h).

L'initialisation des paramétregst faite de maniéretrés simple. Avec une seule
unité cachéeles coeficients (5;1) sontpris égauxaux valeursissuesdu modeéleli-
néaire,le coeficient « estpris égala la valeurmoyennede la série,les autressont
petitsetaléatoiregparexempleentre-0.5et0.5).

Enfait, beaucoumle chercheurent proposéesméthode®t desastucepourini-
tialisercorrectemenies parametreanaisil restea proposeuneméthodesfficacequi
permettraitde s’approched’'un minimumglobal. Nousavonsfait desessaisen utili-
santl'algorithmedu recuitsimulé,maislestempsde calcul sonttréslongset on peut
plus simplementrépéterplusieursinitialisations différenteset garderla meilleure!
(voir lathesede JosepHRynkiewicz [RYN 00]).

Rappelongiue Wiax = (w1, ws,..., wa) estle vecteurparamétreassociéau
modeéle Fi,.x. En principe, pour estimerle vrai modéle,nousdevrions explorer ex-
haustvementla famille finie de tousles sousmodélesF du modéledominantFy,ax
et calculerle BIC* (resp.le BIC) pour chacunMais le nombrede cessous-modéles
estexponentiellemengrand(comme2™) et il estimpossiblede le faire en pratique.
Alors commeenrégressioninéaire,(Draperand Smith,1981,[DRA 81]), nouspro-
posonsune méthodestatistiquepasa pas: Statistical StepwiseMethod,SSN pour
guiderla recherchalans¥. Unetelle stratégiede descentestbaséesurla normalité
asymptotiquede I'estimateuri¥r. Voir [COT 95] pour desprésentationsintérieures
del'algorithme SSM,avecde nombreuxexemples.

Déciderla suppressiomu nond’un poidsw; estéquivalenta construirde testde
I'hypothésenulle "w; = 0" contrel’hypothésealternative "w; # 0", c’est-a-direun
testde Studentsurw;, (enfait un testGaussierpuisquela normalitéde I'estimateur
du poidsestassuréeseulementorsquel” estgrand).
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Déciderles suppressionsuccessiesdespoidswy, , wi,, . . ., w;, estéquivalenta
testeritérativementunesuitede modeélesemboitési iy, FiL., Flulz . ollw, =
0, wy, = w, = 0, B

Nousutiliseronsdoncles statistiquesle Studentcommeuneaidea I'exploration
delafamille 7 toutensuivantunetrajectoiredécroissantducritéreBIC* (resp.BIC).

Considéronda suppressiord’un poidsw;, ou F' estle modélecourantet F; le
sous-modélele F' obtenuen posantle paramétrey; égala 0 (en supposanguew;
estun parametrenonnul de F'). PourtesterF; contreF', c'est-a-dire€'w; = 0" contre
"w; # 0", on calculela statistiquede Student

estl'écart-typeestiméde ;.

On accepte'w; = 0" si la statistique, estinférieureen valeurabsoluea une
valeur seuil lue dansla table de la loi gaussiennet qui dépenddu niveaudu test
voulu. Par exemple,enfixantceseuila 1, onrisquede setromper3 fois sur10 quand
on gardew; alorsqu’il nefallait pas,maisle risquede setromperen supprimantu;
estrapidementréspetitdésquew; estdifférentde0.

On saitquece testde Studentestrigoureusemengéquivalentautestde F; contre
F, qui utilise classiquemeniinestatistiquede Fisherdonnéepar:

Q7 = Sr(F) = Sr(F)

L= S (BT — m(F)) 110

Mais commeon s’estplacédansun cadreasymptotique,Sy (') /(T — m(F))
converge presquesiirementersa? et peutétreconsidérécommeune constantgour
T grand.Q? estdoncproportionneb Sr(F;) — Sr(F).

Or on peutremarquenuela différencedesvaleursdesBIC* pour cesdeuxmo-
délesF; et F vaut:
1 InT

B|C* (Fl) — B|C*(F) = T {ST (Fl) — ST (F)} — ")/T [11]

CommeF; estun sous-modélele F', Sy (F;) esttoujourssupérieuré Sy (F), et
doncpourmaximisefa décroissancdeBIC* il fautminimiserla différenceSy (F;)—
Sr(F), etdoncsupprimersi possiblele poidsw; tel que @7 soit minimum C’estla
regle d’élagageet en pratique,on supprimeun poidsdesque Q7 < 1 et/ouBIC*
décroit.

Notonsque @ estconnudésqueme estestimédansle modéleF et peutétre
calculésansre-estimatiordesparamétreglansle sous-modeéld;. Il n'estdoncpas
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nécessair@’essayetousles F; possiblespour ré-estimeres paramétret calculer
touteslessommesle carrésSy (F;) pourchoisirle meilleursous-modelé;.

Lesremarqueprécédentes’appliquenprécisémenaucasdela minimisationdu
critere BIC* maiselless’appliquentaussid’une maniéreapprochéeu critere BIC.
Il n'estpaséquialentde minimiserunedifférenceou unedifférencedelogarithmes,
maisce n’estpastrésdifférent

Enrésuméla procéduralerecherchelu vrai modéeleestcommesuit:

1. Déterminer 1,5, commeexpliqué a la Section4 et estimerles paramétres
(entrainette réseau).

2. Calculerpourchaquéd, le rapport@; = w; /& ().
3. Trouwer!; réalisanie minimumde cesrapportsenvaleurabsolue.

4. Accepter’élimination de w;, seulemensi le critereBIC* (resp.BIC) a dimi-
nué.

5. En casde rejet, arréterle processugl’élimination, et garderle modélepré-
cédent.En cas d'acceptation ré-estimerles paramétresorrespondanau modéle
(Fli ), etrépéten’étape2), apartirdumodele( F:. ), pourchercheunautreindice

l5, etc.

La regle d’arrét esttout a fait naturelle on continuele processusl’élimination
tant quele critére BIC* (resp.BIC) décroit.Ceci fournit une critére objectif, bien
fondé, reposantsur les propriétésstatistiquesdes estimateursies poids. On esten
réalitécapablededéciderce qu’estun "petit" poidsqui peutétreéliminé.

L'algorithmeSSMappartienti la famille desstepwisébadkward algorithmslarge-
mentutilisé en analysede régression(Draperand Smith, 1981,[DRA 81]). Remar
guonsqu'’il estaussipossibled’utiliser uneascendingstepwisamethod pour guider
la recherchel’un minimumglobaldu critéreBIC* (resp.CIP),voir (JuttenandChen-
touf, 1995,[JUT 95)).

La méthoded’élagageSSM estprochede I'algorithme OBD défini par (Le Cun
etal., 1990,[CUN 90]), carils choisissentlela mémemaniérele parametreandidat
a I'élimination. Mais leur algorithmene fournit pasde critére d’arrét du processus
d’'élagage,l a besoind’'une évaluationde la performancequi se fait en dehorssur
un ensemblale donnéesxternes Celaexige d'avoir unestratégiede découpageles
donnée€nensemblal’apprentissaget ensemblale validation,et sacrifieun certain
nombrede donnéesu détrimentde la qualitéd’évaluationdu modéle.Ici, graceaux
résultatssurl'identification presquestredu modéle,nousobtenonsun critéred’arrét
théorique le critere BIC* (ou BIC). Le principeestd’'arréterla suppressiorle pa-
rametredésquele critereBIC* (ou BIC) croit. Notonsqu'avec cetteméthodenous
gardonsiloncun maximumdedonnéepourl’apprentissagesequi permetd’exploiter
aumieux!’information fournie parcelles-ci.
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5. Exemple

Nousallonstestersurunesimulationl’efficacitédu critereBIC*. La véritablear
chitecturee vrai vecteurparamétré¥; etla variancedu bruit gaussierassociéont
connusLe modeélechoisi(voir figure1) estun perceptrora2 entrées2 unitéscachées
etunesortie,et8 paramétregunedesunitéscachées’'estpasreliéeaunedesentrées.
La fonction fyy, duvrai modéles’écrit

X; = tanh(—0.5X;_1 — 1.5X,_3 + 0.5) + tanh(X;_3 — 0.5) + 0.5 + ;.
Le bruitutilisé (£;) esti.i.d. Gaussiervecunevariances? = 0.1.

Notre but est de retrouner la vraie architectureainsi que les bons paramétres.
Puisquece modélecomportepeu de paramétrespn peutcomparera recherchesx-
haustveaveclaméthodologiesSM.Larechercheseraeffectuéeparmilessous-modéles
du modeledominantdécritfigure 2.

i

Figure 1. Vraie architecture Figure 2. Architecturedominante

On simule 50 fois et de facon indépendantaine suite de 1000 points. L'archi-
tecturedu vrai modéleavec 8 conneions estmontréefigure 1. Le modéledominant
utilisé, avec 16 conneions, est montréfigure 2. Pourle critére BIC*, nousfixons
v = o2 = 0.1, un choix qui a I'avantagede rendrele poidsdu termede pénalisation
invariantdu niveaudu bruit du processugtudiéetqui donneenmoyenndesmeilleurs
résultatgpratiqueqcf [MAN 971)). Afin d’éviterlesminimalocaux,l'estimationdes
parameétresstla meilleureobtenugparmilO estimationgpartant'initialisationsaléa-
toiresdifférentes.

Le Tableaul montrela proportiondestrois architectures?',A,B (minimisantle
critereBIC* ) retenueparla recherchexhaustve sur50 simulationsCommeespéré
la vraie architecturel” apparaipour 73% descas.Lesautresgagnantesi et B sont
trésprochegde I'architecture’’ maisavec, respectiement,uneconneion de plus et
une conn&ion de moins. Elles apparaissentespectrement,dans12% et 10% des
cas.Le tableal? montrelestrois meilleuresarchitecturesélectionnéeparSSMpour
50 simulations On peutremarquerjuecettestratégifournit lesmémesarchitectures
etquela vraiearchitectureesttrouvéedans62%descas.
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Arcfhnelcture F;cc))ur.cenltatge Architecture Pourcentage
inae sursbsimurations finale sur50 simulations
T 0.73
T 0.62
A 0.12 1 052
B 0.10 B 016

Tableau 1. performancesle la recherche

; Tableau?2. Performancede SSM.
exhaustye.

6. Conclusion

Lesprincipauxrésultatadde ce papierpeuwent étreétendusen plusieursdirections.
Tout d’abordon peutajouterdesvariablesexogenessommeentréesiu réseatet étu-
dier cequ’on appelleraun modéleNARX. Ensuite,on peutintroduiredesretardsde
I'erreurenentréepourdéfinirun modélenonlinéairedetype“ARMA". Enfin,onpeut
étendretouslesrésultatsau casde sortiesmulti-dimensionnellesDanssontravail de
theése JoseptRynkiewicz amontréqu’il fallait minimiserdansce casle déterminant
dela matricede covarianceempiriquedel’erreur[RYN 00].

Touscesrésultatsont été établispuis testéssur desexemplessimuléset sur des
donnéeséelles,parexemplela sériedestachessolaires|a consommatiorélectrique
journaliere(Cottrell et al., 1995, [COT 95]), différentessériesréellesou simulées,
(Mangeas[MAN 97H), maisaussiplusrécemmensur desdonnéegle pollution en
niveaud'ozoneda Paris (cf Rynkiewicz, [RYN 00]).

Attention,tout cecine s'appliquequepour dessériestemporellesstationnaire gt
I'utilisation de réseaude neuronegie supprimepasla nécessitéespré-traitements
classiguesi fautabsolumenenleser lestendancest périodicités.

Un logiciel appeléREGRESSgcrit par JosepiRynkiewicz, permetd’estimerles
parameétresl’'un réseauwde neuronegpour un modélede régressiorou d’analysede
sériestemporellesll utilise la méthodeSSM (baséeau choix surlescritéresBIC* ou
BIC) pour choisirla meilleurearchitectureet il estdisponiblea 'adresseinternet
“http://panoramix.uni-paris1.fr'SAMOS".Il inclut aussila possibilitéd’estimerdes
modélescomprenantinechainede Markov cachée.
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