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Abstract

Soit X un processus de contact & temps discret sur Z? tel qu'il est défini par Durrett
et Levin. On s’intéresse a l’estimation des parameétres de ce modéle lorsqu’on dispose
d’une observation spatio-temporelle du processus, & savoir T' observations successives
de X sur un sous-ensemble fini et fixé de sites S. L’asymptotique de cette estimation
est étudiée dans le temps et en situation de non-extinction de X. La vraisemblance
étant numériquement incalculable, on propose d’utiliser une pseudo-vraisemblance
marginale (PVM) facile a calculer et qui capte bien Uinformation que on a sur le
modeéle. On montre alors que I'estimation du maximum de PVM est convergente et
asymptotiquement gaussienne. Des études expérimentales confirment ces résultats.

Mots clés : processus de contact, pseudo-vraisemblance marginale, processus super-
critique, sous-ergodicité, estimateur convergent, normalité asymptotique, estimation
spatio-temporelle.
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1 Introduction et description du modéle

Considérons, a titre d’illustration, le probléme de la modélisation et de l'estimation de
la dynamique d’une espéce végétale évoluant sur le lattice régulier Z2. Dépendant de
parameétres biologiques, cette évolution est déterminée en spécifiant, pour chaque site
s € Z2, la probabilité conditionnelle que le site s soit dans 1'état X;y1(s) =y € {0,1} au
temps ¢ + 1 étant donné Pétat X, = = € Q = {0,1}%" au temps t. L’état 0 (resp. 1) code
Pabsence (resp. la présence) d’une plante au site s. L’objectif est d’estimer les parameétres
du modele lorsqu’on dispose d’une observation spatio-temporelle du processus aux instants

=0,...,T sur un sous-ensemble fini et fixé S de sites de Z2. Nous nous intéresserons a
lasymptotique temporelle de cette estimation (1" — o0) lorsqu’il n’y a pas extinction de
Pespece. Fiocco (1997) et Fiocco et Zwet (2002) étudient un autre contexte statistique,
celui de 'observation compléte d’une seule réalisation x; pour ¢ grand.

1.1 Le modéle de processus de contact

La régle d’évolution est celle d’un systéme de particules particulier, un Processus de Con-
tact (PC), processus a temps discret markovien. On supposera que la transition en un
site s est stationnaire dans l’espace et dans le temps, dépendant localement de la config-
uration passée x par l'intermédiaire de x(N7(s)) ou Ni(s) est le voisinage d’ordre 1 de s,



le voisinage d’ordre d > 1 de s étant défini par :
Na(s)={teZ?:|s—tl|; <d}
La régle d’évolution est la suivante (Durrett and Levin, 1994) :

a. Chaque plante en vie a I'instant ¢ meurt au temps t + 1 avec la probabilité -,

b. Si une plante en s survit, alors elle donne naissance & une plante en u € ds avec une
probabilité A, ces reproductions étant indépendantes pour les 4 sites voisins u de s,

¢. Si une ou plusieurs plantes sont dispersées en s, ou si la plante en s survit en ¢ + 1,
alors X;4+1(s) = 1; sinon, X;+1(s) = 0.

De plus, on suppose qu’il y a indépendance temporelle entre tous les événements
deéfinis en (a) et (b).

Ce modéle dépend du paramétre § = (v, \) et nous supposerons que 8 €]0, 1[2. D’autres
régles d’évolution peuvent étre envisagées sur le lattice Z?¢ (cf. Durrett et Levin, 1994 ;
Durrett, 1995 ; Griffeath, 1981 ; Harris, 1974 ; Pumo et Le Corff, 2001). Signalons que les
techniques utilisées dans cet article peuvent s’étendre au cas ou il n’y a pas stationnarité
dans 'espace et/ou dans le temps.

1.2 Processus supercritique

L’état O partout sur Z2 est un état absorbant du processus. Aussi, afin de donner un sens
a I'étude asymptotique, on imposera une condition (I) de non extinction sur S, & savoir
qu’il y a une infinité d’instants tels que au moins une plante soit présente sur S.

Cette condition est & rapprochée de la notion de processus supercritique. Le processus
de contact est dit supercritique (Durrett, 1995) si, lorsque seule l'origine est occupée a
I'instant initial et si on définit le temps d’extinction de I’espéce par

7 = inf{t : X;(s) = 0 pour tout s € Z?}

alors P(T = +00) > 0 : il y a non extinction avec une probabilité > 0.

On sait alors (Durrett, 1995) que pour chaque taux de reproduction A > 0, il existe
une valeur critique 7.(A) du taux de déces telle que P(1 = o0) = 0 si v > ~.(A) et
P(r = 00) > 0si vy < 7v.(A). Ainsi, si v > 7.(\) 'espéce disparaitra p.s. alors que si
v < 7.(A), I'espéce survivra indéfiniment avec une probabilité > 0.

1.3 Simulation du PC

Soient z,y € Q = {0, 1}Zz deux configurations sur Z2, S un sous-ensemble fini de Z2. On
supposera que X est observé aux instants t = 0,1,--- ,7T sur S1, le 1-voisinage de .5,

S1={u€Z?:3ves tel que ||Ju—n|; <1}

La loi de X¢11(S) conditionnellement & X; = x dépend uniquement de la configuration
x(S1) de Xy sur Sy, de transition Pg(z,y) = P(X+1(S) = y(S) | X¢e(S1) = 2(51)).



A Tinverse des modeles de Gibbs (Geman et Geman, 1984; Guyon 1995), la simulation
d’un systéme de particules ne nécessite pas de recourir a un algorithme itératif du type
MCMC. Pour le modele de PC, un seul pas d’algorithme suivant (a), (b) et (c) simule
exactement la régle d’évolution. Décrivons cet algorithme.

Soient {Vs, s € S} des variables i.i.d. de Bernoulli de parameétre (1 — ) modélisant les
survies sur S, { Ny 5y, s € S et s’ € Js} des variables i.i.d. de Bernoulli de parameétre A
modélisant les naissances en s € S issues de s', les variables V' étant indépendantes des
variables N. Notons z(s) € {0,1,2,3,4,5} le nombre de plantes présentes au site s € S
apres les étapes (a) et (b). Pour une configuration initiale x, I'état z(s) au site s € S apres
une itération est réalisé par :

2(s) = a(s) x Va+ Y @(u) x Vi x Ny (1)

La simulation x — gy sur S est alors réalisée par :

Vse S y(s) =1(z(s) > 1)

2 Pseudo-vraisemblance marginale

2.1 La transition Ps(x,y) est incalculable

Si la simulation d’un PC ne pose pas de difficulté, le calcul numérique de la transition
Ps(x,y) est impossible dés que S n’est pas réduit a quelques points. Il y existe deux
raisons a cela :

1. d’un part, il faut examiner chaque configuration particuliére x(.S7) pour expliciter la
loi de z(S), ce qui est de complexité 24(5):

2. d’autre part, le fait que seule z(s) = 0 ou z(s) > 1 est observable entraine une
nouvelle complexité de 'ordre de 245). En effet, pour y une configuration sur S, si
So(y) ={s€S:y(s) =0}, Si(y) ={s € S:y(s) =1}, et E={1,2,3,4,5}, alors

Ps(z,y)= > Ps(x;Z(S(y)) = 0,Z(S1(y)) = w)

weES1(v)

2.2 Pseudo-transition marginale Mg(x,y)

Une fagon de contourner cette difficulté consiste a remplacer la transition jointe sur .S,
Ps(x,y), par une pseudo-transition marginale Mg(x,y) facile a calculer et qui capte bien
I'information que 'on a sur le modéle. Le produit de ces pseudo-transitions aux instants
successifs d’observation définira la pseudo-vraisemblance marginale (PVM) qui servira a
estimer § = (y,A). Cette idée & été proposée par Besag afin d’estimer les parameétres
d’un champ de Markov & partir d’'une pseudo-vraisemblance conditionnelle, produit des
densités conditionnelles aux sites d’observation (Besag, 1974). Définissons la PVM du PC.



Soient x et y deux configurations du PC. Pour s un site de S et A un sous-ensemble
fini de Z2, on définit :

m(z, A) = Zx(s), et v(z,s) = m(z,0s) = Z z(u).
s€A u€ds

m(x, A) est le nombre de sites de A occupés par x ; v(z, s) est le nombre de sites voisins
de s occupés par z. Le modele étant isotropique, 1’évolution de = vers y(s) ne dépend de x
que par l'intermédiaire de x(s) et de v(z, s), ou encore du résumé c(z, s) de la configuration
de 1-voisinage de s :

c(x,s) = (z(s),v(z,s)) € C1 ={0,1} x {0,1,2,3,4}. (2)

Notons que pour caractériser cette évolution, il est équivalent de conditionner par ¢(z, s)
ou par z(Ni(s)). Plus précisément, pour s € S, la loi de X;y1(s) conditionnelle a la
configuration x a I'instant ¢ suit une loi de Bernoulli de parameétre 1 — p(z, s;60), ou :

p(,5,0) = Py(X41(5) = 0 @) = 7"+ (1 = 7)(1 = 1)} (3)

Puisque X;4+1(s) = 0 si ¢(z, s) = (0,0), les seuls sites pour lesquels z est informatif dans
la transition ¢ — ¢ 4 1 sont ceux de I(z, S)

I(z,S) = {s€S, tq. c(z,s)#(0,0)}
= {sef, t.q z(Ni(s)) #0}

On définit alors la pseudo-transition marginale comme le produit sur I(z, S) des transitions
marginales,

Ms(a,y:0) = [[ Po(Xera(s) =y(s) |2) = [ ple 501~ p(x,50)"
se€l(z,S) sel(x,S)
(4)

avec la convention M (0,0;60) =1 si I(z,S) = (). Notons :
d = 7+1 =90 =X =1-X+9A
no= y+A-7-N?

~ controle la non-survie au site s (liée & z(s)), d la non-prolifération issue d’un site voisin
de s (lite & v(z,s)). La propriété suivante précise l'indépendance ou non des variables
conditionnelles en deux sites distincts.

Theorem 1 Soient s et s’ deux sites de S et x une configuration de X;. Trois cas se

présentent :
(1) Si s' € Os alors :

P(X1({s,8'}) = (0,0) | 2) = ymiedssDgmie.otss)
(2) Si s’ € 9(0s)\{s}, on a, notant AAB = (A\B) U (B\A) :
P(Xi1({5,5)) = (0,0) | ) = e (5D ssos )y mteos0)

(3) Si s et s’ sont non-voisins et si dsNds’ = 0, les variables conditionnelles (X¢+1(s) |
x) et (Xep1(8") | ) sont indépendantes.



Preuve :

(1) Dans ce cas, s N Js’ = ¢ ; le résultat découle directement de la définition de 7 et
de 4.

(2) Soit maintenant u € ds N Js’ un site tel que z(u) = 1. La probabilité qu’il n’y ait
pas de naissance en s et en s’ issue du site u est égale a 7. On en déduit (2).

(3) Enfin, (1) montre que sous les hypotheéses faites sur s et s, les variables qui entrent
dans la génération de X;11(s) et de X;y1(s’) sont, & = donné, indépendantes.

Dot le résultat annoncé. e |

En particulier, si s ou s’ sont deux sites voisins, ou si s # s’ et dsNIs’ # 0, Xy11(s)
et X;11(s") sont, conditionnellement & z;, dépendantes, de covariance :
Cov(Xy11(5), Xer1(8") | 2) = Cov(1 — Xy41(s), 1 — Xpy1(8') | my)
P(Xp41({s,8'}) = (0,0) | z¢) = P(X¢11(s) = 0 | 24) P(Xeq1 (") = 0] 2¢)
= p(.’,lft, 53 9) p(xta S,; 9) [b(LUt, S, S,; 9) - 1]

ou
§re(s)—a(s) sis" e Ni(s)\ s
bt s,5'50) = ¢ 6 2mleetssNymedssh 6 5 € Ny(s) \ Ni(s) (5)
1 si s’ €5\ Na(s).

2.3 Pseudo-vraisemblance marginale

Notons x(T') = (zg, z1,- - -, z7) lasuite des (T'+1) configurations initiales de X. L’observation
de x(T) sur S; permet de calculer chaque pseudo-transition (4) pour ¢t = 0,1,---,7 — 1.
Définissons n(zx) = §(I(z,5)) le nombre de sites de S ou x est informatif, n(x(7")) =
STy n(x) le nombre total de ces sites pour la suite d’observations x(7).

Pour ¢ € C1, notons n(z, c) le nombre de sites s € S de configuration c(z, s) égale a c,

n(xz,c):=4{s € S:c(x,s) =c}, et n(x(T),c) = Z

T-1

o o) (6)

On a :
W) =Y AT @

La log-pseudo-vraisemblance marginale renormalisée de x(T") observée sur Sy est définie

par :
1 T—1

Ir.5(x(T); 0) = o)l > " log M(t, w1413 6).
t=0

n(x(

S étant fixé, on oubliera le plus souvent 'indexation par S, notant I (x(7);0), I(x)
ou M(z,y;0) pour lps(x(T);6), I(x,S) ou Mg(x,y;0). De méme, quand on travaillera
conditionnellement a une suite x(7T") fixée, on notera n(T") pour n(x(7T)), n(T,c) pour
n(x(T),c), lr(0) pour lp(x(T);0).

La pseudo-vraisemblance marginale (PVM) s’écrit alors, avec p(z, s; ) = 72(8) §0(:5)

T-1
lr(0) = n(lT) ; ; ){[1 — zrp1(s)]log p(xs, 57 0) + wer1(s) log[l — p(as, 5;0)]}. (8)



Figure 1: Ensemble K de codage fort

L’estimateur du maximum de PVM de 6 (EMPV) pour 'observation x(7") sur S; est
une valeur qui maximise cette PVM,

Or = arg max lr(6). 9)

2.4 Pseudo-vraisemblance marginale de codage

Un sous-ensemble K C Z?2 est un sous-ensemble de codage fort si deux sites s # s’ de K
ne sont pas voisins et si de plus leurs voisinages ne se coupent pas : ds N ds’ = (. Un
exemple est K = 3 x Z? (cf. Figure 1) : il est facile de voir que I'on peut partitionner 72
avec 9 tels ensembles de codage fort.

La propriété importante qui nous sera utile pour un ensemble de codage fort est que,
conditionnellement a toute configuration x, les variables aléatoires {(X¢+1(s) | Xt = x),s €
K} sont indépendantes.

Définissons enfin la pseudo-vraisemblance de codage. Si L est un sous- ensemble de
72, on note I*(x,S) = I(x,5) N L,nt(z) = #(I*(z,9)) et n*(T) = Zt o nE(zy) : la
log-pseudo-vraisemblance du K-codage sur S est alors définie par :

X0 Z Z {[1 — z51(8)] log p(zt, 55 0) + xe41(s) log[1 — p(ay, s;0)]}. (10)

=0 seI¥ ()

3 La PVM permet d’identifier le paramétre 6

Dans toute la suite de cet article, on supposera réalisée la condition suivante de non-
extinction de X sur S, a savoir, 'observation x = (x4,t > 0) sur S apporte une information
infinie :
(X) : Ioc = {x = (x4,t > 0) tel que n(x(T)) — oo si T — oo} (11)

Nous allons définir deux quantités, lim inf de fréquences empiriques : la premiére, 7,
sera utile pour démontrer que la PVM rend 6 identifiable ; la seconde, Wﬁo, permettra de
montrer qu’une matrice de pseudo-information est définie positive. Pour chacune de ces
quantités, on va établir une condition de sous-ergodicité.

Pour ¢ € Cq, 7. est définie par :

n(T, c)

R (12)

Te = limp_, o



Définissons ﬂgo. Soit L = {L;,7 € Z} une partition de S (un ensemble de parties
non-vides et disjointes qui recouvrent S), £ = {L;),t > 0}, une suite infinie de parties de
L, et (¢,0) la configuration de N3(0) telle que x(N71(0)) = ¢ et 2(N2(0)\N1(0)) = 0. Soit
n (x4, c,0) le nombre de sites s € SN L tels que x;(N2(s)) soit de configuration (c, 0). ﬂéo
est définit par :

L _ 1 ?:Bl nLi(t) (‘/Et’ ¢, 0)
Teo = himT—mo ’I’L(T)

3.1 Un résultat de sous-ergodicité

On a le résultat suivant :

Theorem 2 Soit Ci 'ensemble des configurations sur N1(0) telles que x(0) =1 et L ={L;,i €
I} une partition de S. Alors il existe a > 0 et une suite de parties L tels que, pour tout
ceCy, ettout x € Ing, on a :

7T£0 > «.

Preuve : On utilisera le résultat suivant : soit (Y,,,n > 1) une suite infinie de variables
indépendantes de Bernoulli de parametres (q(kp),n > 1), ou k, € K = {1,..., K}, un
ensemble fini. Supposons d’autre part que 5 = min{q(k),k=1,..., K} > 0. Alors

. L g
limy oz D Va5 (13)

En effet, soit {ng1,...,nkn,, -} le sous-ensemble des valeurs croissantes de {1,2,---}
tel que {Yy,, ~ B(q(k)),l = 1,2,---}. L’ensemble Ko, = {k tel que N — oo} étant non
vide, la loi des grands nombres donne en effet :

. 1 . 1 1
limy o= g Y, >limy = E Np - — E Yo, =
N N Ni
n=1,N k€K oo 1=1,N},

B
5

Soit C§ I’ensemble des configurations sur N3(0) telles que 2(0) = 1. On va définir deux
suites d’instants. La premiére,

0§T1<T2<"'<TmT§T—2

est la suite croissante des instants t entre 0 et T'— 2 telle que, pour un site s € S au moins,
z¢(N1(s)) # (0,0). On notera s, un tel site au temps T} : 7, (N1(s7,)) # (0,0). La
deuxieme,
0<Ty <Ty <+ <Tpu <T -2

est la suite croissante des instants ¢ entre 0 et T' — 2 qui sont informatifs, c’est & dire tels
que pour un site au moins de S, z4(s) = 1 ; on notera s}z* un tel site au temps T}.. De
plus, on choisira s7, = S*TZ* chaque fois que T}, = T7..

On définit alors £ de la fagon suivante : (i) pour un instant ¢ = T}, informatif, L;, 11

est la composante de la partition qui contient s7,; (ii) aux autres instants, Li) est un
ensemble arbitraire de la partition.



Soit ¢ une configuration de Cj. Définissons :
Ze = U X1y, 11(Na(st, ) = (¢, 0)}, K" = 1,m7

P(Xi41(Na(s)) | ;) dépendant uniquement de z4(N3(s)), les variables (Zp«, k* = 1,...,m¥,)
sont des variables indépendantes de Bernoulli de parameétre :

q(zry, (N3(s7y,)), ©) = Plary, 11(Na(st,)) = (¢,0) | wzy, (N3(s7,)))-

Le fait que zr:, <S*Tz:*) = 1 garantit que toute configuration (c,0) de $T5*+1(N2(8§:*))
pour ¢ € Ci est atteinte avec une probabilité > 0 a partir de toute configuration de C3 :
q(zry, (Ng(s};*)), ¢) > 0. On a donc :

8" = inf{q(zr, (/\/’3(31}1:*)),6) L aTy, (Ng(S*T]:*)) €C3,ceCy, Ty, pour k> 1} > 0.

Définissons :
Wi = X1, 41(s1,), k = 1,mp.

P(X¢11(8) | x¢) dépendant uniquement de z+(Ni(s)), les variables (Wy,k = 1, mp) sont
des variables indépendantes de Bernoulli de parameétres,

Q($Tk (Nl(STk))) = P(XTk+1(STk) =1 | ka(Nl(STk)))'

Le fait que z¢(Ni(s7,)) # (0,0) garantit que X7, +1(s7,) = 1 est atteinte avec une proba-
bilité > 0, On a donc :

B = inf{q(xr, (N1(s1,))), 21, (N1 (sT,)) # (0,0), T}, pour k > 1} > 0.

D’une part,
T-2 mp . mp
> e (w41, 0,0) > > 0 B (wpe 11,0,0) > Zge, (14)
t=0 k=1 k=1

. Ly
En effet, chaque Zj+ égale & 1 contribue pour 1 a n” k=1 (

D’autre part,

1‘TZ* +15C, 0).

T—2 mr
. my N
ki) (2441) < nlae) <HS) e (15)
=0 k=1 Zk:LmT Wi

En effet, & chaque instant ¢ il y a au plus §(L;¢)) < #(S5) sites informatifs dans S et ces
instants informatifs sont en nombre au plus ms. De plus mp > Zk:LmT Wi.

On déduit alors de (14) et (15) que :
T—2 Li(t+1)( 0) 1 1 m;" 1 mT
Cpnee) ) LSty LSy

T—2 Li(t+1) — jj(S) m* k* m k-
t=0 " (z141) T g=1 T3




Le choix de L entraine que :

;—’:02 nlic+1) (Te41) 3:02 nlit+1) (z441) - 1
n(T) - n(1) ST 20wy B9

En effet, chaque fois qu'un instant ¢ est informatif, nit+0 (z,,1) > ﬁn(ﬂft—&-l)y et pour

les autres instants, nXi+0 (x4, 1) = n(xsy1) = 0. On a d’autre part :

2 nbicn (244, ¢,0) S ST ntien (244, ¢,0) . 2 nbien (z49) n(T) —n(1)
n(T) = el (z4) n(T) —n(1) n(T)
Appliquant le résultat (13), on obtient :
T-2 L1y 0 . A*
lim inf t=0 " (@t+1,¢,0) = b.p .
T—o0 n(T) 4-{5(9)F
Le théoréme 3 est ainsi démontré avec o = % ................................. |

Remarques :

(1) mc > a > 0 puisque 7, > 7T§0 en prennant L = {S} et L= {5, 95, ---}.

(2) La technique utilisée permet de s’affranchir de I'hypothése d’invariance dans le
temps et/ou dans 'espace a la condition d’imposer des conditions de minoration sur les
probabilités locales de survie et/ou de naissance. Mais une condition de non-extinction de
type (I) devra toujours étre exigée pour établir un résultat de sous-ergodiciteé.

3.2 Identifiabilité de 6

Cette propriété de sous-ergodicité montre que, sous (I) et pour T assez grand, la PVM
rend 0 identifiable. En effet :

e si 'observation x(7") réalise deux configurations ¢, et ¢, non-colinéaires, alors 6 —
I7(0) est injective;

e sous (I), la sous-ergodicité assure que ¢, et ¢, sont réalisées avec une probabilité
tendant vers 1.

4 Convergence et loi asymptotique de ’estimateur du MPV

4.1 Enoncé du résultat

Pour f : U — R une fonction réelle deux fois dérivable sur un ouvert U de R%, on note
fM(B) le vecteur des dérivées premieres et f(2)(6) la matrice des dérivées secondes de
f(0). Le résultat suivant établit la convergence et normalité asymptotique de la suite des
estimateurs (f7) du maximum de PVM donnés par (8).

Quelques notations : notons

q(c;0) = P(Xi11(s) =0 ] e(at, s) = ¢).



Rappelons que n(T),c) (resp. n(T)) défini par (6) (resp. par (7)) est le nombre cumulé de
sites de S de configuration locale ¢ entre les instants 0 et 7' — 1 (resp. le nombre total de
sites informatifs). On définit alors les deux matrices 2 x 2 :

T—1 T
1 Z j : p(l)(xtas;eo) t[p(l)( t"g;eo)]
A 00 = s— x S 9
7( ) p(lt78;00) 1 p( ty Sy 0)

n(Tc)  qD(ei0,) Ta™M (c;0,)]
n(T) = q(c;00)[1 — a(c;0,)]

et, avec b(xy, s,8';0,) défini par (5),

- 2O (2. 5:0,) TpD (4, 5'- 0,
BT 0 ?ZZ Z $t,880) ][1 (t7 0)[]7 ( 0)] (17)

— /.
SE€I(ze) ' €1(ws) —p(@t,8:00)] [L—p(xt, 55 60)]

Theorem 3 Supposons que la vraie valeur 0, = (v,,\o) appartienne & lintérieur d’un
compact © C]0,1[2. Alors, conditionnellement a la survie du processus dans S :
(1) L’estimateur du maximum de PVM est convergent :

(2) Cet estimateur est asymptotiquement gaussien,

V() [Ar(00) + Br(00)] " Ap(0,) (07 — 05) ~ N2(0, I). (18)

ot Iy est la matrice identité d’ordre 2.

4.2 Preuve de la convergence de ’estimateur

Observant = a l'instant ¢, on définit ni(z,c) comme le nombre de sites s € S occupé a
Pinstant ¢t + 1 et de configuration ¢(x, s) = ¢ a Uinstant ¢, et ny (7, ¢) par :

T-1
c) = Z ny(zy, c). (19)
t=0

Lemma 4 Soient A C S, I4(z) = I(x) N A, et n4(z) = §(I4(x)). Alors :

Var |:ZSGIA(m)Xt+1< ) ’ $t:| < Zg A(.m). (20)

Preuve : Utilisant le théoréme 1, on obtient :

Var [ZSQA(M)XHA(S) | -%'t:| = Z Z Cov[Xy11(5), Xer1(8) | @)

s€lA(my) s'eTANMN2(9) (14)

Conditionnellement & x¢, les X;11(s) sont des variables de Bernoulli : Var(X1(s) | o)
et Cov(X¢41(s), Xe11(s") | x¢) sont donc majorées par 1/4. Le résultat découle du fait que

BONG(S)) = 18, [



Lemma 5 Fizons c € Ci. Sous la condition n(T,c) — oo, et pour Ueffectif ni (T, c) défini
par (19), on a :
ni (Ta C)

ps .
— 1 —q(c; 0, T — 21
T a(ci0) 5i T — o0 (21)

Preuve : On utilise le résultat suivant (Shirayev, p. 523; Arnaudiés et Fraysse, p. 466)
: soit (ap) une suite & termes positifs, b, = >_;_; ax; alors,

[e’e) n
> o < 00 (22)
n=1 "
Pour I(z,c) ={s:s € I(x),c(z,s) = c}, posons :
Cile0o) = Y {Xu(s) —[1—qlc;0,)]} pour 1<t < T
s€l(xi—1,c)
T
Sr(c;6,) = thl Ci(c;0,), et Fr =o(Xy,t <T) (23)

(S7(c;60,)) est une (Fr)-martingale. Le résultat annoncé est alors une conséquence du
Théoréme 2.18 de Hall et Heyde appliquée & X7 = (r(c;0,), Ur = n(T, c). 1l suffit pour
cela de montrer que

i By, ([C7(c;00)] | wr—1)

2 n(T, )2 =5

Ceci est une conséquence de (22) et du lemme 4 puisque :

Eg, ([¢r(c:00)17 | mp-1) < (13/4) - n(zp_1,0).

Convergence de l’estimateur : on utilise le théoréme 3.4.3 (Guyon, 1995). Définissons

1 —q(c;0,) q(c; 90)} logd(cibo)

(08 = 1= a(e00)] {tog =) —1og T g T

K(00,0) = 3 o T Fe(00,0).
ou 7, est défini par (12).

K(0,,60) admet un unique minimum en § = 6, : en effet, K(6,,6,) =0, et K(6,,0) >0
si 0 # 60, car k.(0,,0) >0 et m. > 0 pour ¢ € C; (Théoréeme 2).

Notons Ur(0) = —Ilr(6) 'opposé de la log-pseudo-vraisemblance. On a encore :
T-1
1 1 — p(xy,5;0)
Ur(0) = ———— Xir1(s) - log——————= + log| p(x¢, s; 0 24
+(0) nﬂ§@§ﬂym> e 20+ toglptons0)] b 20

I
n(T,c) [n1(T,c) 1—q(¢;0)
' l

WTo) 9 0) +log[Q(C;6’)J}
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ni(T,c) P
n(T'c)

Puisque P21 —q(e;6,), on obtient :

limy_,  [Ur(0) — Ur(0,)] > K(0,,0) p.s. sur In.
Soit, pour k un entier positif et :

Wr(1/k) = sup{| Up(a) = Urp(B) |: [l = B|| <1/k, o, B € O}.

© CJ0, 1[? étant compact, il existe D < oo telle que :

sup  {[loglq(c; @)] — loglq(c; B)]| ,log[1— q(c; )] — log[1— q(c; B)]|} < Dlla — B
ceCr;a, €0

On en déduit que supy Wr(1/k) < 3D/k. Choisissant ¢, = 3D /k, on obtient P,(Wr(1/k) <
er) = 1. Cette condition assure la convergence p.s. de la suite des estimateurs du PMV.
|

4.3 Preuve de la convergence gaussienne

On utilise le Théoréme 3.4.5 (Guyon, 1995). Remarquons que, dans les conditions (H1),
(H2) et (H3) de ce théoréme, la condition (H2) peut étre remplacée par :

(H2’) : J(ay,) — oo et une suite (.J,,) satisfaisant les conditions (1) et (2)

On va vérifier que (H1), (H2’) et (H3) sont satisfaites. Définissons Jr(0,) = Ar(6,) +
Br(6,) ou Ar(6,) et Br(0,) sont définies par (16) et (17). On procédera en trois étapes :

1. Calcul de Ué,l)(ﬁo) et U}Q)(HO),

2. Calcul des matrices de pseudo-information Iy = Ap(60,) et Jp = Jp(60,) et existence
de I = A(6y) > 0et J = J(0) > 0 telles que Ar(6,) > A(0o) et Jr(0,) > J(0o),

3. Théoréme Central Limite pour \/n(T)JT_I/Q(HO)U;I)(HO).
(1) : Calcul de U (6,) et U (6,)

Soient :

Xiya(s)
1—p(x¢,s;0)
px pM (x4, s;0)

Utilisant (24), on obtient :

upy1(xe, 536) = cet §41(0) = Zsel(%) Uy1(xt, 55 0).

T—-1

U (0,) = ng (25)
t=0

UP(0,) = Ap(,) + Cr(8,), on : (26)

12



Figure 2: Ensemble L = {4 x Z?} U {4 x Z? + (2,2)}

, B n(T,c) n1(T,c) M (e;0,)tqM (c;6,) o

W) = 3 N i) a6 g 0
_ n(T,c) (ni(T,c) 1 B o0 )@ (e

crt) = 3 G (e ey 1 G e @

c#(0,0)

(2) : Calcul de Ar(6,), Jr(6,), et minorations

On a:
Var [£41(00) [ @] = > Y Covlurra(we, 5:00), ups1 (2, 8';00) | ).
sel(xy) s'el(xt)

Utilisant le Théoréme 1, on obtient :

0,) 7) Z Var(,1(600) | x4 (29)
t=0
Soient L = ({4 x Z2} U {4 x Z* + (2,2)}) N S (cf. Figure 2) et I} (x;) = {s € L :
xt(Na(s)) = (¢,0),c € Cf}. L étant un sous-ensemble de codage fort, les variables condi-
tionnelles {(X¢11(s) | ze+1(S1\I& (71)), 1), s € IF(x4)} sont indépendantes. En effet pour
AD S\ () et s¢ A

P[Xi41(s) = 0 wepa(A), m) = 75t - (1= A,) lee1s), (30)
On partitionne alors S avec 8 de ces ensembles, que 'on dénotera Lq,...,Lg. Soient
L = {Li,...,Lg} et L la suite associées a L définie au Théoreme 2. On a le résultat

suivant :

Lemma 6 Soient A(6,), J(0,) les matrices définies par :

_ - g (c;00) "[gV(c; 0,)]
All,) = C?%:O) e X q(c; 00)[1 — q(c; 0,)]

- » D(e;0,) g™ (c;0,)]
J(0,) = Cgo) 1 — q(c;00)2q(c; 002

Pour 0, € © et sous la condition (I) :

13



a) A(0,) est définie positive et limp_, A7 (6,) = A(6,),
b) J(0,) est définie positive,
¢) 1l existe €, > 0 tel que limp_, . J7(0,) > €5 x J(6,)

Preuve :
a) A(0,) est semi-définie positive. En effet pour tout o = (a1, an) € R? :

‘o A0y) =Y mea(e00)[(1 - a(e0,)] 7 (‘o (logq) V(e 90)>2 >0

¢#(0,0)
En effet, Ve € Cf, m. > 0, 0 < q(c;0,) < 1. Si taA(f,)a = 0, alors ta(log q) M (cq;0,) =
ta(logq)(l)(cb;ﬁo) = 0 ol ¢ = (Ca1,Ca2) €t ¢ = (cp1,cp2) sont deux configurations
non-colinéaires de Cj. Puisque (v, ) — (7,0) est bijective, on obtient :

a1 Ce1/Vo+ 02 Ca2/0o = 0
ai -1/, F a2 cpa/d, = 0.

On en déduit a3 = ag = 0. Ainsi A(6,) est définie positive.

b) On montre de fagon analogue que J(6,) > 0 : en effet, le Théoréme 2 donne 77570 >0
pour tout ¢ € C7.

c¢) On utilise I'idée suivante de J. Jensen (Guyon-Kiinsch, 1992) : pour minorer Var(X),
on conditionne X par G, une o-algébre qui est & notre choix et on utilise la décomposition
et minoration suivante :

Var(X) = Eg(Var(X | G)) + Varg(E(X | G)) > Eg(Var(X | G)). (31)

Cette idée est utilisée dans d’autres contextes : modele d'Ising (Guyon-Kiinsch, 1992),
processus ponctuel (Jensen-Kiinsch, 1994), dynamique de processus latticiels (Guyon-
Hardouin, 2001).

On applique (31) pour chaque t =0,...,T —1 avec X = (&,1(6,) | x¢) et G = Gyy1 =
o{Xi11(s),s € SI\I§(z¢)} ou L = L. Utilisant (30), on a, pour s € If(z) et si
v(Xpp1(s) 2 1

Eg, .\ [Var(Xip1(s) | Grr, )] 2 € (32)

ol €5 = Y, (1 — v)(1 — Xo)?[1 — (1 — Ap)4]. En effet Var(X1(s) | Gert, ze) > v,(1 — Ao)?
car v, - (1 — Ao)* < P(X¢41(s) =0 | Geyr,2¢) <1 — Ao (32) est alors une conséquence de
la majoration P[v(X¢11,8) =0 | 2¢)] <7, + (1 —7,)(1 — Xo)? et de

Eg,y [Var(Xer1(s) | G )] 2 76(1 = 20)> - Y Plo(Xey1,8) = v | 2)].

v>1
A partir de (32), on obtient, si s € IF(z;) :

p(l) (xta 55 90) t[p(l) (:Eta 5, 90)]
[1 - p(:ct, 55 00)]2 [p(:ct, 55 00)]2 ‘

Eng[Var(utH(;ct, $;00) | Grv1,21)] > €0

14



Puisque les variables conditionnelles {(X¢+1(s) | Gev1,71),s € 1§ (7¢)} sont indépendantes

Eg,., [Var (€,41(00) | Gry1, )| = Egm[VaT(Zsesl U1 (e, 8300) | Gry1, 1)

- Egt+1 [VGT(ZSGIOL (z¢)

= Egt“(zsel(%(m) Var (ui1(2e, $:00) | Git1, 21))

U1 (T, 5500) | Grar, x4)]

0y Ps0) )
= O Laserd (@) [1 — p(ay, 530,))2 [p(a, 530,)]2

c¢) découle alors de cette minoration (29) et de I'inégalité :

1 T-1 1 T—1

—— > Varl(0) | > —= > Eg., [Var (§1(00) | Gevr )] -
n(T) &=t=0 n(T) “=k=1

(3) : Le TCL pour /n(T) J3"/%(6,) U (6,)

Lemma 7 Lorsque T — oo :

V(D) 52 (00) USD (0,) 22 N0, I)

Preuve : On va montrer que pour tout @ € R? non-nul, on a :

1 -
15 @909 3 a0 ~ N0 ).

On utilise un résultat sur les suites triangulaires (Hall et Heyde, Théoréme 3.2 ; Dacunha-
Castelle et Duflo, Théoréme 2.8.43) appliqué a (St 1 <t < T), (Frp1 <t < T) ou

| L
St = J7 %6 Z €pi1(00), et Fry=o(Xp, 1 <t/ <t)=Fp
(@)
Puisque E[&;,1(0,) | Fr) = [ft+1( 0) | &) =0 pour t < T, {Sry,Fry, 1 <t < T} est

une martingale centrée de carré intégrable. Utilisant (29), on obtient :

Vrr =

1t 712 T-1 i
: ﬁaJT/ ;Varft_H ) | 24 JT/(Qo)aztaa>O.

Reste a vérifier la condition de Lindeberg. Soient ‘b = (b1, bs) ot pour i = 1,2 :
bi= sup |log qgl)(c; 0,) | -

2 - Q(@ 90)
0,€0,c€C1 ’ 1 —q(c;0,)
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et B2 le maximum des modules des termes de la matrice btb. . On a :

T—1
1 ~1/2 9
E E|l—a J 0, 0 -1 _ x
0 (n(T)[ T ( )gt—’—l( O)] ‘ Tl(T) taJT1/2(90)5t+1(90)|>e ‘ t)

2
< oy ZP< T2 (000611 (00) |> e/n(T) | 1)

n
B2 v 1( Xt+1($) | 2¢]
< tadt(0,)a x B*tad 2 (0,)e 2se mt
(@) 2 n(T)
B4 13
< t —1 00 2. iy

Pour a fixé, 'aJ;'(6,)cx est borné en T. En effet, d’apres le lemme (6), limyJr(6,) >
€0J(0o) > 0. Ainsi si p;, (0,),1;(0,) dénotent respectivement les plus petites valeurs
propres de Jr(0,) et J(0,), p5,.(00) > €opr;(0o) > 0 et il s’en suit que :

| ‘ozt (8o)ax |< supa | ‘ot (Go)e |= [, (80)] ™ < [eorts(60)] "

En conséquence, pour tout € > 0, ce majorant tend vers 0 quand T" — o0, et la
condition de Lindeberg est bien satisfaite. ... .. ... i |

Veérifions les conditions (H1), (H2’) et (H3). Soit ar = \/n(T).

(H1) est satisfaite : en effet, les dérivées secondes de p(x¢, s;60) en 6 sont continues, et
fp est un point intérieur & ©, un compact de ]0, 1[2.

Soient : U}Q)(Go) = Al.(0,)+ Cr(0,) ou AL(0,) et Cr(6,) sont donnés par (27) et (28),
ki, i,7 = 1,2 définis par :

M) to(1) (e . l (2) -0,
ki = max( {7 g (i 00)}ig M 1,

sup , sup
cecr0,c0  4(¢00)[1 —q(c;6,)]? | c€C1,0,€0 | [1—q(c:;0,)]

et K? =max; ;(ki;). Alors, pour tout i,j = 1,2 :

| [AT(8,) + C7(8,))i,5 |< [ZC#O’O) n(T,c)/n(T) -2 +1] - K2.

(H2) : ar = v/n(T) — oo puisqu’il n’y a pas extinction du processus sur S. Le lemme
6 ¢tablit I'existence de J(0,) > 0 et le lemme 7 la normalité asymptotique \/azJ, 1/2 (HO)U}U (00) —
N3 (0, I3) quand T — oo.

(H3) : Le lemme 6 entraine que limy_, . Ar(6,) = A(6,). Enfin quand T — oo,
Cr(8,) 25 0 et AL (6,) — Ar(8,) 5 0 puisque 11 (T, ¢)/n(T, ¢) 25 1 — q(c; 0,).

Le théoreme 3 est démontré. ... ... . [

5 Etudes expérimentales

Nous présentons dans ce paragraphe quelques résultats empiriques obtenus a partir de sim-
ulations réalisées a ’aide du logiciel Splus de différents PC sur le lattice S = (1,...,64) x
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Figure 3: A gauche : Evolution de la proportion des sites occupés pour ¢ = 0, 100 pour les
5 PC de paramétres v, € {0.32,0.35,0.38,0.41,0.44}, A, = 0.25. A droite : Configuration

a linstant ¢ = 100 du PC de paramétres v, = 0.35, A, = 0.25 (les sites occupés sont en
noir).
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Figure 4: A gauche, cas supercritique (v, = 0.35, A\, = 0.25) ; a droite, le cas souscritique
(7o = 0.50, A, = 0.25) ; en haut évolution (ligne pleine) du biais 47 — v, et 75, * 100 ; en
bas évolution (ligne pleine) du biais Ay — A, et G4, * 100.

(1,...,64). Pour éliminer les effets de bords on suppose que S est un tore, i.e. que des
sites s, w € S sont voisins §'il existe z € 0 tel que s; — w; = z; modulo(64) pour ¢ = 1,2
(Buttell & al. 1993).

Les simulations sont présentées Figure 3 pour 5 PC de parametres 6, = (7,,Ao)
avec v, = 0.32, 0.35, 0.38, 0.41, 0.44} et A\, = 0.25, ceci pour une séquence temporelle
t =0,...,100. Initialement, tous les sites sont occupés. Le graphique de gauche donne

I’évolution de la proportion des sites occupés pour les 5 processus ; I'image de droite donne
une configuration spatiale a I'instant 7' = 100 du PC de parametres v, = 0.35 et A, = 0.25.

La figure 4 figure I'évolution de (T,07) pour T = 1,...,99 dans deux situations :
a gauche, une situation supercritique (v, = 0.35, A, = 0.25) ; a droite, une situation
souscritique ou p.s. il y a extinction du processus (v, = 0.50, A, = 0.25). Le cas supercri-
tique permet de constater la convergence de I'estimateur alors qu'un biais asymptotique
apparait dans le cas sous-critique.

L’étude empirique de la loi limite de ’estimateur du maximum de PVM a été réalisée
sur la base de 100 simulations pour ¢ = 1,99 dans les deux cas supercritique (a gauche,
v, = 0.35, A\, = 0.25) et souscritique (& droite, v, = 0.50, A\, = 0.25). Pour chacun
des parametres, on a testé la normalité (Hp) des estimateurs a partir du test du Chi2 au
niveau 5% et en définissant 9 classes d’états équiprobables. La statistique x2 utilisée suit
donc un loi du Chi2 a 6 degré de liberté sous ’hypothése de normalité. Les résultats de
ces tests sont résumés dans le tableau suivant :
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Figure 5: Histogrammes des 100 estimations de v, et A, : & gauche, le cas supercritique
(v, = 0.35,\, = 0.25) ; a droite, le cas souscritique (v, = 0.45, A, = 0.25).

H Type de PC H‘ PC supercritique H PC souscritique ‘
(Ho) Ap ~ M [ A~ M [ Ar ~ M [ A ~ M
Valeur du x* || 0.98 854 | 4.58 3.68

On retient I'’hypothése de normalité dans tous les cas puisque le seuil de rejet est
XZ.05(6) = 12.59. Les histogrammes empiriques des estimations présentés figure 5 confirme
cette conclusion.

Une validation complémentaire est de comparer les écarts-types théoriques estimés
0%, 65\,6&& &;\K avec les écarts-types empiriques sz, 55, 54K, Sk pour les estimateurs du
maximum de PVM et ceux de K-codage. Les estimations 75,05 ont été obtenues a partir
de 18 , ou Ay = AT(éT), Br = BT(@T), et &,?K,a'j\K a partir de cette méme équation en
se basant sur les observations sur K et avec Br(6,) = 0. Le modeéle retenu pour cette
étude est le PC supercritique avec v, = 0.35 et A, = 0.25. Les résultats sont présentés
au tableau 1. On remarque qu’il y a peu de différences entre les écarts-types théoriques
estimés (& partir d’une simulation) et les écarts-types empiriques (obtenus a partir des 100
estimations). D’autre part, on constate que les écarts-types des estimateurs maximum de
PVM sont approximativement dans un rapport de 1 & 3 par rapport a ceux de ’estimation
par codage. Ceci est & rapprocher du fait qu’il faut 9 codages disjoints pour recouvrir S.

Le tableau 2 présente les estimations de v, et A\, pour 12 PC de parameétres (7,, Ao)
€ (0.2, 0.4, 0.6) x (0.1, 0.2, 0.3, 0.4) sur le méme réseau S, avec T' = 4 et une configuration
initiale ot 40% de sites choisis au hasard sont occupés.

On termine avec I’étude du test de sous-hypothése : Hy : A = a, ol a, est connu. Ce
test est étudié dans (Guyon, 1995, Théoréeme 3.4.6; Bayomog et al. 1996). Pour le PC
de parametres v, = 0.3, A\, = 0.3, on obtient ¥ = 0.307 pour 'estimateur contraint.
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v = 0.35 Ao = 0.25

’3/ (A)'@ S% )\ 5‘5\ 85\
MPV | 0.3572 | 0.0076 | 0.0079 | 0.2434 | 0.0059 | 0.0064
MPVdu | 4% | aoc | s | AT | 6N | s
K-codage | 0.3456 | 0.0219 | 0.0218 | 0.2361 | 0.0183 | 0.0181

Table 1: Estimations du MPVM et de K-codage des parameétres du PC de parameétres
Yo = 0.35,X, = 0.25 : 4 (resp. A), estimation de v, (resp. A,) ; 63 (resp. 5), 'écart-type
estimé a partir d'une simulation en appliquant le Théoréme 3 ; s5 (resp. s5) I'écart-type
empirique obtenu a partir des 100 simulations. Les estimations du K-codage sont obtenues
de facon analogue en utilisant le codage K de la figure 1.

A=0.1 A=0.2
Y ’A)/T &’AYT )\T &;\T n(T) ’S/T (AT,AYT /\T &S\T n(T)
0.2 | 0.210 0.006 0.104 0.003 14598 | 0.189 0.006 0.193 0.004 15286
0.4 10391 0.008 0.106 0.004 12402 | 0.399 0.008 0.188 0.005 13565
0.6 | 0.597 0.009 0.100 0.005 9224 | 0.607 0.009 0.206 0.008 10452
A=0.3 A=04
~ Jr o Gy, Ar 6y, n(M) | Ar 6s. A G5, n(T)
0.2 10.202 0.006 0.294 0.006 15761 | 0.198 0.008 0.400 0.008 15843
0.4 |0.394 0.008 0.305 0.007 14729 | 0.393 0.009 0.400 0.009 15106
0.6 | 0.596 0.009 0.292 0.010 11468 | 0.604 0.009 0.386 0.012 12402

Table 2: Estimation des parameétres et de leurs écarts-types a partir de simulations de PC
sur un lattice 64x64 et avec T' =4 : par exemple, pour le PC de parameétres v, = 0.2,
Yo = 0.4, 44 = 0.198, Ay = 0.400, 65, = 0.008, o5, = 0.008.

~ A~

La statistique de test A = 2 - ap[Ur(0) — Up(0)] vaut 0.001. La seule valeur propre non-
nulle de J%/2(9T)[I51(QT) — Rol;' (A7) tRO]J%/Q(@T) valant w = 0.782, 'hypothése nulle
(Hp) : Ao = 0.3 est acceptée au niveau 5 /o puisque A £ w- X2.05(1) et x3 g5(1) = 3.81.
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