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Résumé
Soit Y une diffusion unidimensionnelle ergodique, dont la fonction de dérive f (6,Y)
dépend d’un parametre inconnu fy. Notre but est d’estimer #y & partir d’une ob-
servation du processus (Yis),_o,, avec § proche de 0 mais fixé, lorsque n tend vers
I'infini. Pans ce but, nous adaptons la méthode d’estimation des Moments Généralisés
(Hansen) adaptés au schéma d’approximation discret et anticipatif du trapeze, puis au
schéma de Simpson. Sous certaines conditions générales sur la diffusion, le schéma du
trapeze (resp. de Simpson) fournit un estimateur asymptotiquement normal et efficace
a un biais (explicite) en 62 (resp. %) pres. Ces résultats généralisent ceux obtenus par
Bergstrom [1], pour une diffusion gaussienne et le schéma du trapeze.
Abstract
Let Y be a one-dimensional ergodic diffusion process, the drift of which f(6,Y) de-
pends on an unkown parameter 5. Our aim is to estime 6y from the observation of
the process (Yis),—g,,» for fixed § near 0, as n goes to infinity. For that purpose, we
adapt the Generalized Method of Moments to the anticipative and approximative dis-
crete trapezoidal scheme, and then to Simpson’s. Under some general assumptions on
the diffusion process, the trapezoidal scheme (respectively Simpson’s scheme) provides
us with an asymptotically normal and efficient estimator with a bias in 62 (resp. ).
These results generalize Bergstrom’s [1], which are obtained for a Gaussian diffusion
process and the trapezoidal scheme.
Mots clefs
Schéma du trapeze, de Simpson;schéma anticipatif; diffusion ergodique; estimation par
variables instrumentales; Méthode des Moments Généralisés; biais d’estimation; effi-
cacité asymptotique.
Classification A M S
62 M 05 - 62 F 12.

1 Introduction

Nous abordons dans ce travail le probleme de ’estimation du parametre de la fonction
de dérive (drift) d’une diffusion ergodique observée & pas 4, constant et petit.
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Ce probleme a fait I'objet de nombreux travaux, que ’on peut classer en fonction
du cadre d’analyse choisi pour ’obtention des propriétés asymptotiques.

Sil’on note [0, T'] I'intervalle d’étude, on peut supposer que 1’on dispose d’une obser-
vation continue de la trajectoire du processus. Dans ce cas, I’estimateur du maximum
de vraisemblance est consistant, asymptotiquement normal et efficace avec la vitesse
VT, lorsque T tend vers I'infini [14].

Cependant, le recours a une observation discrete du processsus parait plus réaliste.

La encore, on se doit de distinguer le cas d’un pas d’observation constant § > 0 de celui
ou les temps d’observation sont asymptotiquement denses dans R+*.
Dans un cadre asymptotique du type T' = nh, — oo, h, — 0, nh? — 0, des auteurs
tels que N. Yoshida [20]et V. Genon-Catalot [6] proposent des procédures d’estimation
optimales issues de la discrétisation de la vraisemblance continue. On peut également
citer M. Kessler, qui donne une approximation gaussienne de la vraisemblance [11],
et A.R. Pedersen, qui propose une méthode d’évaluation numérique des densités de
transition tout en controlant les propriétés théoriques de ’estimation [16] [17].

Dans le cas ou le pas d’observation ¢ est constant, D. Dacunha-Castelle et D.
Florens-Zmirou [4] ont prouvé que I’estimateur du maximum de vraisemblance est con-
sistant et asymptotiquement efficace & la vitesse v/nd, quand n — oo. Mais on ne
dispose pas, en général, de la forme analytique des densités de transition du processus :
un autre point de vue est de considérer des estimateurs issus de fonctions d’estimation
martingales ou non (voir B.M. Bibby et M. Sorensen [2], M. Kessler [12], [13]; [19]).
Une troisieme approche consiste a construire des contrastes a partir d’un schéma ap-
prochant le schéma discret exact [5].

Soit (Y}),50 la solution de I’équation différentielle stochastique

dY, = f (60, Y}) dt + o (Y;) dW,, Yo = z (1)

ou f et o sont des fonctions connues et y est le parameétre a estimer. La relation entre
deux observations a pas d est donc, sous sa forme intégrée:

kS ké
Vis =Yoons + [ (00, dt + o (Y2) dW,
(k=1)5 (k=1)8

Dans [5], D. Florens-Zmirou utilise I’approximation ¢ f (00, Y(k__l)5) de Vintégrale
J&_1)s f (80, Yy) dt et obtient ainsi le schéma d’Euler:

Yis = Ypo1)s +6f (90, Y(k—l)a) + ks + Wis

Sous certaines hypotheses, (Wkg) 50 est une suite de variables centrées, de carré inté-

grable, et 1,5 est une variable en O (&%) qui correspond a ’erreur commise en approchant
I'intégrale. Par minimisation du contraste des moindres carrés pour le schéma d’Euler
approché, on obtient une estimation de 6 avec un biais de 'ordre de 4.

Cependant, des résultats d’analyse classique nous montrent qu’il existe des méthodes
plus fines permettant d’approcher des intégrales, méthodes ou l’erreur commise est
inférieure & un O (62).0On peut citer en particulier, la méthode du trapeze (méthode a
deux points), de Simpson (méthode a trois points) ou encore celle de Bode (méthode a
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cinq points), qui donnent respectivement, sous de bonnes conditions de régularité pour

f (voir [15], p.132-133):

a+d 5
/a fa)de = Z(f(a)+ fla+8)+0 (&)
[T e = S (sta 4 a5+ )+ fla+26) + 0 (¢
/aa,+4a floe = % (14f(a) + 64f(a + 8) + 24f(a + 26) + 64f(a + 36) + 14f(a + 46)) + O (¢7)

D’ou I'idée de transposer ces approximations & notre contexte, a savoir construire
de nouveaux schémas d’approximation en les couplant a une méthode d’estimation
adaptée afin d’obtenir un biais d’un ordre supérieur a ¢ et ceci, sans perte d’efficacité.

La paternité de cette idée revient aux économetres (cf. Bergstrom [1], Sargan [18]):
utilisant le schéma du trapeze couplé avec une estimation par variable instrumentale
(V.1.), ils obtiennent un controle du biais en 6 pour une diffusion gaussienne mul-
tidimensionnelle ergodique de dérive f(6,Y;) = Y; . Nous allons montrer que sous
des conditions tres générales sur la diffusion, le schéma anticipatif du trapeze (resp.
de Simpson) couplé a la méthode d’estimation des moments généralisés (E.M.G.) (L.
Hansen [8],[9]; [7]) permet, comme dans le cas gaussien, d’affiner le contréle du biais
qui est alors en §? (resp. &%), cela sans perte d’efficacité.

Dans le paragraphe 2, nous présenterons les schémas (exacts) obtenus en utilisant
Papproximation du trapeze et de Simpson pour l'intégrale ,§§+”5 f(6,Y,)dv.

La section 3 sera consacrée a 1’étude des propriétés asymptotiques de ’estimateur
issu de l'utilisation de ces schémas d’approximation couplés a la méthode d’estimation
par variable instrumentale, dans le cas particulier ou la dérive f(y)0 est linéaire en
8. Nous généraliserons ces résultats dans le paragraphe 4, pour une dérive quelconque
f(0,y), en introduisant la méthode des moments généralisés.

La section 5 sera consacrée a 1’étude expérimentale des résultats précédents pour
trois modeles de diffusion particuliers.

2 Présentation des schémas d’approximation

Notons A le générateur associé & (1) défini pour h € C? par Ah = fZh + 10?25k,
Meltec désigne espace des martingales locales continues et (F;),s, la filtration naturelle
associée a l’e.d.s. (1) ([10]). On notera ¢' la dérivée de g en = et [ = m,r se lit

le{m, - ,r}.

Propriété 1 : Schéma du trapeze
Supposons que:

1. f €Cleto €(C?

2.V =0,1, ( I% [(A‘ f)'a} (Yv)de> c pelee

>0



Alors, ¥t > 0,

)

S(F (YD) + [ (Yies) + e+ W (2)

Yt+6=Yt+2

avec!

N = -;—/:H(t—f—é—v)(t——v)A2f(Y;)dv

. t+§ 1 , P} ,
W, /t o (Y,) [1+§(t+5—v)(t—v)(Af) (Y,) + <§+t—v) f (y,,)} dw,

Sideplus,pourle,l,E(fot[(Af) ]( )d)<+ooetE( 2(Y,) dv) < oo,
p-

alors (ﬁ@)t o est une suite de variables de carré intégrable, telles que E (Wt | .7:t)

Cl:

0

Démonstration:
La démonstration repose sur le résultat suivant d’interversion de ’ordre d’intégration
entre intégrale de Riemann et intégrale stochastique : soit ( fi J"dW”)t>o un élément de

Metoc et f une fonction continue sur R; alors, on obtient, par application de la formule
de Ito pour les martingales locales [10}:

/:H ( UM f(U)du> J,dW, = /t o ( /t ‘ J,,dw,,) F(w)du

Posons:

t+6

Reo= [T P00 o= S0 00+ f (V)
= [T e - s =3 [T i) - £ ()l

Par application de la formule de Ito, on obtient,

= 3 [T ([ aronadasg [T[[ (F) oam]a
5/;MMMA du]dv——/t+8[/t+6 fo dW]d

Le résultat d’interversion des intégrales nous donne,

Rt:/tHé(t-i—g——u)Af( du—%—/ta(t—i-g—u)(fa)( w) AWy,

Or,

t+6 5
/ (t+———u)du:0
¢ 2



Donc,

) §
/t <t+§——u>Af(Yu)du =

(t + g - U) [Af (Yo) — Af (Y2)] du

N — DN

/t+6
tt+6 S
/t (t tg - u) [Af (Yigs) — Af (Y,)] du

De maniere similaire, on obtient,

t+48 46
/ (t+é—u>Af Y,) / (t+ 8 — ) (t —v) A f (Y,) do
t 2 t

v [Tars—o)t—v) (A0 o) (v,

t
Ce qui permet d’écrire,

5 45
Vis =Y+ S (F (V) + 1 (V) + Bt [ o (Vo) dW,

ce qui n’est autre que le schéma du trapeze (2). O

On constate que la variable d’erreur n; est en O (6°), ce qui est conforme au résultat
de 'approximation d’une intégrale ordinaire par la méthode du trapeze.

De méme, la transposition de la méthode de Simpson a notre probléme, donne un
résultat conforme a celui attendu, a savoir, 7, la variable d’erreur, est un O (&°).

Propriété 2 : Schéma de Simpson
Supposons que :

1. feCleto €C*

2.vl=0,3, (fot [(Alf)la] (Yu)de) e Moloe

>0
Alors, ¥Vt > 0,
5 .
Vivas = Yook 5(F (Y) 447 (Yit 8) + 1 (Yi+28)) + .+ W, (3)
avec.
1t 5 48\ 4.
m = Z/t (v —1) (U—t— 3)Af()u)dv

4! Jivs
W, = W!4+W?

+ i/t+25(t+25—v) (t-i—%é—v) A'f(Y,) dv

. t+5 3 (v—t) (k+1)é ' :

Wl = /, {Hkg———“—l)—(H——g———v) (4*1) (Yu)f}dWU

- e 3 t+25—v) (k+1)6 L

W2 = /M o (Y,) [1+§) (+25— 3 ——v) (A’“f) (L,)f]dWU
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’ 2
St de plus, pour ! = 0,3, E (fot [(A’f) a] (Yv)dv) < 400 et E (f(f a*(Y,) dv) < 00,

alors (W?)»o et (Wf)»o sont des suites de variables de carré intégrable, qui vérifient

E (W F) P20 et B (W2 | Fuus) 220

La démonstration de cette propriété est donnée en annexe A.

3 Le cas d’une dérive linéaire en 4 :
Schéma du trapeze et Estimation par V.I.

Pour I’estimation basée sur le schéma d’Euler issu de (15) (cf.[5]), le contraste employé
est celui des moindres carrés. Si nous utilisons le schéma d’approximation du trapéze
dérivé de (2) (propriété 1), le choix des moindres carrés conduirait a un biais dans la
procédure d’estimation : en effet, dans ce cas, le résidu ¢; = n; + W; est corrélé avec
la variable explicative % (fo (Y2) + fo (Yits)), puisque celle-ci anticipe sur la valeur du
processus en t + 4. Il faut donc procéder autrement.

Dans le cas ou le modele est linéaire en 8, une méthode alternative classique utilisée
en économétrie est ’estimation par variable instrumentale (notée par la suite V.I., cf.
[7]) : pour un bon choix de l'instrument, instrument que ’on substitue & la variable
explicative corrélée au résidu, elle fournit une estimation convergente du parametre ,
la ou les moindres carrés conduisent a une estimation avec un biais systématique.

Bergstrom et Sargan ([1], [18]) ont eu I'idée d’utiliser le schéma du trapeze associé a
une méthode d’estimation par V.I., pour estimer le parametre d’une diffusion gaussienne
multidimensionnelle, dY; = Y;.0y dt + dW;. Dans ce cas, la dérive y.6 est doublement
linéaire, en @ et en y. Dans ce paragraphe, nous examinerons le cas ou la dérive s’écrit
f(y) .0, sans hypothéses de linéarité en y. Il est intéressant de mettre I’accent sur cet
exemple a plusieurs titres:

- Il permet, d’une part, de comprendre le choix du contraste qui sera retenu dans le
cas général d'une dérive fy(y), sans condition de linéarité ni en § ni en y. Comme
nous le verrons au paragraphe 4, ce choix (estimation des moments généralisés,
E.M.G.) coincidera avec 'estimation par V.I. dans le cas linéaire en .

- D’autre part, dans le cas linéaire, les hypotheses (notées H 1) assurant de bonnes
propriétés asymptotiques sont simplifiées par rapport au cas général.

- Enfin, la linéarité permet d’obtenir une expression explicite et linéaire dans les
observations, de l’estimateur par V.I., ce qui rend la méthode numériquement
simple.

3.1 La méthode d’estimation par variables instrumentales

Considérons l'e.d.s. définie par :

dY; = (f (¥;) .00) dt + o (V) dW, = (z fi(mez;) dt + o (Y,)dW,, Yo =z

=1
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Notons pour 1 = 1,pet k =1,n:

(fi (Ves) + fi (Yik-n)s))
o (Y(k-l)s)

g >Xk=(Xli”"lef)vX=t(X1""’Xn)

Yis — Yiu_1)s
o (Y(k—l)é)

Dans le schéma d’approximation du trapéze dérivé du schéma exact (2) , la variable
explicative X} et le bruit blanc Wy sont corrélés, ce qui conduit & un biais dans la
méthode d’estimation des moindres carrés (E.M.C.) : 'E.M.C. 8, = (*XX) ™" (*XY)
doit étre adaptée.

La méthode d’estimation par V.I. consiste a remplacer la variable explicative X
par un nstrument X, décorrélé de I/T/k, mais bien lié a X;. Dans le cas présent, il

g - . Y,
est naturel de choisir Xy = (X}, --- . X?) avec X! = M Comme on le verra
ko » Tk k U(Y(k 1)5 ’

ce choix est bon, car il permet de préserver, & un facteur (I, + €(8)) pres, I'efficacité
asymptotique de I’estimation. L’estimateur 6. par V.I. est (cf.[1], [7]) :

Yk: > th(}/h,yn)

= () ()
51 on note 17, I'indice des lignes et j, celui des colonnes

J

. n i Y _
XX = (é > [-{—L——)— (fs (Yoeenys) + f5 (Yas))
2.5 |02 (Mk 1) )

————fi (Y(k_l)é) (Yka - Y(k—l)é):l)

o? (Y(k—l)a)

k=1

Xy = (Z

3.2 Résultats asymptotiques

Nous donnerons ici une preuve succinte de ces résultats, qui seront démontrés dans le
cas général dans le paragraphe 4.

On notera fy = f.0 et s(z,0y) = exp ( 2 [ {7620—% ), la fonction d’echelle associée a

I’équation (1).
Hypotheses H 1 : Schéma du trapeze, dérive linéaire en 6

H 1.1 fy, est de classe C* sur R et o est de classe C? sur R. De plus, il existe K > 0
et o € [1,1] telles que,

V(z,y) € R?, |for(z) = foo(y)] S K |z —yl], lo(z) —o(y)| < K|z —y|°

Sous cette hypothese, (1) admet une unique solution (Y} ),t>0 adaptée.



H 1.2
00 0 =] -1
/0 s(z,0p)dz = / s(z,0p)dz = oo et ] [3 (z,00) 02(33)] dz = C () < ©
(Y})tzo est alors récurrente positive sur R pour 6 = 6, de loi invariante :
-1
ey (dy) = [C (60) 5 (y,00) *(v)]  dy

H 1.3 Il existe deuz constantes C > 0 et M > 0 telles que :

Viz| > M, (fzo(:(c)) %al(x)) sign(z) < =C

H 1.4 La loi invariante pg, admet des moments de tous ordres et vérifie :

(z) < o0

De plus, pour 7y (z,dy) = P (Y; € dy | Yo =) et Qf, = pg, @, , il existe & > 0
tel que:

w [ it (o) <

te[o 60]

H 1.5 Pourtouti = 1,p, les fonctions f;, f!, (Ag, f:) et A} fi sont a croissance polynomi-
ale en x.

H 1.6 Pour tout i, 7, les fonctions suivantes sont continues au voisinage de 0:

o) = B [P0 i) = | 268 (4 1, )

0% (Yo) 0% (Yo)
e (7 5) 0)
(fif) (Yo) YA

P, ; étant de plus continuement différentiable au voisinage de 0.

On note Py, = (P' (0)) Ng, = (Ni(0)), et Hg, = (M;;(0 )),

1,J

a2 (}
Bl

e N

)

)

Qij(v) = y Pij(v) = Eg, [(fifj)(YO)

S

)

H 1.7 Hy, est inversible.

Cette derniére condition permet d’assurer 'existence de 65, le vecteur solution du sys-
teme linéaire,

[xy])' - S [%x] 0 =0 (4)
t?/‘s_ _ Y_&:_Y_g e t 6: N N ;
]’ = (B 560 (e[ ) et (%] = (B 10)+ M, 000

Nous utiliserons a plusieures reprises le résultat d’ergodicité et de normalité asympto-
tique suivant (cf. lemme 3.2 de [2], et [5]) :



Lemme 1 Sous (H 1.1),(H 1.2) et (H 1.3), si g : R* = R vérifie Q) (¢*) < oo,

alors
1 & L?(Py, ) §
- > g (Yis, Yie-ns) — Q, (9)
k=1
Si de plus, 7§ (g) =0, on a :
1 n
= g
\/ﬁ k=1

Théoréme 1 Sous (H 1), pour Hy,, Py, et Ny, définies en (H 1.6), on a, lorsque § est
proche de 0 et n = +o0 :

(Yis, Yierys) "28) N (0,05, (7))

o e e s (0 -05) ", 0,v 00)

avec:

1
05—00 = —EH%1N9062+0(52)

)
V(b)) = Hy' (1,, + §P€0H;0‘ + de (5))

Comme nous l’avons souligné, Hy, étant 'information de Fisher, Iefficacité asympto-
tique est préservée a un biais en § pres.
Démonstration:

1. La convergence de 0! vers 65 repose sur P’application du lemme 1. En effet,
~ _ L?(P ~ s . L*(P, ~_ 16
1350 (o) SIIXX]" et XY (o) Xyl

Or, 6! — 05 = (tf(X)—l (‘XY —! X’X&;). Donc, pour 5, solution de (4), 62
converge en probabilité vers 6.
2. L’écart entre 05 et 6y se calcule en utilisant la décomposition du trapeze (2) :
6t~ff§_15t” J (St‘/ ‘5_1
(i[AA] > [E[XX] .00+B] =y + (E[AX] B
B = (Eqg |fi(Yo) 5 Sy &
avec B = | By fi(O)m =T % +o0(8°)

05

Le détail de ce calcul sera donnée lors de la démonstration du théoreme 3. De plus,

Y .
% [tXX] = 0 Hy, +0(6), on a donc le résultat annoncé pour le biais asymptotique.

3. On utilise de nouveau le lemme 1 pour prouver la normalité asymptotique de
Pestimateur. Celle-ci résulte directement des résultats suivants :

Vb (01— 05) = ("XX)™ Vb (‘XY —* XX65)

9



avec

~ ~ D(P,
Vnd (XY —* X X0s) (%) N, (0,6T (65)), T (65) = He, + pgog +o0(8?)
Po, 6

XX 5
2

(Xx])" = §Ha +0(9)
le calcul de I' (05) étant donné dans ’annexe C. O.

4 Le cas d’une dérive générale :
Schéma du trapéze et Estimation des Moments généralisés

Notons :

A z
Vs =" <V§,... ,Vf) , Vé(J,J ) = 5_97]%( )(y : 20(-{?3([;))+f6(y))) (5)

Et

1
n

Zn: Vs (Yis, Y Al)éve)

On va utiliser la méthode d’estimation des moments généralisés (E.M.G.), introduite
par L. Hansen ([9] [8]; voir aussi [7]), qui généralise au cas non linéaire la méthode des
V.1.. L’estimateur des moments généralisés, §m associé a Vs et a la matrice identité de
dimension p est défini par :

~

b =minUn(6),  Un(6) = Va(8) LV (6) = |IVa (O)I1}

On vérifie aisément que 6! et 8., coincident dans le cas d’un modéle linéaire, puisque
alors U, (91) = 0. Sans hypothese de linéarité en 6, nous allons montrer que 0, est un

estimateur convergent vers 05, asymptotiquement normal et efficace, od 85 est I'unique
solution, lorsqu’elle existe, de I'équation Eg, [Vs (Y3, Yo, 8s)] = 0.

4.1 Propriétés asymptotiques

Pour étudier les propriétés asymptotiques de 8.,, nous nous baserons sur un jeu d’hypothéses
tres général, noté (H 2), qui étend (H 1).

Soit O, un sous ensemble de R?, §, € é Notons, pour tout : = 1,p

i L
Vi (0) = Eay [Vi (Yo Yinys 0)] s Vi (6) = 25 (Yis, Yieos 0) (6)
Hypotheéses H 2 : Schéma du trapeze et EM.C.
H21-2-3-4-7(H1.1)-(H 1.4) sont maintenues, ainst que (H 1.7).
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H 2.5 1. Pourtoutz, § — fo(x) est de classe C* sur © et cette fonction, ainsi que ses
dérivées partielle successives jusqu’a lordre 4, sont a croissance polynémiale
en x, uniformément sur ©,

2. fay» (Ag, fo,) €t Agofgo sont a croissance polynémiale en .

H 2.6 (H 1.6) est maintenue en remplagant f; par %;fgo.
On note encore : Hg, = (Mi,j(O))g, Ng, = (N;(0)); et Py, = (P-’ A(O))].

©J 1

H 2.8 O est un compact de RP.

H 2.9 Il existe un unique 65 €0 tel que pour tout 1 =1,p, V{ (65) = 0.

Dans le cas linéaire, (H 1.7) implique (H 2.9). Une différence importante entre les deux
groupes d’hypotheses est que dans (H 2), on introduit des contraintes d’uniformité en
0 (H 2.5). Ces conditions sont automatiquement vérifiées pour les modeles linéaires.
L’ensemble des résultats qui suivent sont établis pour § < &, (H 2.4).

Nous commencerons par montrer que le cadre choisi s’inscrit dans celui de ’estimation
par minimum de contraste défini dans [3] (définition 3.2.7.).

Lemme 2 Sous (H 2), U(6) = S%, (V{ (8))? est la fonction de contraste associée au
processus de contraste U, (9).

Démonstration:

e Par définition 6 — U () est une fonction positive, qui admet un unique minimum
en 05, d’apres (H 2.9).

o (H 2.4) et (H 2.5) impliquent que Vi(y,z,0) € L? (ng). Donc, sous
(H 2.2)-(H 2.3), on obtient, par application du lemme 1, et pour tout i = 1, p,

L2(__}_>f)0)

Vo€ 0, V() Vi (6)

D’ou,
Ll(Pgo)
Voeo, U, () — U (9)

U, (0) et U (0) vérifient bien les conditions de la définition 3.2.7. de [3].
u

4.1.1 Etude de la convergence de 0,

P 5 P
Théoreme 2 Sous (H 2), 0, — 65

11



Démonstration:
La démonstration repose sur le théoreme 3.2.8. de [3] dans lequel ’hypothese 2 est
remplacée par :

Ve > 0, hm lim Py, ( sup |Un (0) — U, (B)] > 6) =0 (7)

om=reo 6-Blloo <n

Modification qui ne change rien a la preuve de ce théoreme.

e Sous (H 2.4) et (H 2.5), 8 — V{ () et & — V! () sont de classe C?; il en est donc
de méme pour U, (0) et U (6).

e Il nous reste a vérifier I'hypothese (7) sur le module de continuité de U,. Pour

tout (0, 5) tels que ||§ — B||_ < n, on a:
(Vi®) - Oﬁw»2s222(2ﬂmﬁ04n
=1

=1

ACRLACIEDY

avec:
Dii = 13 sup 9y (Yes, Yir-1s, 6)
" n {= ¢co | 007 5 k=D
C, = nkzlgtelp\vg (Yes, Yo 15,9)[

Or, sous (H 2.4) et (H 2.5), on a:

9,
(y,.’[) —» sup 69 vé (yax 0)| € L2 (Qﬁo)

6€©

(y,2) = sup [V} (y,,0)| € L* (Q4,)
€@

Par application du lemme 1, on obtient,

- L2(Pyy) d
D= DY = By |sup |- Vi (¥, Yo, 0)
L2 (Pso)
o C' = Eg, sup|V5 (Y5, Yo, 0)]

Ct et D, étant indépendantes de 6. Donc,

> (z D::f') c:;] 2 () 5

=1 =1

(£)<]

12



Or, Ve > 0 et V> 0,

Peo( sup xUn<e>—Un<a>|>e) < Py (2%[(%0::1) ci

77>e)

[16=8] o <7 =1 j=1
27 i v 4 i
< —Ey ZDn’an—ZD'JC
€ ij i
mP (P .
+25 (YD) ¢
€ i=1 \j=1

La condition (7) est bien vérifiée.

4.1.2 Evaluation de P’écart 85 — 6,

Théoreme 3 Sous (H 2), on a pour Hy, et Ny, définies en (H 2.6) :
1
0s = 0y + 39052 +o0 ((52> avec Bgo = -EHG_OIN(?O

Démonstration:
On va utiliser le lemme suivant qui est démontré en annexe B :

Lemme 3 Sous (H 2), 0 — V{ () est de classe C° sur ©, et si 0 < § < &, on a:

. 8 i (9 1
Y=L W) = B Vi %)
)

= —0Mi;(0) = 5 (M:; () = Mi; (0)) + R (0, )

avee: |R(60,68)] < Ké(||6 — bol| + &%), K étant une constante positive, indépendante de

g et d.

D’aprés ce résultat, pour tout ¢, § — V5 (0) est de classe C°® sur ©. Compte tenu de
(H 2.9) et par application du théoréme des accroissements finis, pour tout ¢ = 1, p, on

sait qu’il existe t; € ]0,1] tel que 65 = ¢,00 + (1 — t;)0;s vérifie:
. . g o
Vi () = 0= V2 (80) + 3 55 Vi (03) (6 — )

Donc, pour ¢ petit

8 3 *
50 V¢ (05) = —0M:;(0) +0(9)

13



En outre, la décomposition du trapeze (2), le fait que Wy est décorrélé de Yj et
(H 2.6), nous permettent d’écrire :

o (st 09) ()|

53
= -5 v (1 =) N;(dv)dv

&° 3
= —EJV( )+0((§)

V5 (6o)

(8) s’écrit donc pour § suffisamment petit

52
0=~ Noy — (Hoy +¢(8)) . (65 — 00)

Avec (H 2.7), on obtient donc le résultat annoncé. O.

4.1.3 Normalité asymptotique de 8,
Théoreme 4 Sous (H 2), pour Hy, et Py, définies en (H 2.6), on a, lorsque n — oo :

vnd. (8, — 65) ") N0,V (00)), 0V (80) = Hp! (f,, + Py, H@f% + 0(5))

Hyg, étant l'information de Fisher asymptotique, 8, est un estimateur presque asymp-
totiquement efficace de 6.

Démonstration:

Notons :

k

J

w0.10= (o (v o) o o () ()

t=]1

1 ~
Fa= [ (D20, (05 + 5 (0~ 05)) = DU, (69)) d
| (DU (05 + s (8 - 65)) (65) ds
Par application de la formule de Taylor avec reste intégral, on a :
Vb DU, (8,) = 0 = VnbDU, (65) + (DU, (65) + Rw) /& (8, — 05)
La normalité asymptotique de 8., résultera des trois propriétés suivantes :
D(P,
VnéDU, (65) (%) Ny (0,15 (05)), K (05) = 46*H} + 28° Hy, Po, Hoy + 0 (8°) (9

14



DU, (65) ~% 26°H, + o (&) (10)

Pe,

R, ~%0 (11)

1. Montrons la convergence faible (9). Il suffit de vérifier :

Vasv, 0 "8 N, (0,67 (85)) et DV, (05) V) _sH, 1 o(8)

avec : I'(05) = 6Hg, + P, & + 0(82).

o V,(05) = %EZ:I Vs (Yks, Yik-1)s, 05), ou Vs est définie en (5), vérifie, sous (H
2.4) et (H 2.5), pour tout T € R?

p . .
‘TVs(y,2,05) = > T'Vi(y,2,05) € L* (Q5)

i=1

Par application, du lemme 1, on obtient :

TmdV, (65) ") N (0.6TT (65) T) , T (66) = (Eso [Vi (Y5, Yo, 05) Vi (Y“%’Q‘S)Dj

Donc,

Vadv, (65) %) v (0, 6T (05))

Il suffit alors d’utiliser le résultat suivant, démontré en annexe C :

Lemme 4 Sous (H2), on a, pour tout § dans un voisinage de 0,

T (65) = §Hy, + %P%ﬁ +0(8?)

e La convergence en probabilité de DV, (65) = (% Sh=1 6—3712; (Yks, Yik-1)s, 95))1,
3
est obtenue en appliquant le lemme 1. En effet, sous (H 2.4) et (H 2.5),

(y,z,05) — 5—371)5 (y,z,05) € L? (ng). En utilisant de plus le lemme 3, on a

DV (65) %) (5%‘% (aa))t = —8Hg, +0(3)

J

2. Montrons (10). On déduit, de ce qui précede, que :

(8 .8 * LY (Py,
Vo (65) Vi (85) = (Z (551/;@%:) (05)) () §?HZ + 0 (8?)

1=1 J
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D’autre part, (H 2.4) et (H 2.5) impliquent pour tout (j, k)
2
N
W-.85) = Fgrg0

Appliquant le lemme 1, on obtient :

82 i L? (P90)
oo~ (%)

Vi (y,2,05) € L* (Q},)

82

E90 [89k80 V6 (Yk, }/07 05):| <00

: L?(Pgy) . .
En outre, V;! (65) — " V¢ (65) =0. Dot :

é(aakaaz i )) Vi) "% g

(10) est obtenu grace a ces deux convergences L*.

3. Il reste a établir (11). On sait que, sous (H 2), U, (6) est de classe C*° sur ©. Par
application de la formule de Rolles, on a pour tout ¢ et tout 7

1 82 N 82 1
./0 [aoiea‘U” (65 + < (8 = 05) ) = 557 Un (66) } ds| < ZD k|8 — 05|
Avec :
ik 83
Lk —
D' =58 |aoragran " ) ‘

Sous (H 4) et (H 5), Di?F est une variable positive, indépendante de 6 qui converge
en probabilté vers une constante finie (cela résulte de I’application du lemme 1).
Par conséquent, la convergence en probabilité de 6, vers 05 entraine celle de R,
vers 0.

Ces trois résultats impliquent la normalité asymptotique de 6,. O.

4.2 Adaptation de la méthode au schéma de Simpson

La méthode d’estimation des moments généralisés peut étre adaptée au schéma d’approximation
de Simpson associé a la décomposition (3). On définit, pour tout ¢ = 1,p

~ . 2

(]

17 (szs» Yaks—1, Ya(k-1)s 9)

-~

S
P~
fwa
p—_
I
Eend
i Mwl:

o 0 z—z — 5 (fo(z) +4f5(y) + fo(2))
V& (zayax>6) - aeif& (IL‘) ( 0_2(:1:)
On note alors, U, () = Y%, (\7; (0))2, et 0, = argmingeo Uy (8), Iestimateur des

moments généralisés. Moyennant quelques adaptations dans les hypotheses, on peut
montrer que cet estimateur est convergent, & un biais en O (6*) pres, asymptotiquement
normal et efficace.
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Hypothéses H 3 : Schéma de Simpson et E.M.C.

H 3.1 (H 2.1) est maintenue avec fq, €t o, respectivement de classe C® et CS.

H 3.2 -.3-.4-7-8 (H22)-(H 2./) sont maintenues, ainsi que
(H 2.7),(H 2.8).

H 3.5 1. Pourtout z,  — f4(z) est de classe C* sur © et cette fonction, ainsi que ses
dérivées partielles successives jusqu’a Uordre 4, sont & croissance polynémiale
en x, uniformément sur ©

!
2. Pour tout k =0, 3, (A{gofgo) , et Aj_ fa, sont & croissance polynémiale en .

H 3.6 (H 2.6) est maintenue en remplagant N; par
Ni(v) = Ea, | (55 fa (o)) (Al foo (V1)) [0* (Yo)] et No, par Ng, = (Ni(0)).

1

H 3.9 (H 2.9) est maintenue en remplagant Vi (8) par Vi (0) = Ej, [ﬁ} ()/'25,){;,}/0,9)]
et Os par 55.

Théoréme 5 Sous (H 3), pour Hg, Py, et Ny définies en (H 3.6), on a, lorsque
n— oo :

gn -E(i) 55 et \fn—g (gn - 55) DEZ())) Np (0, ‘7 (90))
avec:

N 1 —
05 — 00 = —WHQ_;N%&; +o0 ((52)

)
V(6) = H;' (I,, + P,;OH;O% + 0(5))

5 Etude expérimentale

Ce paragraphe est consacré a la mise en oeuvre des résultats obtenus précédemment
pour trois modeles de diffusion. Pour les deux premiers (Ornstein-Uhlenbeck, (0.U.)
et Cox-Ingersoll-Ross, (C.I.R.)) la dérive est linéaire dans le parametre et affine en
z. Pour le troisiteme (L.N.), la fonction de dérive f3(z) = Ozln(z) + 3z n’est plus
linéaire en z. D’autre part, outre les méthodes du Trapéze et de Simpson, il est possible
d’utiliser le schéma de Bode a cinq points (cf. paragraphe 1). Bien que nous n’ayons pas
étudié 'estimateur des moments généralisés associé, son comportement asymptotique
est notifié pour les trois modeles choisis.

Nous indicerons par e, t, s et b, les quantités se rapportant respectivement au schéma
d’Euler, du trapeze, de Simpson et de Bode. On va vérifier expérimentalement quelques
unes des propriétés annoncées pour 8,: convergence vers 5, écart entre 8, et g, biais
théorique et empirique, variance asymptotique. Pour cela, on simule la diffusion sur un
intervalle [0, 7], en utilisant un schéma d’Euler sur une grille fine de pas 0.01. Puis, on
estime le parametre par la méthode des moments généralisés pour les schémas t, s, b et
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par les moindres carrés pour e, ceci pour un choix (§,n), né = T, avec § = 0.05,0.1,0.5
et T' = 200. On repete 1000 fois cette expérience afin de calculer la moyenne et la
variance empiriques, notées respectivement m (Bn) et S? (Gn)

5.1 Processus de Ornstein-Uhlenbeck

On consideére ’e.d.s. suivante:
dY, = —-0.Ydt + dWy, Yo == (12)

(12) admet une unique solution forte, & trajectoires continues,
i

Y; = exp (—0ot) (x +/ exp (0os) dW)
0

T, (x,.) est donc une loi normale N (x exp (—0ot), M).

26
Si by > 0, (Y}),5, est récurrente positive sur R, de loi invariante ug, = N (0, 5‘19—0) En
outre, pour M > 0 et C = 6oM, (H 1.3) est vérifiée. Enfin, on a :

Al foo(z) = (—6o)'*" 2. On vérifie alors facilement (H 1), (H 3) et (H 4).

exp (—6gv
M) = Z2EB b= Q)= 5
v 90 9(2) AT, 03
N(v) = ) exp (—bov), N(v) = Eexp(—ﬁgv), N(v) = —2—exp(—00v)

Notons que V () est la variance asymptotique de VT (gn - 95).
Pour le schéma d’Euler (cf. annexe D), on a :

~ 12k Yk-1ys (Yk6 - Y(k-1)5)
" Y o (Vis)?
e 1 62
o = —g(exp(—ﬁoé)— 1) =6 — 35+0(5)

Ve(8o) = 260(1+0(1))

Pour le schéma du trapeze, on a :

it - __2_22;1 Yik-1)s (Yka - Y(k—l)a)
" Oy ry Yieo)s (Yk6 + Y(k-x)s)
2 fexp(—6od)—1 63
t . _Z — _ __52 52
b 5 (1+exp(—905) bo— 135+ (&)

V'(6s) = 200(1+0(6)
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Pour le schéma de Simpson :

g 3 i1 Ya(k-1)s (sza - Yz(k~l)6)
" Sy i, Ya(k-1)s (YZ(k-l)é +4Yok5-1 + Ym)
3 exp (—266) — 1 5
0 = —— — _ _54 64
5 ) (exp (—2860) + 4exp (—600) + 1 bo 180 o ( )

V*(0) = 200(1+0(5))

Pour le schéma de Bode :

o 45 Tre1 Yage-1ys (Ym - Y4(k—1)8)
" JDIIR Yi-1)s (14Y4(k_1)5 + 64Y(4r-3)5 + 24Y(ap_2)s + 64Y(4k—1)s + 14Y4k5)
0 — 45 exp (—46¢8) — 1
* 77§ \14+ 6dexp (—000) + 24exp (—2000) + 64 exp (—3000) + 14 exp (—4000)
205 o 6

On prend comme valeur initiale Yy = 1, comme vraie valeur du parametre §, = 1 et
T = 200. Pour ce modele, nous testerons également nos résultats pour n = 400 et
§=10.05 (T = 20).

On peut remarquer que les estimateurs associés aux schémas anticipatifs améliorent
les résultats obtenug avec ’estimateur associé au schéma d’Euler, pour T = 200. Il faut
souligner la relative stabilité de ’estimation m (én), bien qu’elle doive théoriquement
variée en fonction du schéma anticipatif associé et de la décomposition de T' = nd choisis
: en effet, pour un choix de (n,d) fixé, on devrait avoir IHAL — 90l > |6 — 00’ > ’52 - 00|

et, pour chacun de ces trois schémas, ’estimation m ((‘)n) devrait étre d’autant plus

proche de g que § est petit.
Par contre, on constate bien que la variance empirique est d’autant plus proche du
développement théorique de la variance asymptotique u;—"l que § est petit.

5.2 Processus de Cox-Ingersoll-Ross

On considere ’e.d.s. suivante:
dY; = by — agY;dt +/YidW,, Yo =
On a donc :

0=(ba), o(x) = V2, [ =" (fi, f2), frla) = —z et fo(z) =1

[ est C* sur R et lipschitzienne, o est C** sur R7 et hélderienne de rapport 7. L’e.d.s.
admet donc une solution forte unique, & trajectoires continues. Si b > % et a > 0,
la diffusion est récurrente positive sur R7, de loi invariante pg = I'(2b,2a). Cette loi

admet des moments de tous ordres.
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f; (6o =1)

~ ~ H!
5 | on | m(8) | 57(8) A O
0.05 | 4000 | 0.98066 | 0.008347 | 0.975412
T =200 [ 0.1 | 2000 | 0.958176 | 0.010976 | 0.951626 | 0.01
0.5 | 400 | 0.798656 | 0.006804 | 0.786939

| T=20 [0.05] 400 [1.179932 [ 0.140912 [ 0.975412 [ 0.01 |

Table 1: Processus de O.U. et schéma d’ Euler : moyenne et variance empiriques pour 1000
réalisations de ’estimateur E.M.C.

0, (6o=1)

~ -~ H
6 | n | m(8) | s2(8) 6 T
0.05 | 4000 | 1.005748 | 0.00922 | 0.999792
T =200 | 0.1 | 2000 | 1.007027 | 0.013411 | 0.999167 | 0.01
0.5 | 400 | 1.001241 | 0.016849 | 0.979675

| 7=20 ]0.05| 400 | 1.21973 | 0.165862 | 0.999792 | 0.1 |

Table 2: Processus de O.U. et schéma du trapéze : moyenne et variance empiriques pour 1000
réalisations de I'estimateur E.M.G.

85 (6o = 1)

~ ~ HT
5 | n | m(8) | $7(8) |
0.05 | 4000 | 1.006411 | 0.010401 1

T=2001{ 0.1 {2000 | 1.011733 | 0.014426 | 0.99999 | 0.01
0.5 | 400 | 1.008889 | 0.026870 | 0.999663

| T=20 [0.05] 400 [ 1.206787 | 0.192757 1 0.1

Table 3: Processus de O.U. et schéma de Simpson : moyenne et variance empiriques pour
1000 réalisations de ’estimateur E.M.G.

6, (Bo=1)
) n m ((/)\,ﬁ) S? (é}l) 6’
0.05 | 4000 | 1.008880 | 0.012233 1

T =200| 0.1 | 2000 | 1.004399 | 0.016375 1
0.5 | 400 | 1.045534 | 0.071595 { 0.999971

| T=20 [0.05| 400 |1.191435 ] 0.195313 1|

Table 4: Processus de O.U. et schéma de Bode : moyenne et variance empiriques pour 1000
réalisations de 'estimateur E.M.G.
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De plus, si b > 2, f,f(?)i“% (z) < oo et donc (H 1.4) est vérifiée. (H 1.3) est
vérifiée pour M > max{1, gL’fja“—l} et C = ; + aoM — by. Enfin, on a pour tout [ > 0,

Ay fo(z) = (—a)' fo(z). On vérifie alors facilement les hypotheéses de (H 1) (ainsi que
(H 3) et (H 4)), et on montre que:

b exp (—agv) — 2b, 2a
Myi(v) = a_‘;’ M (v) = =1, Myy(v) = P(%Oo_)1 0, M(v) = 260—01
3
Ni(v) = 0, Ny(v) = Qboa_lexp(wov)
bo exp (—agv) — 2bg aobg (bo — exp (—agv))
P = —, P = = =
L) = 0 Palv) = Poalv) = =533 Paalv) = 2= 5, "y

Qij(v) = —aoP;;(v)

Pour le schéma d’Euler, on a :

1 2
ai = =3 (exp(—agd) — 1) = ap — 9295 + 0(6)
e _ bo _ boao
b = aoag—bo-— 5 §+0(9)
Pour le schéma du trapeze :
dexp(—apd) — 1 al bo boa?

t_ 9 _ % 2 ¢ Yo ¢, 0000 co 2
KA yey p D BTN +o(#), i e AT +o(¢)
Pour le schéma de Simpson :

3 exp (—2dao) — 1 ad .4 4
s — - = _— —5 5
“ ) (exp (—2bap) + 4exp (—dag) + 1 %07 180 to ( )
by = E)ga =by — Mé‘*—{-o(&’)
&7 ao s=%0 180
Enfin, pour le schéma de Bode, on a :
g = 45 exp (—4agd) — 1
5 § \14 + 64 exp (—agd) + 24 exp (—2apd) + 64 exp (—3aod) + 14 exp (—4aod)
2a§ 6
= dag — %‘5 + [ (6 )
b 2bgad

b bo o 200ag ¢ 6

by = a0a5—60 9455+0(5>

Bien qu’il soit possible de calculer (comme pour le modele précedent) le développement
en § a l'ordre 1 des différentes variances asymptotiques, nous nous contenterons de leur
approximation commune :
2a9 1
-1 bo—
H@OZ(Zbo—l)(ZOII é&)

ao
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On prend Yy =1, (a0, bo) = (1,3) et T = 200.

Les conclusions que 'on peut tirer sont a peu pres similaires aux observations faites
pour le processus O.U. Cependant, ’Tamélioration des résultats obtenus pour les schémas
anticipatifs par rapport a ceux du schéma d’Euler est moins nette.

5.3 Cas d’une dérive non linéaire en z

Soit ’e.d.s.
4y, = <—90 In(Y;) 1@%1@) dt + YidWi, Yo = @

L’e.d.s. admet une unique solution forte a trajectoires continues

¢
Y; = exp (exp (—00t)In(z) + exp (—GOt)/O exp (0os) dWs)

T4, (z,.) est donc une loi log-normale de parametre (ln(:v) exp (—0ot), ﬂ‘—%zz—%tl). Si
6o > 0, la diffusion est récurrente positive de loi invariante g, log-normale de parametres
( 360 ) On vérifie (H 2.4), ainsi que (H 2.3) pour M > 1 et C = foIn(M) + 3.

On montre que :

(2208 ) exp o)

Pl) = (g +40 () exp (4a(v))

1 — exp (—6ov)
20,

, B(v) = a(v)exp (a(v))

Les estimateurs associés aux quatre schémas d’approximations vont converger respec-
tivement vers :

; 1 R(9)
o: = ﬂ_)*aﬁ (00—02>5+0(5)
e 209 R(9) b % _ 2 2
b = s\ 1) mormm -t T2 T 16 8+ 0 (¢")

3 1

3—5) (26) — 2R (9) 1 ( 65 ., 6563 1362 65\ ., .
S — _ -9 _ bt U 5
b MO) 1AM () + M (25)  ° T 12 5t tT3 T 6 +0(¢)
» (- 7) R (46) — 32R (38) — 12R (26) — 32R (6)
b

14M(0) + 64M (8) + 24M (82) + 64M (83) + 14M (54)
(~7 + 25260 — 280003 + 1120063 — 1444863 + 403203 — 6405) 8° + 0 (8°)

= fo+
Les données sont simulées sur [0,200]. Les moyennes et variances empiriques sont

calculées sur 1000 réalisations. On prend comme valeur initiale du processus Yy =1 et
comme vraie valeur du parametre 6y = 1.

22



a, (ap = 1) b: (bo = 3)
=T 71
6 | n |m)|S%(a) | af || m@g) |SPeS) | b | S
0.05 | 4000 | 1.0408 | 0.0104 | 0.975412 3.1064 0.080 | 2.926235
0.1 | 2000 | 1.011 0.0102 | 0.951626 | 0.01 | 3.005814 | 0.0739 | 2.854877 | 0.075
0.5 400 0.843 | 0.00845 | 0.7869 2.505 0.0697 2.3608

Table 5: Processus de C.I.R. et schéma d’Euler : moyenne et variance empirique pour 1000
réalisations de I’estimateur E.M.C.

al, (ap = 1) b (b = 3)
=T T
s | o |mey]st@) | @ [ moy]sten] u | e
0.05 | 4000 | 1.026 | 0.0103 { 0.999792 3.082 0.078 | 2.999375
0.1 | 2000 | 1.0214 | 0.0115 | 0.999167 | 0.01 | 3.0567 | 0.083 | 2.997502 | 0.075
0.5 | 400 1.008 | 0.0186 0.9796 3.018 | 0.1516 2.939

Table 6: Processus de C.I.LR. et schéma du trapéeze : moyenne et variance empirique pour
1000 réalisations de I’estimateur E.M.G.

a, (ao = 1) by, (bo =3)
=T =T
6 | on |ma})|S%(ap) | af |—> |m(by) |S%(b) | b3 |
0.05 | 4000 | 1.0258 | 0.011 1 3.081 | 0.0849 3
0.1 | 2000 [ 1.0219 | 0.0134 | 0.9999 | 0.01 | 3.0583 | 0.0998 | 2.9999 { 0.075
0.5 | 400 1.048 | 0.0357 | 0.999 3.139 0.298 2.998

Table 7: Processus de C.I.LR. et schéma de Simpson : moyenne et variance empirique pour
1000 réalisations de I’estimateur E.M.G.

(Z% (ao = 1) bg (b() = 3)
H—l H—]
s n | m (a%) S? (a%) a} — | m (bg) S? (bz) b} -
0.05 | 4000 | 1.026 0.0127 1 3.0843 | 0.0997 3
0.1 | 2000 | 1.0253 | 0.01625 1 0.01 | 3.0686 | 0.126 3 0.075
0.5 | 400 1.095 0.116 | 0.999971 3.28 1.0039 | 2.999913

Table 8: Processus de C.I.R. et schéma de Bode : moyenne et variance empirique pour 1000
réalisations de 'estimateur E.M.G.
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L’écart, croissant en fonction de 4, constaté entre la variance empirique et la variance
asymptotique, est particulierement visible pour le schéma de Bode dans le cas ou ¢ =
0.5.

En conclusion, la méthode des moments généralisés associée aux schémas anticipatifs
(du trapeze et de Simpson) donne une meilleure estimation du parametre de dérive que
la méthode des moindres carrés associé au schéma d’Euler.
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7 o=1)

~ =~ H1
) n m (02) S? (92) 65 —-
0.05 | 4000 | 1.005448 | 0.010269 | 0.99949

0.1 | 2000 | 1.01983 | 0.009703 | 0.998 | 0.01
0.5 | 400 | 0.972443 | 0.019 | 0.95036

Table 9: Diffusion log-Normale (L.N.) et schéma d’Euler : moyenne et variance empirique
pour 1000 réalisations de ’estimateur E.M.C.

9; (6o =1)

=T
s | n | m(@) | s52(8) | & |Te
0.05 | 4000 | 1.006164 { 0.010815 | 1.000253

0.1 | 2000 | 1.016417 | 0.010863 | 1.000986 | 0.01
0.5 | 400 | 1.040103 | 0.0359 | 1.019705

Table 10: Diffusion L.N. et schéma du trapéze : moyenne et variance empirique pour 1000
réalisations de 'estimateur E.M.G.

0 (60 =1)

~ ~ H!
5 | on | m(8y) | 5%(8)) R
0.05 | 4000 | 1.007902 | 0.011917 | 1

0.1 | 2000 | 1.014506 | 0.012125 1 0.01
0.5 | 400 | 1.030136 | 0.083105 | 1.000977

Table 11: Diffusion L.N. et schéma de Simpson : moyenne et variance empirique pour 1000
réalisations de 'estimateur E.M.G.

6, (6o =1)
H—l
1o n@) =@ | % %
0.05 | 4000 | 1.008508 | 0.014041 1
0.1 | 2000 1.0200 0.0187 1 0.01
0.5 | 400 | 0.995117 3.189 0.999881

Table 12: Diffusion L.N. et schéma de Bode : moyenne et variance empirique pour 1000
réalisations de 'estimateur E.M.G.
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A Démonstration de la propriété 2 : schéma d’approximation
de Simpson

Cette démonstration, tout comme celle du schéma du trapéze, repose sur un résul-
tat d’interversion de ’ordre d’intégration des intégrales de Riemann et des intégrales
stochastique. Pour une martingale locale continue (f(f J”dW”)»o et une fonction ¢

continue sur R, on a :

J7 ([ stwdn) maw, = [ ([*5dm) gy (13)

t+4 v t+8 t+6
/ ( / g(u)du> Jaw, = [ ( Jvde) g(w)du (14)
e Posons:
t+4 )
A= ' F (V) dv = 2 [f () +2f Vies)] + / dv——[f(ima )+ 2/ (Yiss)]
= Aj+A]

A= [T - r e =5 [T ) - S 1o

Par application de la formule de Ito, on obtient:

Al = 3/”6[/ du]dv+3/t+6[/f Y,) dW]dv

Ao g

(13) et {14) impliquent que :

v L s war vy dus [T s —w) (V) W,
AL = [T Hs—0Af Y dut g [T 48— ) S (V)W

- M A vaa- 3 [T - o,

t46 S t46 )
= /t (t+§—u)Af( du+/ (+§—u)f(Yu)qu

En procédant de méme que pour A, on montre que :

t 1425
= 2 = s e = [0 (i) = S (] e
t+28 56 , 14268 5§ .
= /t+<5 (t—i—;—-u)Af()u)du—!-/Hé (t-{—?—u)f (Yy,) dW,
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Donc:

A, = /tt+6(t+g~-u)Af(Yu)du+ t+26(t+§é—u)Af(Yu)du

t+6 3
t+6 5 1426
+ / t+ = —u) f'(Y,)dW, + t+-E£—~u f (Y,)dw,
t 3 t+6 3

t+5 § 82 t+26 56 62
/, (”5—“)“—7’ /M (”?‘“)d“—a

Donc, st on note

146 § 1426 S
B, = /t+ (t+§—u)Af(Yu)du+/H: (t+%——u)Af(Yu)du

Bo= [ (t+§—u) (] (Y2) = A(Viys)] du

on a:

. (t P2 u) (AS (V) = Af (Yegs)) du

146
= Bt.l + B12

e (1) et (2) entrainent que:

B! = —/tt+5(+——u>[u AZF(Y, dv]du
_ /tt+6<t+§—u)[:+8(,4f)( )dW}du
- _/tms[/tv(t+§—u)du]A2f(Y;)dv
- [ [/ (m%—a) du] (AF) (V) dW,

_ /tt”—;-(v_t) <v_t—2—35)A2f( ) dv
5

De méme,



Or,

t+5 1 26 t+26 ] 45
/f §(v—t)(v—t———3-)dv—0, -/t+6 §(t+25—v)<t+?—v>dv—0

Donc si on note :

t+6 28
C, = /t+ %(v—t) (v—t—-?)—) A2F(Y,) dv

t+251 45 2
+ /Ha -2-(t+25—v)(t+—§-—v)Af(Y;)dv

Ona:

6= [Mye-0(v-e-F) [erm) - 1 ()

t+26 5
EIETED (t+%——v) [AF (Vo) = A*f (Yeus)] v

= Otl + Ct2

e Par (13) et (14), on obtient :

o = LTy (u—t—§) [/t”Af”f(mdv]du
t 3 |/

YDA e
- o [/;v(u——t) (u—i— %‘S) du] APF (Y,) dv

t

ftm [/ (w=1) ( —t- %‘S) du] (421) (o) aw,

t+6
/t (0= )2 (t+6 —v) A% (Y,) do

= = D =

/t””S (0= 07 (46— v) (A2f) (V,) aWV,

De méme,

Or,

64 t+26 64

1468
/ (0 =12 ({46 —v)dv=——, (0=t —28)2(t+6—v)dv= —
t 127 Jits
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Donc, si on pose :
1 [t+é
D, = 6/ (v —1)2(t +6 —v) A%f (Y,) dv

t426
%/ (0=t —26)2 (1 + 6 —v) AF (Ya) do

Ona
1 rt+s
D, = 6/t+ (v = 1) (t + 6 — v) [A3F (Y.) = A%F (Yegs)] dv
t+246
b [ = 20 (46— ) [4° (Y.) — 4 (Yius)] do
t+8
= D} + D?

e D’apres (13) et (14)
D, = é/pﬂs u—t) t+5—u)[/ut+s,44f(yv)dv]du
_ é/”éu—t t+5—u){/ut (4%F) (v, )dW]d
_ _/tH&[/tvé(u—tf(t—i—é—u)du]A‘*f(YU)dv
_ /“‘5[/”1( — 1 (t+ 6= w)da] (2%F) (v, W,
f+(§
= 24/ (v v—t——)A4f( v) dv

) (
t+6 3 !
s M-y (v—t———) (4F)' (v2) dw,

De méme,
1 rt+28 25
D? = — t+26—v)° — - (Y,
: 24 Jous (t+ v) (t—l— 5 v)A f(Y,)dv
1 t+28 5 25 5\
t o7 ), ET2-0) <t+—3——v) (4%f) (v.)dw,
avec:
t46 44 1425 92§
3 40 — 4 o903 <0
/t (v—1) (v t 3>dv —/t+6 (v—1t—20) (t+ 3 v)dv
_ @
15

Le développement s’arréte donc a la quatriéme itération.
Si ’on rassemble ’ensemble des résultats obtenus, on a :

t+26 ~
At [ o (V) dW, =+ W,

ou 7, et W, sont les variables définies dans la propriété 2.
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B Démonstration du lemme 3 : régularité § — V} () et développe-
ment en ¢ de ces dérivées partielles

1. Montrons que 6 — V{ (0) = Eq, [V} (Y5, Y0, 0)] est de classe C° sur O, ses dérivées
partielles étant obtenues par dérivation sous l’espérance.
(H 2.5) implique que pour tout ¢ = 1, p et tout couple (y,z), § = Vi(y,x,8) est
de classe C3 sur © et qu’il existe 7 > 0 et C > 0 tels que

vy, VO €O, 889 Vi(y,z,0)| < gy, z)
avec  g(y,z) = oLt (@ Jfrle?al:)) + (1 + [e]))

Il en est de méme pour ces dérivées partielles a 'ordre 2 et 3. De plus, d’aprés
(H 2.4), Q}, (¢*) < oo. Par application du théoréme de Lebesgue, on montre que
0 — Vi (6) est trois fois continument différentiable sur ©, par dérivation sous le
signe somme.

2. 1l nous reste a développer =2=V4 () en fonction de §

967
SVi0) = By {;’9 Va@a,yo,@}
_ éE < >(f90 (Yo) — fo Yo))]
- 8«9%99’ a%(Yp)
5 foo (Ys) — fo (Y5)
+ g8 | (g o0) (0
+ 50 |G 09) ()
3B |(51000)) (350 50+ 50 00/ 30)
Posons:
Ri(6,8) = Eg (aa(?aeif"(y")> (f"‘)(fz),(—yo’;"%)ﬂ
(o) (02 (—%j;e (m)}
Fa(0,8) = B, [ (o 00) o 45) = S (40 375 00 ) 07 ()
([ 9? Mo
R3(0,8) = Eg, _(aaiaai-f"(y")) (02()/0))]
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On note pour tout (z,7) :

y

D, = (sup B (s gt 9] 190

t€[0,60] 6€®©

cr o= (sup Ee (sup %fm@)) /o (Yo)

t€[0,60) €O

y

Ces constantes sont finies et indépendantes de § et 8, compte tenu des hypotheses
(H 2.4) et (H 2.5).

e La premiere étape du calcul du développement consiste & montrer que pour
tout 0 S ) S (So

|R1(0,6)] < K6 — ol

ou K est une constante indépendante de 6 et §.
Par application de la formule de Rolle et I'inégalité de Schwarz, on a:

2N (fu00) = O] - e
B | (s 00) (2 Er )| < 2 B

En appliquant le résultat précédent, aux deux termes de R;, on a le résultat
annonceé.

5 — 0"

e D’autre part, en appliquant de nouveau la formule de Rolles et 'inégalité de
Schwarz, on obtient pour 0 < § < §g :

P
IR (6,6)] Z( ikC; + CiDy,) 0% — 6f]

Or, pour M, ; définie en (H 2.6)

[(aaz ) (ag;fg Yo) + aoaff’(m> /o? (Yo)]
= 2M;;(0) + (M;;(8) — M, ;(0)) + R, (6,8) + R2(6,0)

avec : |Ry(6,6)+ R, (0,0)] < [Sg

e Enfin,

3 1

|R3(8,8)] < %Di,j sup (Ee0 [(Aﬁofao (Y}))Z/ﬁ (Yo)]>z

tE[O,(S()]

K3 = sup,eo,s] <Ego [(Ago fo, (Yt))2 /o? (Yo)])3 est finie et indépendante de
§ et 0, du fait de (H 2.4) et (H 2.5).

On a donc le développement annoncé, en posant

R(8,8) = Ry (0,5)+ Ry (0,8) + Ry (8,0) + Rs (6, 5).
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C Démonstration du lemme 4 : développement de I (6;)

On suppose que § est dans un voisinage de 0, il faut en particulier que é < §. On note
pour tout couple (¢, 7), [[' (0)]!, ’élément correspondant & la ligne ¢ et a la colonne j de
la matrice I' (9).

On montre, par les mémes arguments que ceux utilisés dans le lemme 3 (pour § —
Vi (6)), que sous (H 2.4) et (H 2.5), § — T'(6) est de classe C° sur O, ses dérivées étant
obtenues par dérivation sous le signe somme.

Par application de Taylor-Young, on obtient:

D @Y = DO} + (a% r (eonz?) (0 — 05) + < (65 — 60) 1165 — ol
k=1

Si on montre successivement que:

1.
5? 9
T (60) = 6He, + P907+o(5 )
2. Il existe K > 0, une constante indépendante de 4, telle que, pour tout k£ = 1,p

g oK

v

nous obtenons alors le développement annoncé. De plus, la démonstration de 2. re-
posant sur le méme type d’argument que 1., nous nous contenterons de montrer 1.
D’apres la décomposition (2) donnée dans la propriété 1, on a:

r@) = B (g}foo ) (550 00)) (708

¢ By _<aozf”° (Y")) (awf% o )) <o 186))2_
o[ 00) (L) 2]

Nous allons étudier successivement chacun des termes intervenant dans la somme précé-
dente.

e Montrons que :

Wo : 1_, 5 .
(801](90( )> (861f9°( )) (m) } = 0M;;(0) + 5 P;;(0) +o<5)
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Ejg, (%f% (YO)) (393 Joo 06)) (U;/I/;/O))

- 5/05 P (v)dv + 252/0 (-12- - v) Qi (5v) dv

2 ) K}
— 63‘/01 (1_U)UE00

( 0,9, ) Vo) (02 (Ao f2)") (Yos)
(—a— ifeo) (Yo)( o (A fi)) V)]

dv

aezfoo-aw 90 0_4 (}/0)
a*(Yo)

o 8 L (0213, (Asfa)) (Yas)
(ﬁff?o %f%) ()0) o (YEJ)

9 . 9 (o (Asofan))” (Ys)
(%ﬁfaob_ogfeo> (Yo) o1 (Yo)

(H 2.6) implique que t — f§ P; ;(v)dv est de classe C? au voisinage de 0, donc par
application de la formule de Taylor-Young, on a:

) , 62 )
/0 Fij(v)dv = Fi;(0)6 + P;(0)5 + o (6)

+o (62)

v

v

1
+ — | (1 —0)v’Ey
0

52
= M,;(0)é + P:j(())E

De plus, par (H 2.6) on a aussi:

/01 (% — U) Qi; (6v)dv = /01 (% _ v) [Qi; (dv) — Q:;(0)] dv = € (&)

avec, £(8) — 0, quand 6 — 0.

Enfin, d’aprés (H 2.4) et (H 2.5), les intégrales affectées d’un coefficient §*, k > 2,
sont bornées sur un voisinage de 0.

On obtient donc le résultat annoncé.

e Par deux applications successives de 'inégalité de Schwarz, on montre que:

() ) ()
(=45

Eq,

< §%CTCY sup (E@o
)

te[0,80
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o C = (B [(a—f;;fgo (¥0))" /o (YO)D%

e Enfin, on montre aisément grace a I'inégalité de Schwarz et aux résultats précedem-
ment obtenus que le double produit restant est un o (§°).

On a donc le développement attendu pour [I'(6,))). Compte tenu du fait que I’écart
entre 05 et Oy est de I'ordre de 62, I (65) s’écrit donc

2

T (65) = 6 H, + Pgo% +0(8?)
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D Schéma d’approximation d’Euler

D.1 Présentation du schéma

Propriété 3

1.f €eC?eo €C°
|4 ! ¢c,loc
2. (K [fo](vyam.),, e M
Alors, ¥t > 0,
Yies = Y+ 8f (Y)) +n + W, (15)
avec.

t+6
e :/t (t+ 68— v) A (Y,) do

W,

t+4
[ e Lt s-v) £ ()] aw,

St de plus, F (fé [fla]z(Yu)dv) < 400 et E (fé a*(Y,) dv) < o0, alors (m)oo est

une suite de variables de carré intégrable, telles que, E (I/Vt |.'Ft) P2

D.2 Propriétés asymptotiques de I’estimateur E.M.C.

Le contraste et ’estimateur des moindres carrés associés au schéma d’approximation
d’Euler sont donnés par :

}-i (Yk& ~ Yik-1)s — 0 fo (Y(k—l)é))2 P
o (Ye13s) ’

Notons, pour tout 7 = 1,p, V§ (6) = E, [%fa (Yo) (YL_);"TB%BE)} Les conditions

d’obtention des propriétés asymptotiques de d,, sont les suivantes :

n = arg mein U, (6)

n k=1

Hypotheses H 4 : Schéma d’Euler et E.M.C.
H 4.1 (H 2.1) est maintenue avec fg, €t o de classe C?.

H 4.2 -.3 -.4 -.7 -.8 On reprend les hypotheéses (H 2.2)-(H 2.4), ainsi que (H 2.7) et
(H 2.8).

H 4.5 1. Pourtout z, § — fs(z) est de classe C* sur © et cette fonction, ainsi que ses
dérivées partielles successives jusqu’a l'ordre 3 sont a croissance polynémiale
en x uniformément sur ©

2. fg, €t Ag, fo, sont @ croissance polynémiale en .
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H 4.6 Pour tout 1,3, les fonctions suivantes sont continues au voisinage de 0:

9 Agq fo, (Yo)
Eg, ['8—0'{](90 (Yo) —03‘6705—“}

2
B»j(v) = Eeo I:(%f%%fﬁo) ()/0) 54 EZ;]

On note Ngo = (Ni(O))i

Ni(v)

i

H 4.9 Il existe un unique s €O tel que pour tout i = 1,p, Vi (65) = 0.

Théoreme 6 Sous (H 4), pour Hy, et N{)o définie en (H 4.6), on a lorsque n — oo :

v v v v\ D[P v
b, 2o g, e Ve (0. — ds) (7%) N, (0,V (60))
avec.
v 1 v
Os — 60y = EH&)INgoa—i-O((S)

V (6o) Hy' (I, +0(1))
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