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Chapitre 1

Introduction

1.1 Cadre de I’étude

Les séries temporelles & temps discret apparaissent naturellement dans la vie de
tous les jours, nous suivons presque en direct les évolutions du nombre de chomeurs
dans un pays donné, des cours de la bourse, du niveau de production ou de consomma-
tion d’électricité, du taux de pollution par ’ozone etc... Par exemple, les médias nous
informent du nombre de chémeurs mois aprés mois et se réjouissent lorsqu’il baisse. Un
bon modéle de la série mensuelle du chomage pourra avoir une valeur explicative et par
exemple permettre de savoir si la réduction du temps de travail a une conséquence sur
la réduction du taux de chdémage. De méme, de plus en plus de personnes regardent les
cours de la bourse jour aprés jour pour connaitre la valeur de leur portefeuille boursier
et décider d’acheter ou de vendre des actions. La modélisation des cours de la bourse
a aussi permis aux banques de construire une large gamme de nouveaux produits fi-
nanciers (les options). D’autres exemples sont d’un grande importance économique et
sociale, ainsi EDF doit pouvoir prévoir au mieux la consommation électrique heure
aprés heure dans chaque région afin d’ajuster au mieux sa production a la demande.
Enfin, les pouvoirs publics veulent prévoir le taux de pollution d’ozone du lendemain
afin de prendre les mesures nécessaires si jamais celui-ci risque de se rapprocher du
niveau dangereux pour la santé. Cette liste d’exemples est trés loin d’étre exhaustive,
mais on voit déja qu’il est important de modéliser au mieux ces phénomeénes temporels.

Pour la plupart des phénoménes chronologiques, les observations futures dépendent
des observations passées. Ainsi une méthode de modélisation courante consiste a ta-
cher d’exprimer une valeur future en fonction de valeurs passées et & déterminer ses
caractéristiques statistiques. Pour des suites de données assez réguliéres, les propriétés
asymptotiques du modéle donnent un bon apercu de son comportement futur lorsque
le nombre d’observations est assez grand. On utilise donc le passé de la série pour
prévoir son avenir. Cette méthode part du principe que le comportement de la série ne
varie pas beaucoup au cours du temps, ce qui se traduit en langage probabiliste par
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

la “stationnarité” du phénoméne étudié. Hélas, cette hypothése, bien que trés souvent
employée, peut se révéler totalement inadaptée au probléme. L’objet de cette thése est
donc d’étudier des phénoménes qui changent de comportement au cours du temps. Ce-
pendant ces changements de comportement introduisent une difficulté supplémentaire
puisque il est nécessaire de changer de modéle. On se limitera donc & un cas simple :
les séries stationnaires par morceaux. Une série stationnaire par morceaux est essen-
tiellement une série qui a un nombre fini de comportements différents. Il s’agit bien stir
d’une schématisation de la réalité, mais comme on le verra dans la suite, elle peut déja
apporter de bonnes améliorations de I’adéquation entre le modéle et les observations.

Dans ce document, on s’intéresse principalement & la modélisation paramétrique
des séries temporelles, et a4 une méthode de modélisation des changements de compor-
tement (régime) grace a une chaine de Markov dans un espace d’état fini. Ce modéle
a l'avantage d’étre suffisamment simple pour que les calculs sous-jacents soient fai-
sables, bien qu’il limite le champ d’investigation & un nombre fini de régimes possibles.
Lorsque le régime est fixé, le comportement de la série est modélisé par une fonction,
dite d’autorégression, et on fera correspondre & chaque régime une de ces fonctions.

Dans les années 70 les modéles autorégressifs linéaires (AR) ont été largement étu-
diés et expérimentés. Néanmoins 'hypothése de linéarité se révéle souvent beaucoup
trop restrictive. Depuis, de nombreuses tentatives pour introduire des modéles autoré-
gressifs non-linéaires ont abouti dans certains cas a de meilleurs modéles. Parmi ceux-ci
les réseaux de neurones et plus particuliérement les perceptrons multicouches (MLP)
ont connu un succés important. Cela pour des qualités théoriques comme la propriété
d’approximation universelle, mais aussi pour des raisons pratiques comme la facilité du
calcul de la dérivée de la fonction représentée par le MLP par rapport a ses paramétres.
De méme, les MLP sont séduisants pour des raisons philosophiques, essentiellement a
cause de ’analogie avec la nature, car les perceptrons multicouches “apprennent” d’une
maniére qui imite de facon trés schématique les neurones de notre cerveau. Les MLP
ont cependant de sérieux inconvénients, soit théoriques, car on est confronté a des
problémes de “surapprentissage”, soit pratiques comme l’existence de minima locaux.

Néanmoins, s’ils sont utilisés correctement, ils donnent des résultats satisfaisants
dans la pratique. De plus, comme ils généralisent les modéles autorégressifs linéaires
simples, ils seront un des outils principaux de cette thése.

1.2 Organisation de la thése

L’idée directrice de la thése est la modélisation des séries non-stationnaires par
morceaux. Une idée naturelle est alors, d’utiliser un mélange de N experts, chaque
expert étant une fonction paramétrique de régression (par exemple un MLP, un AR,...),
et de trouver un moyen de dire & un instant donné lequel de ces experts fait la prévision
la plus pertinente. Le role de la chaine de Markov cachée est justement de pouvoir
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

modéliser la probabilité qu’a I'instant ¢, ce soit 'expert i € {1,---, N} qui fasse la
meilleure prévision.

Nous allons donc dans un premier temps approfondir ’étude des modéles auto-
régressifs fonctionnels de type MLP, puis nous introduirons les modéles de chaines de
Markov cachées, pour finalement aboutir aux modéles intégrants des chaines de Markov
cachées et des MLP.

Nous abordons les sujets suivants :

— Chapitre 2
Présentation du perceptron multicouches et des problématiques associées.
— Chapitre 3
Etude empirique de I’estimation et de I'initialisation des paramétres d’'un MLP
par recuit simulé.
— Chapitre 4
Estimation et identification des modéles autorégressifs non-linéaires multidimen-
sionnels : Application au perceptron multicouches.
— Chapitre 5
Introduction aux chaines de Markov cachées (HMM) : Estimation, algorithme
E.M., estimation d’un modéle hybride MLP/HMM sur une série de laboratoire.
— Chapitre 6
Modéles autorégressifs linéaires & changements de régime markoviens : Un nou-
veau calcul de ’algorithme E.M.
— Chapitre 7
Estimation directe des modéles autorégressifs a changements de régime marko-
viens.
— Chapitre 8
Etude statistique de ’estimateur du maximum de vraisemblance pour des mo-
déles a changements de régime markoviens
— Chapitre 9
Etude des pics de pollution en niveau d’ozone.

Voila un résumé des différents chapitres :

Présentation du perceptron multicouches et des problématiques associées
(Chapitres 2 et 3).

Aspects théoriques Aprés un rappel de quelques résultats fondamentaux, tels
que la propriété d’approximation universelle, I'identifiabilité, nous discuterons du pro-
bléme du “surapprentissage” du MLP, en présentant sa signification théorique et les
différentes méthodes utilisées pour contourner ce probléme. On discute notamment du
principe de la minimisation du risque structurel et nous faisons un paralléle entre ce
principe et la méthode d’identification utilisée dans ce mémoire.

9



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Aspects numériques La facon la plus courante de déterminer les paramétres
(poids) optimaux d’'un MLP sur un probléme donné est de minimiser une fonction de
cotlit, par exemple la moyenne des carrés des erreurs de prévision. C’est une tache relati-
vement aisée avec un perceptron multicouches, puisque le gradient de cette fonction se
calcule par 'algorithme de rétro-propagation. On peut ensuite utiliser 'une des nom-
breuses méthodes d’optimisation différentielle pour approcher le minimum de cette
fonction de cotit. Nous décrivons briévement les méthodes déterministes du premier
ordre et d’ordres supérieurs, ainsi que les méthodes stochastiques.

Estimation et initialisation des paramétres d’un MLP par recuit simulé.
L’algorithme de rétro-propagation permet de calculer la dérivée par rapport aux para-
métres de la fonction de cotit associée & un MLP. On peut ensuite utiliser une méthode
différentielle pour localiser le minimum de cette fonction. Cependant cette méthode ne
garantit que la convergence vers un minimum local de la fonction & minimiser, c’est
pourquoi on estime le modéle en partant de nombreuses initialisations différentes. Afin
d’améliorer cette méthode, nous étudions empiriquement une méthode d’estimation et
d’initialisation par recuit simulé. L’avantage de cette méthode stochastique est qu’elle
permet, en théorie, de converger vers I’ensemble des minima globaux d’une fonction.

Estimation et identification des modéles autorégressifs non-linéaires multi-
dimensionnels : Application au perceptron multicouches (Chapitre 4). Dans
le cas oul la série & modéliser est multidimensionnelle, on utilise souvent les moindres
carrés comme fonction de coiit. Cela revient 4 minimiser la trace de la matrice de cova-
riance empirique. Néanmoins cette méthode suppose implicitement que la matrice de
covariance du bruit est 'identité, ce qui est généralement faux. L’étude du maximum
de vraisemblance pour un bruit gaussien montre que le contraste & minimiser dans ce
cas est le logarithme du déterminant de la matrice de covariance empirique. On montre
que sous de bonnes conditions de régularité du modéle, ce contraste a de bonnes pro-
priétés statistiques, et nous en déduisons un contraste pénalisé consistant. Dans le cas
des MLP, on montre alors que les paramétres qui minimisent un bon critére d’infor-
mation convergent bien vers le vrai modéle en supposant uniquement que le bruit a
un moment d’ordre strictement supérieur & 12. Nous montrons de plus que ce critére
d’information appartient & une famille qui contient le BIC d’Akaike.

Introduction au chaines de Markov cachées (HMM) : Estimation, algo-
rithme E.M., estimation d’un modéle hybride MLP/HMM sur une série
de laboratoire (Chapitre 5). Les chaines de Markov cachées ont été introduites a
la fin des années 60, elles sont le modéle de prédilection pour la reconnaissance de la
parole. Utilisées initialement dans des espaces d’observation finis, elles ont rapidement
été généralisées au cas ou l'espace des observations est continu.

En supposant que chaque régime correspond a un modéle autorégressif linéaire,
on obtient une généralisation connue sous le terme : modéle autorégressif linéaire a
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

changements de régime markoviens. Enfin, en remplagant les fonctions de régression
linéaires par des fonctions non linéaires (par exemple des MLP), on généralise ce modéle
aux modéles autorégressifs non-linéaires & changements de régime markoviens. Lorsque
les fonctions de régression sont des MLLP, on appelle aussi ce modéle : Modéle hybride
HMM/MLP. Nous introduisons la méthode la plus populaire pour estimer ce genre de
modéle, c’est-a-dire 'algorithme E.M. Ensuite nous montrons, par une étude sur la
série laser, le bon comportement de ce modéle qui permet notamment de mettre & jour
les régimes de la série. Ces modéles ont donc & la fois un pouvoir explicatif et prédictif.

Modéles autorégressifs linéaires & changements de régime markoviens : Un
nouveau calcul de ’algorithme E.M. (Chapitre 6). On généralise ici la méthode
de R. Elliot au cas des modéles autorégressifs & changement de régimes markoviens.
Cela permet d’obtenir des estimateurs “récursifs” de quantités telles que les probabilités
conditionnelles des états de la chaine de Markov cachée mais aussi des statistiques
exhaustives qui apparaissent lors de I’algorithme E.M. On en déduit aussi un algorithme
E.M. “en ligne” qui s’avere étre beaucoup plus rapide que 'algorithme E.M. classique.

Estimation directe des modéles autorégressifs a changements de régime mar-
koviens (Chapitre 7). Dans le cas ou les fonctions sont non-linéaires, I’algorithme
E.M. est trés lent. On montre qu’il est possible d’estimer les paramétres par un cal-
cul direct de la log-vraisemblance et de la dérivée de la log-vraisemblance. On obtient
ainsi une méthode d’estimation sans algorithme E.M., ainsi qu'une méthode d’estima-
tion récursive. Nous montrons sur des simulations les trés bonnes performances de ces
algorithmes.

Etude statistique de l’estimateur du maximum de vraisemblance pour des
modéles 4 changements de régime markoviens (Chapitre 8). Aprés avoir
étudié les conditions pour que le modéle soit ergodique, nous montrons par une mé-
thode originale la consistance de I’estimateur. Nous donnons notamment des conditions
simples pour la consistance de I'estimateur dans le cas ou le bruit est gaussien. Nous
établissons aussi la normalité asymptotique de cet estimateur. Enfin, nous évoquons le
probléme d’identification du modéle dans le cas ou le nombre d’états de la chaine de

Markov cachée est inconnu.

Etude des pics de pollution en niveau d’ozone (Chapitre 9). Ce mémoire se
conclut par I'application du modéle et des méthodes étudiés a la prévision des pics de
pollution en ozone sur Paris. On dispose pour cela d’une longue série chronologique
d’observations des taux d’ozone. Les changements visibles de comportement de cette sé-
rie mettent en lumiére les avantages de la modélisation tenant compte des changements
de régime.
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Chapitre 2

Le perceptron multicouches

Un perceptron multicouches est, pour le statisticien, une fonction paramétrique
non-linéaire. Il admet une notation qui s’inspire des neurones biologiques.

Nous ne présentons ici que le perceptron multicouches passe-avant, néanmoins il
existe de nombreuses variantes.

2.1 Introduction aux modéles connexionnistes

2.1.1 Le neurone formel

Le neurone formel a été introduit par McCullogh et Pitts en 1943 [17]. Ils ont basé
leur modéle sur les observations neurophysiologiques des neurones du systéme nerveux.
Cependant il ne s’agit bien sir que d’une approximation trés schématique du neurone
biologie. Il est défini de la maniére suivante :

— Des entrées réelles x;,1 € {1,---,m}
— Des poids W;,i € {0,---,m}

Le poids Wy est relié a une entrée constante, 'opposé de W, peut étre vu comme une
valeur seuil, au-dela de laquelle le neurone est activé.

Le neurone effectue les deux opérations suivantes en calculant :

1. Son potentiel : Wy + > | Wiz

2. Son activation, grace & une fonction d’activation ¢ : ¢ (Wo + Y v, Wiz;)

Les fonctions d’activations ¢ : R — R peuvent prendre des formes multiples, géné-
ralement non-linéaires, comme la fonction signe :

o (x) =1siz >0
¢(x)=—-1siz <0

13



CHAPITRE 2. LE PERCEPTRON MULTICOUCHES

ou bien, appartenir a la famille des fonctions sigmoides :
ekr — 1

- Ce’”—i— 1

¢ (z)

Si on pousse I’analogie avec le modéle biologique du neurone, les poids W; représentent
les poids synaptiques, Wy + >, W,x; le potentiel et ¢ (Wo + Y .-, W;z;) la sortie de
I’axone.

+r;ek,reR; ¢, k>0 (2.1)

F1G. 2.1 — Schéma du neurone formel (en notant 7= Wy + 27;1 W;x;, avec m = 3)

o(T)

2.1.2 Le perceptron multicouches (MLP)

Un perceptron multicouches est un réseau de neurones formels, ot I'information
circule de couches en couches. Si il n’y a pas de couche cachée, et qu’il s’agit donc
uniquement d’un neurone formel, on ’appelle perceptron simple. Historiquement, c’est
le perceptron simple qui a été introduit en premier par Rosenblatt [55]. Il permet de
séparer facilement deux ensembles linéairement séparables, & ’aide d’un algorithme
d’apprentissage simple. Cependant, il échoue par exemple & modéliser un fonction non-
linéaire aussi simple que le “ou exclusif” (XOR). La solution est apparue rapidement
grace & l'introduction de nouvelles couches de perceptron simples. Cependant 1’algo-
rithme d’apprentissage de Rosenblatt ne fonctionnait plus et il s’en suivit une désintérét
pour ce modéle.

Le perceptron renait lorsque deux équipes (LeCun [43], Rumelhart et al. [56]) ont
mis au point séparément l’algorithme de rétro-propagation du gradient, permettant un
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CHAPITRE 2. LE PERCEPTRON MULTICOUCHES

apprentissage du perceptron multicouches par minimisation d’une fonction de cott (ou
de risque).

2.1.2.1 Notation formelle et représentation graphique du MLP

Si on note (Wij),c;coi<jcms1 165 poids reliant les entrées (X;), ., et les unités
cachées (ui);<;<c €t (Aij)icics1<j<cyr 165 Poids reliant les unités cachées et les sorties
(Yi)i<i<, €t siles unités cachées ont une fonction d’activation ¢, le MLP représentera

la fonction :

(Vi) 1<ics = (Z Ay (¢ (i Wk X + Wj())) + A,-O) (2.2)

k=1

La figure 2.2 donne un exemple de perceptron a une couche cachée avec 2 entrées,
3 unités cachées et 2 sorties. qui représente la fonction :

Y1 = Ai30 (Wso Xy + Wi Xy + Wyg) + A1pdp(Woe Xy + Wo Xy + W)
+A1d(WiaXo + Wi X1 + Wig) + Ao
Yo = Aggp (Wio Xy + Wi Xy + W) + Agap(Woo Xy + Wo Xy + W)
+ A p(Wia Xy + W11 X1 + Wig) + Ay

Fi1G. 2.2 — Exemple de Réseaux de neurones du type perceptron multicouches & une
couche cachée.

W32
X2

w22

w3

w2
X1

W11

W30 6

W1

1




CHAPITRE 2. LE PERCEPTRON MULTICOUCHES

Remarque 1 Si les fonctions d’activation des unités cachées sont des sigmoides de
parameétres (¢;, ki, 7i)1<icc (cf (2.1)), alors le MLP avec pour nouveaux parameétres :

Wij:’“”;ﬁ@gigc,ogjgm

Aij=cA;,1<1<5,1<5<C

¥ c
Ay = Ay + ijl T
et des tangentes hyperboliques pour fonctions d’activation, représente la méme fonction.

Ainsi, lorsque les fonctions d’activations appartiennent a la famille des sigmoides, on ne
considére que des MLP ou les fonctions d’activation sont des tangentes hyperboliques.

Remarque 2 On peut aisément généraliser ces équations dans le cas ot le MLP a
plusieurs couches cachées (voir, par exemple, Haikin [34])

2.1.3 Quelques propriétés du perceptron multicouches

Les MLP ont rapidement suscité l'intérét des mathématiciens qui ont prouvé de
nombreuses propriétés intéressantes. Il existe encore des problémes non résolus liés
a estimation par MLP, notamment en raison de leur caractére non-linéaire. En fait
si les applications opérationnelles sont trés développées, on ne controle pas encore
bien ce modéle. Nous commencons cette section par le rappel de quelques propriétés
fondamentales :

— La propriété d’approximateur universel
— L’identifiabilité du modéle
— Les équations de propagation et de rétro-propagation.

2.1.3.1 Un approximateur universel

La possibilité d’approcher des fonctions par des MLP a déja suscité une abondante
littérature. Cybenko [18], Hornik [37], par exemple, ont étudié la propriété d’approxi-
mation des fonctions continues a support compact par des MLP & une couche cachée,
munis de fonction d’activation sigmoides. Ainsi on a le théoréme de Hornik et al. [37].

Théoréme 1 Soit un perceptron multicouches défini par ’équation (2.2), ot ¢ est une
fonction strictement croissante et bornée. Soit K un compact de R™ . Alors, pour toute
fonction f continue & support compact (f € C(K) ), f: R™ — R® et pour € > 0, il

existe un entie’r‘C et un ’Uecte?M" de paramét/re W = ((V[/U)1<Z<C 1<j<m+1" (Aij)1<i<8 1<j<C+1> €
ROX(mAL)+sx(C+D) tels que V (X1, - - -, X,,) € R™

C m
f (Xl, . Xm) — (Z Ai(j—l—l) ((b (Z Wj(k-i—l)Xk + Wj1>> + Ail) <€
j=1 1<i<s

k=1

ot ||.|| est une norme de R® .
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CHAPITRE 2. LE PERCEPTRON MULTICOUCHES

Ce théoréme ne fournit pas de vitesse d’approximation. C’est pourquoi différents tra-
vaux ont suivi pour préciser la vitesse de convergence. Citons par exemple Barron

[4].

Théoréme 2 Soit f : R™ — R, une fonction et fsa transformé de Fourier. Posons
wl, = 3755 |wjl la norme Iy de w sur R™. Soit un perceptron multicouches défini par
léquation (2.2), ot ¢ est une fonction sigmoide, et une seule sortie. Alors, si f vérifie

/ ‘w|1
m

Uerreur d’approximation de la fonction par un perceptron multicouches est bornée par

o)

f(w)‘ dw < 00

2.1.3.2 Les équations de propagation et de rétro-propagation

Une des propriétés qui a fait la popularité des perceptrons multicouches est la
facilité avec laquelle s’effectuent les calculs numériques. On va voir qu’en effet les équa-
tions de propagation, qui permettent de calculer les valeurs de la fonction associé & un
MLP, et les équations de rétro-propagation qui permettent le calcul de la dérivée par
rapport aux parameétres de la fonction MLP s’expriment aisément sous forme matri-
cielle. Comme cela complique peu les équations nous traiterons le cas des MLP avec
un nombre de couches cachées quelconque.

Notation 1 En notant T lopérateur de transposition :

-5 X = (Xy,-- -,Xn)T € R" est un vecteur réel, on désignera par X le vecteur
X =(1,X,--,X,)" e RL,
=8 M = (M) cicpocjcm € R™>(m+Y) est une matrice avec n lignes et m + 1

colonnes, on notera M, la matrice (m;;) € R™™™ la matrice extraite
de M en retirant la premiére colonne.

- Si f est une fonction de R dans R et X = (X, -- -,Xn)T € R" un vecteur réel,
on notera f (X) le vecteur (f (X1),---, f (Xn))".

— Enfin, si X, Y sont deuz vecteurs de R" | on notera XQ®Y le vecteur (X1Y1,- -+, X, Yn).

1<i<n,1<j<m

Supposons qu'un MLP représente la fonction Fy, avec N couches cachées, des tangentes
hyperboliques pour fonctions d’activation et une sortie linéaire. Notons W* la matrice
de poids entre les couches k£ et k£ + 1, le poids I/VZ’; reliant 'unité j de la couche £ a
I'unité 4 de la couche k + 1 et C* le nombre d’unités de la couche k.

Equation de propagation Pour calculer la fonction X —— Fy (X), il suffit de
propager ’entrée X par ’algorithme

X(1)=X
{ X(k +1) = tanh (Wk)?(k))
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Cela pour £k =1 jusqua k = N, X (N +2) = WN+LX (N + 1) vaudra alors Fy (X).
Il s’agit de la généralisation & plusieurs couches cachées de 1’équation (2.2).

Equation de rétro-propagation Lorsque que I'on utilise un MLP, on cherche la
plupart du temps & minimiser une fonction de risque R(W) := W +— Q (y — Fw(z)),
ol (z) est une fonction de R® — R. Notons @'(z) la fonction (%ﬁ) . Pour
i /1<i<s
minimiser R(W), on peut utiliser une méthode différentielle en calculant la dérivée de

Wir— Q(y — Fw(z)).

Il faut remarquer que lorsqu’on utilise la fonction tangente hyperbolique pour fonc-
tion d’activation, la dérivée de cette fonction vérifie

tanh’(z) = (1 — tanh(z)) x (1 + tanh(z))

Finalement, notons X' le vecteur ((1 — X;) x (14 X;));;,, DW" la matrice

DW* := (8R(W)

oWy ) o

1<i<Ck,1<j<Ck~1
Soit 9 (k),1 < k < N + 1 des vecteurs réels de dimension C**' )1 < k < N +1, on
calcule la dérivée de R(W) par l’algorithme :

Y(N+1)=Q (y— Fw(z))

b (k) = X (k+ 1) @ (WE) v (k +1)
DWH = X (k+1) x ¢ (k+1)"
DW'=X (1) x ¢ (1)"

pour k = N jusqu’a k = 1, les vecteurs X (k),1 <k < N+ 1 ayant été calculés par
’algorithme de propagation précédent. Connaissant DW* 1 < k < N + 1, on connait
la dérivée de R(W).

2.1.3.3 L’identifiabilité du modéle

Lorsqu’on estime un vecteur paramétre, une propriété fondamentale pour obtenir
des résultats de consistance, c’est-a-dire le fait que I’estimateur converge (au moins en
probabilité) vers le vrai paramétre, est I'identifiabilité du modéle. Cela signifie, que pour
une fonction représentable par un MLP donné, il n’y a qu’un seul vecteur paramétre
qui représente cette fonction.

Si on ne considére qu’un perceptron multicouches de dimension (m, C, s), c’est-a-
dire avec m entrées, C unités cachées et s sorties, comme une fonction paramétrique
sur R” avec D = (m + 1) x C+ (C + 1) x s, le modéle n’est pas identifiable. On peut
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en effet trouver deux systémes de paramétres différents qui générent les mémes sorties.
Ceci peut étre obtenu, par exemple, en permutant ['ordre des neurones de la couche
cachée.

Heureusement, pour établir les résultats de consistance, il suffit de se placer sur un
ensemble polonais (métrique, complet, séparable) et en prenant un espace quotient de
RP convenable, les MLP deviennent identifiables.

Nous donnons dans la suite des conditions nécessaires et suffisantes pour que le
modéle soit identifiable dans le cas d’'un MLP & une couche cachée, avec des tangentes
hyperboliques pour fonctions d’activation, car par la remarque 1, cela inclut le cas de
toute les fonctions sigmoides.

La notation des poids adoptée ici est similaire a celle de la figure 2.2.
Notation 2 $i X = (Xy,---,Xn)" € R™ est un vecteur d’entrée, on note v; (X)

[itmpulsion de la 1-éme unité cachée :

j=1

. ., , R .. R™ — R
Fixons m. Le MLP avec C' unités cachées est associé a C applications affines : .
X — v(X)
On dira que deux fonctions affines v, vy sont “signe-équivalentes” si v; = vy ou

V| = —Us.

On dira qu'un MLP est réductible si et seulement si il vérifie au moins une des
conditions (R) suivantes

1. II existe un indice j € {1,---,C} tel que tous les poids A;; , 1 <14 < s sont nuls.

2. Tl existe au moins deux indices différents ji, jo € {1,---,C} tels que les fonctions
vj,,Vj, sont signe-équivalentes

3. Il existe au moins un indice j € {1,---,C} tel que la fonction v; est constante
On dira qu'un MLP est irréductible si ce n’est pas un MLP réductible.

Notation 3 On note Ny, c,s Uensemble des MLP avec m entrées, C unités cachées et
s sorties qui sont irréductibles. Npc,s est isomorphe 6 RP | avec D = (m+1) x C +
(C+1) xs.

Remarque 3 5i C =0, Ny, 05 sont les fonctions linéaires de R™ — R*

Il y a des transformations triviales qui ne changent pas la fonction MLP. Par exemple, si
on choisit I'unité cachée %, que I'on change le signe de tous les poids W;; pour 1 < 5 < C
et que 'on change aussi le signe des A;;, 1 < ¢ < s, comme la fonction tangente
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hyperbolique est impaire cela ne changera pas la fonction Fy. Notons (j(MLP) le
MLP résultant de cette transformation.

Une autre possibilité est d’interchanger les deux unités cachées j; et jo, ainsi que
les poids correspondants, on note 7;, ;, (M LP) le MLP correspondant. Les applications
Njrgas Ci » J1,J2,7 € {1,-++,C} générent un groupe fini G, ¢ s de transformations sur
'ensemble N, ¢ s (de cardinal 2¢C1).

On dira que deux MLP M; et M, sont équivalents (M;RM>), si et seulement si
il existe une transformation ¢ € G, ¢ s telle que M; = ¢ (Ms). Pour que les fonctions
MLP soient identifiables, on considére donc un ensemble de paramétre inclus dans un
ensemble quotient N, ¢ s/R, qui est évidement un espace polonais.

Notation 4 Soit un MLP, de paramétre W de dimension (m,C,s). Appelons Fy la
fonction représentée par le MLP et pour 1 < i < s, Fy: la fonction représenté par le
MLP extrait a partir de la sortie “17, 1.e. le MLP a sortie scalaire, qui a les mémes poids
que Fy avant la derniére unité cachée, sauf ceuxr qui pointent vers une unité cachée
non reliée a la sortie “47 et qui ne garde que les poids pointant sur la sortie i de Fyy .
La figure 2.3 décrit l'exemple d’un MLP avec trois entrées et trois sorties et i = 3 (ce

qui correspond @ la troisiéme sortie).

Fi1G. 2.3 — MLP Fys (lignes pleines) extrait du MLP Fy (lignes pleines et lignes
pointillés)

Lignes pleines et pointillées : W

Lignes pleines : W

Identifiabilité des MLP dans J}_, Nncs/R, M € N:  Soit M € N, [58] prouve :

Théoréme 3 Si s = 1, les MLP sont identifiables dans Uéion,C,l/R; ie. Fyy =
Fyr W =W"

On en déduit le théoréme :
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Théoréme 4 Soit deur MLP, Fy, Fyw:, appartenant a U?;/[:o Nm.cs/R, irréductibles,
ot m,s € (N*)?, alors Fyy = Fyp & W = W',

Preuve Supposons que ce ne soit pas le cas, donc qu'il existe W # W’ tels que
Fyw = Fy. Alors il existe au moins deux MLP extraits irréductibles Fyyi, Fyyni, tels
que W' # W' et Fyi = Fy» sinon au moins un des MLP vérifie (R)-(1) et n’est
pas irréductible. Mais, comme les MLP extraits ont une seule sortie, cela contredit le
théoréme 3 W

Le MLP est donc identifiable dans U]c\*/[:o Nm,cs/R, pour un M donné. Les dé-
monstrations des propriétés statistiques des estimateurs des paramétres sont souvent
faites pour des paramétres réels, cependant leur transposition a ngo Nmcs/R est
immédiate.

2.2 Régression non-linéaire et dimensionnement du
modéle

Les modéles de régression sont classiques lorsque qu’il faut estimer une fonction
avec un bruit additif. Supposons qu’une fonction inconnue ait la forme paramétrique

9 (z) = Fw, ()
ou Wy € © est un paramétre inconnu.

Supposons aussi qu’en tout point x;, on connaisse la valeur de cette fonction avec
un bruit additif.

Y = Fw, (20) + &4
ol &; est un bruit qui ne dépend pas de ;.

Le probléme est d’estimer la fonction Fyy, en utilisant les données obtenues en
mesurant la fonction Fyy, corrompue par un bruit additif. Ainsi, en utilisant les ob-
servations ((z1,%1), -, (n,Yn)), On peut estimer le parameétre inconnu en minimisant
une fonctionnelle R, (W), associée a une fonction de cott @ (x4, y:, W) avec

1 n
Remp (W) = ; Z Q ($t7 Yt W)
t=1
Repp pourra étre, par exemple, la moyenne de I'erreur quadratique
1 < 2
Remp (W) = n Z lye — Fw (z) |
t=1

ou bien l'opposé de la log-vraisemblance (Nous en verrons un exemple chapitre 4).
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Il faut maintenant, trouver des conditions pour que si I'on choisit
W, = arg min R, (W), W € ©

le paramétre soit “proche” du vrai paramétre W, et notamment que W, =3 W,
au moins en probabilité (propriété de consistance faible). Nous allons exposer ici les
problémes liés a la régression non-linéaire dans un cadre du a V. Vapnik [60]. L’idée
principale est de controler la complexité du modéle pour assurer que ’erreur de celui-ci
soit bonne non seulement sur les données que 1’on observe, mais aussi sur des données
futures, non encore observées, provenant du méme phénomeéne.

2.2.1 Exemples de mauvaise adéquation du modéle aux données
2.2.1.1 Polynémes de degré quelconque

Supposons que (z:,y;) € R%, et que © soit I'ensemble des polynomes de degré
quelconque. Alors pour des observations ((x1,y1),- -, (Zn, Yn)) telles que

Vi,jE{l,"',ﬂ}Z,i#j:}.’L‘i?éﬂij

et % > ¢ > 0; il existera toujours un polynéme P, € © de coefficients W,, tel que
Remp(W,) < €.

Supposons maintenant que le vrai bruit ait une variance de 1, on aura alors

lim P, # Fy,

n—oo

Il est donc évident que I'on ne peut choisir notre estimateur W, dans un espace trop
grand. Pour prendre en compte ce probléme, Akaike a énoncé le principe de parcimonie,
qui privilégie les modéles avec un petit nombre de paramétres. Hélas, dans un cadre
général, cette précaution n’est pas suffisante.

2.2.1.2 Fonction sinus

Placons nous dans le méme cadre que précédemment, mais supposons de plus que
les données y; sont bornées, ¢’est-a-dire qu’il existe A, B € R? tels que

VteNA<y, <B

et que les écarts entre tous les z; sont tous différents modulo 27, par exemple z; =
100h1<t<m.

Supposons que les fonctions Fy, soient de la forme Fy (z) = (B — A) sin (W X z)
et W € R. Alors pour W assez grand et bien choisi (cf Vapnik [60] section 3.6), on
aura pour 1 > € > 0, Repp (W) < € et donc

lim FWn ?é FWO

n—oo

22



CHAPITRE 2. LE PERCEPTRON MULTICOUCHES

Cependant cette fonction n’a qu’un seul paramétre, ainsi le principe de parcimonie est
inutile dans ce cas.

Le principal probléme dans ces deux exemples est que 1’on cherche & estimer le
modéle en minimisant un risque empirique

1 n
R W) =— e, Yp, W
emp ( ) n ; Q( ts Yt )
en espérant que celui-ci se rapproche du risque théorique

R(W) = /Q(x,y, W) dP,dP,

ou
/ f(z)dP,
représente I’espérance suivant la loi de la variable aléatoire X de la fonction f .

Or, dans les exemples cités, ce n’est pas le cas. C’est pourquoi Vapnik a étudié
la distance du risque empirique avec le risque théorique et en a déduit le principe de
minimisation du risque structurel.

2.2.2 Principe de minimisation du risque structurel

Nous allons dans un premier temps donner des définitions essentielles.

2.2.2.1 La dimension de Vapnik-Chervonenkis (VC-dimension)

Notons z; = (z¢,;) € R? et Q(xg, v, W) := Q (2, W).

VC-dimension d’un ensemble de fonctions indicatrices Soit un ensemble quel-
conque de fonctions indicatrices dépendant d’un paramétre W, Q (z, W), W € O, par
exemple © C R? et Q (2,W) =1si z€ W, Q(2,W) =0si 2 ¢ W. La dimension de
Vapnik-Chervonenkis d’un tel ensemble est le nombre maximal de vecteurs zi,-- -z
qui peuvent étre séparés en deux classes suivant les 2" facons possibles, en utilisant
les fonctions de ’ensemble @ (z, W), W € ©. On dira alors que les vecteurs z1,-- -, zj
peuvent étre éclatés par cet ensemble de fonctions.

Si pour tout n € N*, il existe un ensemble de n vecteurs qui peuvent étre éclatés
par ’ensemble @ (z, W), W € O, alors la VC-dimension est égale a I'infini.
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VC-dimension d’un ensemble de fonction réelles Soit A < Q (2, W) < B, W ¢
© un ensemble de fonctions réelles paramétrées par W, bornées par des constantes A et
B (A et B peuvent étre —oo et +00). Considérons ’ensemble des fonctions indicatrices

I(z,W, ) =5(Q(2,W)—-8),We0,5€]A B (2.3)

ou S (z) est le fonction signe :

Osiz<0
S(Z)_{ 1siz>0 °

La VC-dimension de I'ensemble de fonctions réelles @ (z, W), W € O, est alors la
VC-dimension de ’ensemble des fonctions indicatrices correspondantes (2.3) avec pour
paramétres W € © et § € |A, B].

Quelques exemples On trouvera dans Vapnik [60], la dimension de quelques en-
sembles de fonctions.

1. La VC-dimension de ’ensemble des fonctions linéaires :

l
QW)=Y Wz + Wo, Wo,---,W;) € R

p=1

est égale 4 [ 4+ 1. Notons que pour un ensemble de fonctions réelles quelconques,
la dimension de Vapnik-Chervonenkis n’est pas, en général, égale au nombre de
parameétres.

2. La VC-dimension de ’ensemble
Q(z,W)=sin(Wz), WeR

est infini.

2.2.2.2 Borne du risque fonctionnel

On présente ici une borne qui controle la capacité de “généralisation” d’un modéle
(voir Vapnik [60] chapitre 4), c’est-a-dire 1’écart entre le risque empirique d’un modéle
et son espérance théorique.

Soit (z1,-- -, 2,) des observations i.i.d. Considérons un ensemble de fonctions avec

une VC-dimension finie A, et soit 0 < @ (2, W) < B < 00, une fonction positive bornée.
Alors, on a avec la probabilité 1 —n

R(W) < Ry (W) + = (1 + \/ 1+ %Z(W)) (2.4)
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ou

RMU=/Q%WMR

1 n
Remp (W) =~ > Q (2, W)
=1

6:4h(ln27"+1)—1n(g).
n

Si la fonction @ (z, W) est positive non bornée, on a avec la probabilité 1 — 7

Remp (W)

RW) < Taty) rva,

(2.5)

avec

ou le couple (p, 7) vérifie

o Y@ G W) P

<7 <00
weo [Q(z,W)dP, —

2.2.2.3 Principe de minimisation du risque structurel (SRM)

Soit un ensemble E de fonctions @ (z,W), W € ©. Supposons qu’il existe des
sous-ensembles emboités F; = {Q (z, W’“) , Wk e @k} tels que

EiCE,C---CE,C:--
ou les ensembles Ej vérifient
1. La VC-dimension h; de chaque ensemble E} est fini, et

hy <hy <o < By <oe

2. Chaque élément Ej, est composé

(a) ou bien d’un ensemble de fonctions positives bornées

0<Q(2,W") < By <00, WF e O
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(b) ou bien d’un ensemble de fonctions satisfaisant les inégalités

=

(J Q¥ (2, W")dP,)
wieo, | Q(z, WF)dP,

S Tk, P > 2 (26)

pour des paires (p, 7).

Le principe de minimisation du risque structurel choisit la fonction @) (z, W’“) pour
laquelle le risque garanti (déterminé par le membre droit des inégalités (2.4) ou (2.5)
suivant les circonstances) est minimal.

Ce principe définit donc un compromis entre la qualité d’approximation et la com-
plexité des fonctions d’approximation, puisque lorsque k£ augmente, le risque empirique
Repp (Wk) décroit, mais le terme responsable de l'intervalle de confiance du risque
R(W) (la seconde somme du membre droit de I'inégalité (2.4) ou bien le facteur du
membre droit de 'inégalité (2.5)) s’accroit. Le Principe SRM prend en compte ces deux
facteurs en choisissant le sous-ensemble E} pour lequel minimiser le risque empirique
fournit la meilleure borne sur le risque théorique (cf figure 2.4).

FI1G. 2.4 — La plus petite borne sur le risque est obtenue pour Eypiimai

Borne du risque

Intervalle de confiance

x Risque empirique

-
-

El Eoptimal Ek
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Analyse asymptotique de la vitesse de convergence Soit E* = |J;~, E, sup-
posons que E* soit dense dans E pour la métrique ||.|| :

1Q (2 W) — Q (2, Wa)|| = / QW) — Q (2 Wa)| P,

Considérons une loi qui a tout n € N*, associe I'indice k£ = k (n) de 1’élément Ej pour
lequel on minimise le risque empirique. Alors Vapnik [60] établit le théoréme suivant

Théoréme 5 Le principe de minimisation du risque structurel fournit des approrima-
tions @ (z, Wk(")), pour lesquelles la suite des risques R (Wk(")) converge vers le plus
petit risque

R(Wy) = jnf / Q (W) dP,

[ Ry In N
1% (77,) = Tk(n) + Tk(n) k) ;L

si la loi k =k (n) est telle que

avec le taux asymptotique'

T2 by In
lim 2

n—00 n
ol

1. Ty = By, si on considére une structure avec des fonctions bornées 0 < @) (z, W’“) <
By

2. Ty, = Tk, st on considére une structure avec des éléments satisfaisant l’inégalité
(2.6)

Tk(n) €st le taur d’approzimation

re = inf /Q(z,Wk) dP, —Vivxéf@/Q(z,W) dP,

Wkecoy,

Le SRM permet donc d’ajuster un modéle en le calibrant suivant le nombre de données.
On connait de plus son comportement asymptotique.

1On dit que la suite de variables aléatoires &,, n € N* converge vers la valeur & avec la vitesse
asymptotique V (n), si il existe une constante c¢ telle que

(V (n) ™" |&n — &o| = ¢
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Les limites du SRM Le principal inconvénient des bornes établies par Vapnik est
qu’elles ne sont valables que pour des variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées. Or dans ce mémoire nous traitons des séries temporelles et des modéles
autorégressifs, c’est-a-dire ol les données explicatives seront le passé du processus. De
plus, la dimension de Vapnik-Chernovensky n’est connue que pour les MLP ayant des
fonctions indicatrices sur la couche cachée. Dans le cas ot les fonctions d’activation sont
des tangentes hyperboliques, il n’existe que des bornes supérieures de cette dimension.
C’est pourquoi, pour éviter la sur-paramétrisation de nos modéles, nous utiliserons un
terme de pénalisation qui dépendra du nombre de paramétres et du nombre de données.
La philosophie d’une telle approche est assez similaire au principe du SRM, mais le
cadre théorique est différent, ainsi que les résultats qui en découlent.

2.2.3 Identification presque stire des modéles par critére d’in-
formation

Nous donnons dans cette section une vue intuitive des méthodes utilisées dans le
cadre des perceptrons multicouches. Ces méthodes seront justifiées théoriquement dans
le chapitre 4.

2.2.3.1 Les principes de bases

Nous supposerons dorénavant qu’il existe un ensemble dominant Ejy,, telle que le
vrai modéle appartienne & F, C Fg4,, . Par exemple on pourra supposer que le vrai
modéle est un perceptron multicouches avec au plus 10 entrées et 100 unités cachées.
Nous devons alors choisir une architecture pour laquelle le risque empirique est petit,
mais qui a un nombre raisonnable de paramétres.

Notons  le nombre de paramétres du MLP Fy,, nous choisirons alors le modéle
qui minimise :

Ry (W) 16 (27)

ol ¢ (n) est la vitesse de pénalisation. Notons qu’il s’agit 1a aussi d’'un compromis entre
la qualité d’approximation (R.m, (W)) et la complexité du modéle (J). Cependant, a
priori, le paralléle avec le SRM s’arréte ici, puisque deux MLP peuvent avoir un méme
nombre de paramétres et des VC-dimensions différentes.

Nous montrons aussi au chapitre 4 que, sous de bonnes hypothéses, les modéles
qui minimisent le critére (2.7) convergent presque siirement vers le vrai modéle (pour
le SRM, on ne suppose pas que le vrai modéle appartient a ’ensemble des fonctions
considérées). Néanmoins dans toutes les applications pratiques de ce mémoire, nous
utiliserons la stratégie suivante qui sera alors proche de la philosophie du SRM.
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2.2.3.2 La méthode d’identification

Lorsque l'on travaille avec des données réelles, il faut prendre des précautions qui
ne sont pas indispensable théoriquement, mais le sont dans la pratique. Ainsi, il faut
une méthode qui conduise & un résultat en un temps “raisonnable”.

Pour identifier un modéle, nous commencons par essayer de déterminer une archi-
tecture qui soit dominante (i.e. qui contienne tous les paramétres du vrai modéle), mais
en étant le moins sur-paramétrisée possible. En effet si le modéle dominant est trop
grand, les estimations préliminaires seront mauvaises et la méthode adoptée ici don-
nera de mauvais résultats. Pour déterminer cette architecture, nous procéderons d’une
maniére identique au SRM, a la différence prés que nous n’utilisons pas les bornes du
Vapnik (les inégalités (2.4) et (2.5)), mais le critére d’information (2.7).

Fixons un nombre d’entrées suffisamment grand pour étre sir que les données
explicatives choisies contiennent les vraies données explicatives, puis estimons le modéle
avec des MLP Fy,,--- Fy,, -+, ou Fy, représente un MLP, avec une couche cachée et
k unités cachées. On remarquera que, si on note h; la VC-dimension associée au MLP
Fy, , on aura bien

hy <<k <---

En notant d; le nombre de paramétres de Fy, et BIC (k) := Repmp (W) + (5kc(n—") la
valeur du critére d’information associé & cette architecture on aura pour les premiéres
architectures

BIC(1) > BIC(2) > --- > BIC(k).
On suppose alors que le MLP Fyy,, est dominant, si
BIC (k* — 1) < BIC (k¥).
Cela revient a ajouter une unité cachée tant que le BIC du modéle décroit et a s’arréter
dés qu’il remonte, on obtient donc la suite
BIC(1) >---> BIC(k* —1) < BIC (k*) .

Ensuite on enléve, une & une, des connexions (paramétres) du MLP Fy,, suivant la
méthode du “stepwise descendant” expliquée & la section suivante, créant une suite de

MLP, (kai)ieN avec de moins en moins de paramétres. On remarquera que si on note
hi, la VC-dimension associé au MLP Fy, , on aura :
By > -+ > by, > - -
On choisira alors le MLP Fyy, . qui minimise le critére (2.7). On obtient donc la suite
BIC (hg,) > ++- > BIC (hy,.) < BIC (hy,,,) -

On trouvera dans ’annexe, le détail sur 'implémentation de cette stratégie dans le
programme d’estimation (REGRESS) développé au cours de cette thése (cf Annexe
A).

Cette recherche d’architecture correspond au schéma 2.5.

29



CHAPITRE 2. LE PERCEPTRON MULTICOUCHES

F1G. 2.5 — Minimisation du critere d’information, Fopsime correspond & un MLP avec

k.. parametres.
A

Critéere d’information

E E E E
! k-1 optimal k

2.2.3.3 La méthode du “stepwise descendant” (cf Mangeas [49], Cottrell et
al. [16])

Une fois le MLP dominant (Fyy,) déterminé, on a besoin d’affiner le modéle en
retirant des connexions. Il faut donc déterminer quels paramétres sont inutiles (c’est-
a-dire nuls). La technique est donc basée sur un test de nullité des paramétres.

On établit en effet (cf [64]) que I’estimateur des moindres carrés (ou bien celui intro-
duit chapitre 4, associé a la vraisemblance gaussienne) est asymptotiquement gaussien
(quand n — 00), en fait on a

ﬁ(W—W) £ N(0,5)

Tenter d’éliminer la connexion Wj; consiste alors & tester ’hypothése W;; = 0 contre
I’hypothése alternative W;; # 0 suivant un test de Student (en fait un test gaussien,
puisque le nombre d’observations est grand).

Enumérons I’ensemble des couples (,j), soit [ le numéro de (i,5), M le modéle
courant et M! le sous-modeéle obtenu en annulant le poids W;;. On suppose que M
contient k£ parameétres.
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On utilise les statistiques (7}), ;. utilisées pour tester W;; = 0 contre W;; # 0 :

T, = Wi (2.8)

(1)

o (Wzy) = (20)1,1

L’algorithme d’élagage s’écrit alors :

avec

1. Calculer, pour chaque poids d’indice [ € {1,---,k}, le quotient 7; correspondant
a I’équation (2.8)
2. Déterminer I’'indice
= in T,
8, pin, T
3. Eliminer la connexion [* .

4. Accepter 'élimination si le critére d’information (2.7) décroit.

On stoppe cet algorithme d’élagage dés que ’élimination d’une connexion ne fait plus
décroitre le critére d’information.

Ce type d’algorithme fait partie de la famille des “stepwise descendant”, largement
utilisés dans le domaine de la régression linéaire (cf [23]).

2.3 Estimation des fonctions MLP

On a vu que la modélisation statistique a 1’aide de fonctions MLP implique la mi-
nimisation d’une fonction de risque (ou de cotit) pour des données observées fixées. Les
articles traitant des différentes méthodes d’optimisation des fonctions de risque sont
innombrables et il est impossible d’en donner une vue exhaustive. Nous nous borne-
rons & présenter les méthodes les plus classiques issues de I'optimisation différentielle,
puisque l'on a vu que le gradient était facile a calculer.

2.3.1 L’optimisation déterministe
Soit des observations (z,y); = ((z,y),," ", (z,9),) € (R?)". Soit

Un(W) = f ((z,9)7, W)

une fonction réelle du vecteur parameétre W et des observations yf, on cherche le
paramétre Wy qui réalise le minimum de W ——— U, (W)

Wy = argmin U,, (W)
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2.3.1.1 L’algorithme du premier ordre

Notons VU, (W) = (%) . le vecteur gradient par rapport aux paramétres
_Z_

de la fonction U, (W). Si on construit une suite de parameétres (Wy), . telle que

Wk—H = Wk — SVUn (Wk)

avec € > 0 suffisamment petit et que VU, (Wy) reste borné, la suite W,, converge vers
W*, minimum local de la fonction U, (W). L’inconvénient principal de cette algorithme
est sa lenteur. On utilise alors I'une des nombreuses techniques d’accélération.

2.3.1.2 Les algorithmes d’ordre supérieur

L’idée principal est de modifier la direction de descente, pour la replacer dans la
“métrique” induite par la Hessienne. On construit une suite de paramétres (W), oy
telle que

Wi = Wi — v Hy VU, (Wy)

ol Hj, est une matrice définie positive et 7 le pas de descente a I'instant k. On trouvera
les nombreuses fagon de déterminer des suites (Vk)gcn €t (Hi)gen-convenables dans
Press [53]. On peut principalement dire que

1. Hj est une approximation de l'inverse de la matrice hessienne au point Wj

2. 7 est un pas qui assure que la fonction & minimiser décroit bien a chaque itéra-
tion, par exemple

v, = argmin U, (Wy, — yH, VU, (Wy))
B

ou bien 7, est tel que
Un Wy, — mHe VU, (Wy)) < U (Wg)
Une facon d’assurer de telles propriétés pour 7, est d’utiliser une technique de minimi-
sation unidimensionnelle telle que I’algorithme de Brent (cf [53]).
Parmi ces algorithmes “accélérés” citons :

— L’algorithme de gradient conjugué de Later, Polak et Ribiére.
— L’algorithme quasi-newtonien de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno (BFGS).
— L’algorithme de Levenberg-Marquart

Ce sont des algorithmes classiques, dont on pourra trouver le détail dans [53].

2.3.2 L ’optimisation stochastique
L’algorithme d’optimisation stochastique met a jour le paramétre observation aprés

observation. Il est essentiellement utilisé lorsque 1’on dispose d’un grand nombre d’ob-
servations.
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2.3.2.1 L’algorithme du gradient stochastique

Supposons que la dérivée de U, (W) s’écrive de fagon additive :
1 n
VU, (W)=—->» VU (y, W
") = 3 VU (e W)
On construit alors une suite de paramétres (Wy), o qui vérifie

Wis1 = Wi — VU (Y, W)

oll 7, est une suite de gains satisfaisant
o o0
Yo >0, Y =00, Y 7 <00 (2.9)
n=1 n=1

Par exemple, si U,, est la moyenne de ’erreur quadratique, on aura alors ’algorithme
classique de “Least mean square” (LMS)

Wiy =Wy — %V ((yr — Fw, (r))?) -

Cette technique assure sous de bonnes conditions que (W}), .y converge vers un mi-
nimum local de la valeur moyenne

/U (y, W) dP,.

2.3.2.2 Gradient stochastique accéléré

Le gradient stochastique est un algorithme plutot lent, il requiert énormément de
données pour converger. Il y a principalement deux facons de 1’accélérer.

Modification de la direction de descente On peut modifier la direction de des-
cente & 'aide d’une matrice définie positive comme dans la section 2.3.1.2

Wit = Wi — yH, VU (yg, W)

Le choix optimal pour Hj, est l'inverse de la matrice d’information , i.e. H, 1=
I(Wk)a ou
I(W) = E [VU(y, W)VU(y,W)"]
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Cela correspond au gradient naturel d’Amari |2|. Le calcul de cette matrice d’ infor-
mation requiert une intégration numérique, ce qui est trés cotliteux en temps de calcul.
On utilisera donc a la place une estimation de cette matrice, i. e.

k
1
H'= : > VU (i, Wi) VU (1, W) "

=1

La matrice Hy peut étre estimée récursivement grace au lemme d’inversion de matrice

de Ricatti : (en notant hy = VU (yx, Wy))

1 (H - Ve Hy—1hyhf Hy )

He . . =
A 1 — % 1-— ’Yk) + ’)/khfﬂkhk

On prouve alors que conditionnellement a la convergence de (Wj), o Vers un minimum
local, cette algorithme est asymptotiquement efficace (cf [24] ou [2]).

Moyennisation de l’algorithme Il suffit de poser

{ E]H_l = Wj{; - ’YnVU (Z/k, Wk)
Wi =W+ %HWICH

On prouve alors que conditionnellement & la convergence de (Wk)k o+ VETS Un mi-
nimum local, cette algorithme est asymptotiquement efficace (cf [24] chap. 4 section
III). D’aprés notre expérience, cet algorithme se comporte moins bien lors du régime
transitoire (les premiéres itérations de I’algorithme) que l'algorithme précédent.

34



Chapitre 3

Initialisation et estimation par recuit
simulé

Les algorithmes de gradient n’assurent que la convergence vers un minimum local
de la fonction de risque associée & un probléme d’estimation statistique. Une fagon
d’obtenir un minimum global est de recommencer les estimations sur de nombreuses
initialisations aléatoires des paramétres. En effet, si on tire les poids suivant une loi
uniforme dans I’ensemble des paramétres et que cet ensemble est compact, une infi-
nité de tirages assure l'initialisation de 1’algorithme dans le bon bassin d’attraction.
Cependant, on peut espérer améliorer cette démarche naive en utilisant une méthode
de recuit simulé. C’est I'objet de cette section.

3.1 Fondements du recuit simulé

3.1.1 Une technique stochastique d’optimisation
Soit des observations (z,y)] = ((z,v),, -, (z,¥),) € (R?)". Soit
Un(W) = f ((z,9)7 , W)

une fonction réelle du vecteur paramétre W d’un MLP et des observations (z,y)], on
cherche le paramétre Wy qui réalise le minimum de W —— U, (W)

Wy = arg mui/n U, (W)

D’un point de vue mathématique, le recuit simulé est un algorithme stochastique
ayant pour but de trouver Wj.
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Supposons dans un premier temps que ’ensemble des paramétres possibles est
un ensemble fini E'. On appelle E D'espace des configurations (paramétres). Nous
appellerons U,, (W) la fonction d’énergie.

Un recuit simulé séquentiel est un algorithme sur E qui génére une séquence aléa-
toire W; € E de configurations qui vont se concentrer quand ¢ — oo sur I’ensemble
des minima absolus de U,,.

Fixons une matrice stochastique de transitions ¢(i, j) sur E X E avec g symétrique
et irréductible. Définissons V; = {j € E'| ¢(i,7) > 0} Pensemble des voisinages de i.
Nous avons pour ¢,7 € E

eV, eV

Fixons maintenant une séquence décroissante de nombres 7; > 0, t € N. T} s’appelle une
température et la suite (7})ien un schéma de températures, ou régle de refroidissement.

On définit maintenant un algorithme stochastique définissant une suite Wy, ..., Wy, ...
de configurations aléatoires W; € E de la maniére suivante :

— Choisissons premiérement dans Vi, un voisin aléatoire & de W; tels que
P& =g Wy) = q(Wy, j)

(W,) alors, posons Wy 1 = &

- SiU, (&) < U,
> U, (W;) alors soit :

- SiU, (&)
b = €exp __(Un (gt) — Uy (Wt))

On fait un choix aléatoire entre les deux décisions (Wi = &) et (Wi = W),
avec

P(WH—I = ft) =p

PWyr=W)=1-p
La suite (W), est alors une chaine de Markov inhomogéne dans le temps, avec une
fonction de transition définie par
P(Wy = j W =1) = pr, (4, ])

ou l'on a posé :
prlid) = alidesy |2 O 0 -G s i

et
pT(Z', 7’) =1- ZPT(%])
i#]
Cet algorithme est appelé un algorithme de Recuit Simulé séquentiel et est associé a la
fonction d’énergie U, la régle de refroidissement (7}):en+ et la matrice d’exploration g.

LGénéralement I’espace des paramétres est inclus dans un compact réel. On peut cependant consi-
dérer que, lorsqu’on calcule sur un ordinateur, on est dans un espace fini puisque la machine ne peut
représenter qu’un nombre fini de réels.
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3.1.1.1 Convergence du Recuit Simulé

Une configuration W, € E est dite “minimum global” de ’énergie U, si :

U, (W) = v%/%fE Up (W)

Appelons E,,;, ’ensemble des configurations qui sont des minima globaux pour U,,. Si
on suppose qu'il existe un entier M tel que V(W, &) € E?,¢™(W,£) > 0 et si on note :

A = max (UH(W) - U’n(g)a (W7 g) € an(Wv 5) > 0)7

si la température suit un schéma logarithmique :

Ty

- log(t—i—l)’tEN*

T,

Hajek [32] montre qu’il suffit que Ty > M X A pour que :

lim P (W; € Epin) =1

t—00

On peut donc dire que, si la température initiale est suffisamment élevée, la suite
(Wy);en» converge en probabilité vers 'ensemble des minima globaux.

3.2 Implémentation du recuit simulé pour un MLP

3.2.1 Simplification spécifique aux MLP

Nous limitons notre étude aux MLP dont la sortie est linéaire, c’est-a-dire dont la
fonction d’activation des unités de sortie est 'identité?. De plus, on ne considére que
des MLP avec une couche cachée, mais la généralisation a plusieurs couches est facile.
Supposons que le MLP ait m entrées, [ unités cachées et s sorties, pour des poids entre
les entrées et la couche cachée fixés, on associe & chaque xz; € R™ un vecteur C; de
dimension [ dont les composantes sont les valeurs des unités cachées aprés propagation

de Ty .
C, = (tanh (Z Wiz, (k) + Wj())) :
1<j<i

k=1
On note C la matrice dont les lignes sont les n vecteurs (Cy)=1,. -

Soit « la matrice dont les composantes sont les poids de sortie. Pour trouver les
poids de sortie optimaux, on doit minimiser 1’expression :

IC % a —y|”

2Si la fonction de sortie n’est pas I’identité mais une fonction g bijective continue, il suffit de poser
Y/ = g7'(Y;) pour pouvoir appliquer le méme raisonnement
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ot y est la matrice dont les lignes sont les n sorties y; et ||.|| est la norme euclidienne.
Les poids de sortie o peuvent donc étre déterminés de fagcon optimale par régression
linéaire. Cette remarque diminue le nombre de paramétres & déterminer et améliore de
fagon spectaculaire les résultats du recuit simulé.

Dans la suite, le vecteur paramétre représentera donc uniquement les poids entre
les entrées et les unités cachées du MLP.

3.2.2 L’espace d’état

Ici W € RZ, ou B est le nombre de poids du MLP entre I’entrée et la couche
cachée. On notera W;; le poids reliant I’entrée j et I'unité cachée i. Classiquement, le
nombre de configurations possibles des paramétres doit étre fini (méme si il est de grand
cardinal). On commence par restreindre I'ensemble de nos parameétres a un compact
de R", ensuite on envisage deux méthodes

— Discrétisation des poids :
Les poids ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs.

— Probabilité de proposition continue :
La probabilité de proposition est continue (par exemple gaussienne). Ici Des-
pace n’est plus fini (bien qu’il le soit pour le calcul par ordinateur). On garde
cependant un schéma comparable au recuit simulé sur un espace fini.

En pratique on travaillera avec les espaces suivants

1. Discrétisation uniforme :

Les poids sont discrétisés de la fagon la plus simple, c’est-a-dire qu’ils ne peuvent
prendre que des valeurs de la forme : k£ x V ou V est un paramétre constant (le
pas de la discrétisation) et k € Z.

2. Discrétisation géométrique :
L’écart entre les points augmente géométriquement au fur et & mesure que 'on
s’éloigne de zéro. Le facteur multiplicatif est (1 + V). Ainsi les valeurs possibles
pour les poids sont de la forme : &1 x (1 4+ V)* avec I valeur initiale du pas.
On fait varier moins vite les poids qui sont plutot proches de zéro, car plus ils

sont grands, plus ils risquent de saturer les unités cachées. En effet, supposons
que pour z € R™ on ait

m
Z ij$ + Wjo =2
k=1

alors

tanh (Z ijl' + Wjo) = 0.964.

k=1
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Soient de nouveaux poids W' tels que

Z kx-i—

alors
tanh (Z 1T+ W;0> = 0.995,

soit une différence de 0.031 pour la valeur d’activation de cette unité cachée.
Maintenant si

Z ij.’l? =+ Wj() =0
k=1
alors
tanh (Z Wiz + Wj()) =0
k=1

et si de nouveaux poids W' sont tels que

Z kx+ 0:1

alors
tanh (Z T+ W;0> = 0.761,

soit une différence de 0.761 pour la valeur d’activation de cette unité cachée. Il
faut une variation plus importante des poids pour une modification significative
de la valeur des unités cachées au fur et & mesure que 1’on s’éloigne de 0.

3. Espace des poids continu :

Les poids prennent leur valeur dans R®. On proposera de nouveaux poids a 'aide
de la loi normale.

Enfin, pour garder des temps de calculs raisonnables, on se restreindra a [I;;| < 100

3.2.3 Le schéma de températures

Un schéma de températures logarithmique converge trés lentement, en effet pour
que T; < ﬁ il faut que ¢t > 2.68 x 10*3, ce qui est déraisonnable. C’est pourquoi le
schéma de températures le plus employé est le schéma exponentiel, c’est-a-dire T; =
Ty x of, avec 0 < a < 1. Généralement la température reste constante sur des paliers

de longueur fixe, on utilisera ce schéma dans tous les exemples traités apreés.
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3.2.4 L’algorithme

On décrit ici 'algorithme général, commun a toutes les espaces de poids possibles.
Les différents espaces de paramétres apparaissent dans la fonction “perturb” qui calcule
la nouvelle proposition de poids.

3.2.4.1 Algorithme commun

Procédure RECUIT SIMULE
DEBUT : Initialise ( poids courants, Ty, Erreur courante, Meilleure Erreur)
Pour i =0 ;i < (Nombre températures)
Pour j =0 ;j < (Longueur palier)
Perturb(poids=W)
Calcul(Ey);
Si Ey < (Erreur courante) Alors
Erreur courante := Ey
Poids courants = W
Si Erreur courante < Meilleure Erreur Alors
Meilleure Erreur := Erreur courante
Meilleurs Poids = Poids courants

Sinon
p=exp ( Erreurco%antefEW )
Si U[();l] <p

Erreur courante = Ey
Poids courants = W
Sinon on garde les poids courants
Prochain(j)
Calcule prochaine température T;,;, Prochain(i)
FIN

Cette fonction fournit les meilleurs poids et la meilleure valeur de la fonction d’er-
reur.

Cette procédure est simple, mais elle requiert pour étre mise en pratique plusieurs
réglage qui sont :

— La température initiale 7j
— La longueur des paliers
— L’amplitude des voisinages

Déterminer la température initiale est un réel probléme. Heuristiquement, si elle est
trop petite, la région explorée par le recuit simulé est petite et on risque de ne pas
pouvoir atteindre un vrai minimum global, si elle est trop grande 'algorithme explore
un vaste domaine de paramétres et converge trés lentement.
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3.2.4.2 Les différentes fonctions “perturb”

Cette fonction choisit les nouveaux poids candidats W;;. Dans les trois cas, on
choisit au hasard uniformément sur les indices 4,7 un poids W;;. Puis on tire une
variable aléatoire D qui peut prendre comme valeurs soit —1, soit 1, avec la méme
probabilité 1. Ensuite on aura :

Discrétisation uniforme
Wij =W +V x D
Cela implique que chaque point a deux voisins (sauf aux bornes ou il n’a qu'un seul
voisin)
Discrétisation géométrique
7 74 D
VVZ'J':WZ']' X (]_+V) ,

sauf si |W;;| = I o I est la valeur absolue initiale du paramétre, dans ce cas on pose :

Wij = =W
Cela implique aussi que chaque point a deux voisins, sauf aux bornes.
Proposition continue
fW-;'j = I/Vz'j -+ V xe
ou ¢ suit une loi N(0,1).
3.2.4.3 Schéma de températures
Le schéma exponentiel est T} = Ty * o' avec 0 < o < 1. La température restera

constante sur des paliers de longueur L. Dans les exemples ci-dessous, on prendra

toujours 100 températures avec a = 0.95, on aura donc Tigy = lTG—‘;).

3.3 Un exemple d’approximation de fonction

3.3.1 La fonction

On considére un discrétisation de la fonction sin (%) pour z € [—1;1] en prenant
201 points équi-espaceés :

(CCl = —1,$2 = _0997 e, X201 = 1)
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La fonction considérée n’est pas continue mais ils existe une infinité de fonctions
continues passant par les 201 points ainsi déterminés. Le théoréme d’approximation
universelle des perceptrons multicouches assure que le MLP peut apprendre une de ces
fonctions, pourvu que le nombre d’unités cachées soit suffisant. La figure 3.1 montre
que les variations de cette fonction au voisinage de zéro la rendent difficile & apprendre
au MLP.

Le graphique 3.2 représente la fonction de cotit suivant deux poids pour un MLP
avec une entrée et dix unités cachées, c’est-a-dire :

e - (1))

t=1

Pour créer cette surface d’erreur, on a fait varier les poids entre I'entrée et les deux
premiéres unités cachées entre —20 et 20 avec un pas de discrétisation de 0.2 , les autres
poids restant constants. Il s’agit donc ici des poids Wy, et Wy,. Les poids de sortie sont,
déterminés par régression linéaire. On peut remarquer qu’il existe plusieurs minima
locaux, alors méme que cette fonction est restreinte a deux poids. Il est donc justifié
d’utiliser un recuit simulé pour essayer de les éviter. Les pics au centre proviennent de
la régression linéaire lorsque la matrice C*C' (voir 3.2.1) devient presque singuliére.
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Fi1G. 3.1 — La fonction & approximer
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3.3.2 Estimation par gradient et initialisation aléatoire
3.3.2.1 Comparaison de différents algorithmes

On utilise un MLP avec une entrée, dix unités cachées, une sortie scalaire (la
fonction de sortie est I'identité) pour approximer la discrétisation de la fonction sin (%)
sur 200 points. La fonction de cotit est I’erreur moyenne quadratique.

On choisit les poids initiaux en les tirant suivant une loi uniforme U[—0.5;0.5[.
En pratique on change le tirage aléatoire de l'ordinateur en changeant la “graine”
du générateur aléatoire. On a recommencé l'estimation dix fois avec un tirage initial
différent a chaque fois.

On va comparer, sur cette fonction, les différentes implémentations du recuit simulé
et différents algorithmes de gradient (voir section 2.3.1.2) , c’est-a-dire

— Le gradient conjugué

— Le BFGS

— Le Levenberg-Marquart
— Le gradient stochastique

Pour tous les algorithmes de gradient, on fera au maximum 1000 itérations.

Le gradient conjugué On redémarre I'algorithme (c’est-a-dire qu’on réinitialise le
terme de conjugaison) si ’erreur commence a décroitre trop lentement. On obtient les
résultats suivants :

TAB. 3.1 — Estimation par gradient conjugué

Graine 0 1 2 3 4
Erreur finale || 0.0682 | 0.0578 | 0.1207 | 0.0614 | 0.0633
Graine 5 6 7 8 9
Erreur finale || 0.2399 | 0.1207 | 0.0744 | 0.2398 | 0.0690

Remarque 4 1l est utile de redémarrer l’algorithme, car s’il converge vers un mauvais
minimum local, le redémarrage donne un choc stochastique au gradient, qui lui permet
souvent d’en sortir, a titre de comparaison on donne les résultats sans redémarrage :

TAB. 3.2 — Estimation par gradient conjugué sans redémarrage

Graine 0 1 2 3 4
Erreur finale || 0.239 | 0.239 | 0.239 | 0.239 | 0.239
Graine 5 6 7 8 9
Erreur finale || 0.239 | 0.239 | 0.239 | 0.239 | 0.120
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L’algorithme BFGS On redémarre I'algorithme dans les méme conditions que pré-
cédemment. On obtient les résultats suivants :

TAB. 3.3 — Estimation par BFGS

Graine 0 1 2 3 4
Erreur finale || 0.059 | 0.070 | 0.064 | 0.050 | 0.051

Graine 5 6 7 8 9
Erreur finale || 0.239 | 0.061 | 0.059 | 0.239 | 0.052

L’algorithme de Levenberg-Marquart On ne redémarre pas 1’algorithme car I’ap-
proximation de la Hessienne n’est pas itérative. De plus la recherche unidimensionnelle
est différente des deux algorithmes précédents (cf. [53]).

TAB. 3.4 — Estimation par levenberg-Marquart

Graine 0 1 2 3 4
Erreur finale || 0.066 | 0.119 | 0.122 | 0.067 | 0.071

Graine 5 6 7 8 9
Erreur finale || 0.242 | 0.082 | 0.057 | 0.237 | 0.076

L’algorithme du gradient stochastique On choisit au hasard uniformément un
couple de point (Xy,sin(1/X;))i=1,. 201, puis on optimise suivant la direction opposée
au gradient en ce point. Pour un pas contant v = 0.01, on recommence ainsi 1 million
de fois, on obtient les résultats suivants :

TAB. 3.5 — estimation par gradient stochastique

Graine 0 1 2 3 4
Erreur finale || 0.197 | 0.236 | 0.228 | 0.242 | 0.239

Graine 5 6 7 8 9
Erreur finale || 0.239 | 0.237 | 0.238 | 0.241 | 0.150

3.3.2.2 Conclusion de cette étude préliminaire

A part le gradient stochastique, les 3 autres algorithmes donnent des résultats a
peu prés similaires. On remarque que les résultats dépendent de l'initialisation, cela
justifie la recherche d’une bonne initialisation. Par contre le choix de I’algorithme de
calcul influe plus sur la vitesse que sur 'aptitude a éviter les minima locaux.
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Représentation graphique de la fonction apprise Le graphique 3.3 montre la
valeur de la fonction MLP sur les 200 points pour le meilleur de MLP optimisé par
une méthode différentielle. La fonction apprise est plus réguliére que la fonction a
apprendre. On va utiliser le recuit simulé pour essayer d’approcher le minimum absolue
de la fonction de cofit.

F1G. 3.3 — Estimation par BFGS. Fonction du meilleur MLP (ligne 1 : Approximation
du MLP; ligne 2 : Fonction a apprendre )

-1.5 | | | | I | | | |

3.3.3 Estimation par les différents recuits simulés
3.3.3.1 La méthodologie

Nous utilisons ’algorithme du recuit simulé pour essayer de trouver des paramétres
du MLP qui soient plus proches du minimum global de I'erreur quadratique moyenne.
On a vu que contrairement aux méthodes de gradient, dont 1'utilisation est pratique-
ment automatique, il faut maintenant trouver le bon réglage pour :

— La température initiale Tj
— Le voisinage des propositions V'

Nous allons, par tatonnement, essayer de régler au mieux ces parameétres pour chacune
des fonctions de propositions correspondant & :
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— La discrétisation uniforme
— La discrétisation géométrique
— La continuité des paramétres

On fournit ici les tableaux de résultats des 3 fonctions de propositions envisagées, en
fixant le nombre d’évaluations de 'erreur (it.) a dix mille (longueur des paliers égale a
100), puis a cent mille (longueur des paliers égale a 1000).

Les meilleurs résultats sont notés en gras, les colonnes des tableaux correspondent
aux différentes températures de départ, les lignes aux différentes valeurs de la variable
V.

3.3.3.2 Les résultats suivant les fonctions de proposition

Discrétisation uniforme Le meilleur résultat correspond a une erreur quadratique
moyenne de 0.036 (pour des paliers de longueur 1000). C’est meilleur que pour les
différents gradients. On remarque que pour ce type de discrétisation, il faut un pas de
discrétisation assez grand (entre 1 et 5), et une température de départ petite (entre
0.01 et 0.1).

TAB. 3.6 — Discrétisation uniforme, paliers de longueur 100

10% it. Ty =001 |T5=0.05 | To =01 |Ty =05 |Ty=1.0 | Ty =5 | Ty =10 | Ty, = 50
V =0.01 0.182 0.195 0.195 0.236 0.230 0.196 0.235 0.195
V =10.05 0.139 0.140 0.140 0.140 0.140 0.141 0.141 0.141
V=01 0.095 0.123 0.091 0.110 0.139 0.136 0.140 0.133
V=05 0.074 0.074 0.076 0.088 0.097 0.094 0.097 0.103
V=1.0 0.048 0.045 0.071 0.081 0.072 0.092 0.099 0.082
V =50 0.048 0.056 0.054 0.097 0.097 0.082 0.112 0.095
V=10 0.057 0.061 0.063 0.076 0.088 0.103 0.092 0.095
V =50 0.215 0.215 0.215 0.215 0.215 0.215 0.215 0.215
TAB. 3.7 — Discrétisation uniforme, paliers de longueur 1000
10°it. | Ty =001 ] To=005]To =01 Ty =05 ]| To=1.0 | To =5 | T = 10 | Ty = 50
V =0.01 0.139 0.140 0.142 0.146 0.142 0.169 0.176 0.143
V =0.05 0.091 0.077 0.086 0.095 0.101 0.123 0.134 0.096
V=0.1 0.062 0.076 0.083 0.079 0.092 0.097 | 0.091 0.094
V=05 0.046 0.044 0.050 0.074 0.063 0.113 0.079 0.098
V=10 0.036 0.059 0.061 0.081 0.088 0.093 0.085 0.089
V =5.0 0.046 0.037 0.040 0.062 0.071 0.087 | 0.086 0.065
V=10 0.046 0.051 0.057 0.060 0.075 0.090 0.088 0.098
V =50 0.215 0.215 0.215 0.215 0.215 0.215 0.215 0.215
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Discrétisation géométrique La meilleure erreur est encore de 0.036 (pour des pa-
liers de longueur 1000). On aurait pu croire que cette discrétisation était plus adaptée
au MLP, puisque plus le poids est grand, plus les unités cachées sont proches de la
saturation, plus il faut ajouter un grand pas pour avoir un changement significatif de
la fonction représentée par le MLP.

Cependant ce raisonnement ne s’applique qu’a un seul poids et les poids dans leur
ensemble peuvent se compenser les uns les autres. Ainsi cette méthode n’améliore pas
les résultats obtenus par la discrétisation uniforme.

TAB. 3.8 — Discrétisation géométrique, paliers de longueurs 100

10% it. To=001|Ty=0.05|T5=01|Ty=05|Ty=1.0 | To=5|Ty =10 | T, =50
V =10.01 0.240 0.240 0.240 0.240 0.240 0.240 0.240 0.240
V =0.05 0.240 0.239 0.239 0.239 0.239 0.240 0.240 0.240
V=01 0.239 0.239 0.239 0.158 0.145 0.239 0.239 0.239
V=05 0.086 0.077 0.074 0.091 0.091 0.107 | 0.105 0.099
V=10 0.067 0.094 0.059 0.066 0.098 0.101 0.103 0.105
V =50 0.060 0.060 0.060 0.062 0.064 0.067 | 0.067 0.068
V=10 0.114 0.114 0.114 0.118 0.120 0.126 0.121 0.126
V =50 0.182 0.182 0.182 0.182 0.182 0.182 0.182 0.182
TAB. 3.9 — Discrétisation géométrique, paliers de longueurs 1000
10° it. To=0.01|Ty=005|Ty=01|Ty=05|Ty =10 |To=5|Ty, =10 | T, =50
V =0.01 0.240 0.240 0.240 0.240 0.240 0.240 0.240 0.240
V =0.05 0.141 0.142 0.142 0.134 0.112 0.113 0.143 0.109
V=01 0.055 0.059 0.051 0.088 0.103 0.093 0.105 0.101
V=05 0.036 0.045 0.047 0.080 0.081 0.089 0.092 0.087
V=10 0.056 0.051 0.052 0.073 0.086 0.091 0.088 0.096
V =5.0 0.060 0.060 0.060 0.063 0.063 0.067 | 0.064 0.064
V=10 0.114 0.114 0.114 0.114 0.114 0.115 0.118 0.116
V =50 0.182 0.182 0.182 0.182 0.182 0.182 0.182 0.182

Proposition continue La meilleure erreur est ici de 0.026 (cf tableau 3.11). Cette
technique donne donc les meilleurs résultats empiriques. Une bonne stratégie semble
donc de choisir cette méthode, avec un écart type grand pour la gaussienne (V' = 10),
et une température de départ petite (entre 0.001 et 0.005). Si on veut augmenter la
température de départ 7y, il faudra certainement augmenter aussi le nombre d’itéra-
tions, en jouant sur le nombre de températures et la longueur des paliers. On donne a
titre de comparaison les résultats obtenus sans régression linéaire avec une proposition
continue, c’est-a-dire en ajoutant les coefficients de la couche de sortie aux paramétres.
Les résultats sont alors plus mauvais qu’avec les méthodes de gradient.
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TAB. 3.10 — Proposition continue, paliers de longueurs 100

10%it. |T5=0.01 | To=0.05 | To=0.1 | To =05 |To=1.0 | To =5 | Ty = 10 | Ty = 50
V =0.01 0.195 0.196 0.239 0.195 0.218 0.239 | 0.196 0.238
V =0.05 0.150 0.140 0.140 0.141 0.145 0.141 0.141 0.143
V=01 0.121 0.109 0.140 0.132 0.136 0.138 | 0.130 0.131
V=05 0.069 0.072 0.075 0.097 0.095 0.089 | 0.089 0.103
V=10 0.060 0.043 0.071 0.070 0.092 0.078 | 0.104 0.111
V=50 0.051 0.050 0.072 0.071 0.089 0.088 | 0.091 0.117
V=10 0.040 0.042 0.054 0.068 0.074 0.106 | 0.088 0.086
V =50 0.037 0.041 0.053 0.056 0.075 0.101 0.108 0.108

TAB. 3.11 — Proposition continue, paliers de longueurs 1000

10%it. [T =0.01 [T =0.05 | Ty =01 |Ty =05 |To=1.0 | To=5 | Ty =10 | Ty = 50
V =0.01 0.137 0.140 0.143 0.145 0.145 0.145 | 0.141 0.147
V =0.05 0.088 0.082 0.114 0.116 0.105 0.135 | 0.117 0.130
V=01 0.070 0.077 0.083 0.089 0.094 0.091 0.091 0.101
V=05 0.038 0.058 0.055 0.059 0.072 0.089 | 0.083 0.090
V=10 0.035 0.032 0.054 0.070 0.081 0.086 | 0.087 0.089
V=50 0.026 0.032 0.038 0.062 0.066 0.088 | 0.091 0.093
V=10 0.027 0.026 0.041 0.058 0.071 0.084 | 0.076 0.088
V =50 0.028 0.037 0.034 0.061 0.064 0.082 | 0.086 0.090
TAB. 3.12 — Proposition continue, sans régression linéaire, paliers de longueurs 1000

10%it. |T5=0.01 | Tp=0.05 | To=0.1 |To =05 |To =10 | To =5 | Ty = 10 | Ty = 50
V =0.01 0.094 0.066 0.060 0.098 0.093 0.074 | 0.065 0.078
V =10.05 0.143 0.105 0.070 0.138 0.105 0.133 | 0.078 0.085
V=01 0.152 0.127 0.166 0.105 0.126 0.120 | 0.089 0.100
V=05 0.237 0.136 0.123 0.194 0.155 0.204 | 0.155 0.155
V=10 0.239 0.172 0.155 0.216 0.208 0.157 | 0.147 0.157
V =5.0 0.241 0.219 0.149 0.188 0.200 0.266 | 0.261 0.195
V=10 0.247 0.187 0.173 0.171 0.239 0.300 | 0.293 0.165
V =50 0.247 0.269 0.241 0.285 0.272 0.282 | 0.264 0.255
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Représentation graphique de la fonction apprise et de ’erreur Le graphique
3.4 montre la valeur de la fonction MLP sur les 200 points pour le meilleur des MLP
optimisés par le recuit simulé. Comme on peut le voir, la fonction apprise est un peu
plus irréguliére que la fonction apprise par le gradient, méme si les oscillations proches
de zéro restent difficiles & modéliser.

Un MLP avec seulement 10 unités cachées a déja de bonne capacités d’approxima-
tion, mais il faut un algorithme d’apprentissage qui évite le plus possible les mauvais
minima locaux.

F1G. 3.4 — Meilleure estimation par recuit simulé (ligne 1 : Approximation du MLP;
ligne 2 : Fonction & apprendre)

15 T T T T T T T T T
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La caractéristique essentielle du recuit simulé est que ’erreur peut remonter, c’est
ce qui permet de visiter différents minima et d’augmenter ainsi les chances de trouver
un minimum global. Par contre, c’est aussi pour cette raison que le recuit simulé est
bien plus lent qu’une méthode de gradient pour converger vers le minimum d’un bassin
d’attraction.
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Le graphique 3.5 montre la valeur de I'erreur courante a la fin de chaque palier.

Fi1G. 3.5 — Evolution de 'erreur obtenue avec le recuit simulé
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3.3.3.3 Apprentissage par une technique de gradient avec initialisation par

recuit simulé

Les résultats précédents montrent que, sur cet exemple, le recuit simulé améliore
I’apprentissage. Néanmoins c’est une technique trés cotiteuse en temps de calcul, on va
donc essayer de 'utiliser ici uniquement pour initialiser les poids.

On commence donc tous les apprentissages de gradient par un recuit simulé sur un
espace d’états continu de 100 températures, sans palier, avec une température initiale
assez haute de 1 pour explorer largement le domaine et un écart type de 10.

Comme on peut le voir sur le tableau 3.13, cette initialisation ne permet pas a 1’al-
gorithme de trouver un meilleur minimum que par initialisation aléatoire. Par contre,
elle limite le risque de converger vers un mauvais minimum local pour une seule initia-
lisation.

TAB. 3.13 — Estimation de la série, suivant les différentes graines initiales, pour une
initialisation par recuit simulé

| Algo. | g0 | g1 | g2 | g3 | g4 | g5 | g6 | g7 | g8 | g9 |
Grad. conj. | 0.075 | 0.086 | 0.064 | 0.099 | 0.069 | 0.090 | 0.066 | 0.072 | 0.057 | 0.083
BFGS 0.065 | 0.064 | 0.067 | 0.098 | 0.068 | 0.088 | 0.056 | 0.071 | 0.057 | 0.073
Lev. Mar. 0.058 | 0.061 | 0.069 | 0.105 | 0.066 | 0.090 | 0.077 | 0.059 | 0.061 | 0.070
Grad. stoch. | 0.066 | 0.119 | 0.092 | 0.075 | 0.094 | 0.106 | 0.0983 | 0.0766 | 0.107 | 0.117
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3.3.3.4 Conclusion de I’estimation de fonction

On a montré sur un exemple que les techniques de recuit simulé peuvent amé-
lioré ’apprentissage d’'un MLP par rapport a une technique de gradient. Cette étude
empirique montre que la meilleure implémentation semble étre une méthode avec une
probabilité de proposition continue gaussienne sur I’ensemble des paramétres, un écart
type plutot grand (V = 5 ou V = 10) et une température de départ plutot basse
(To = 0.01 ou 75 = 0.05). Bien sir, si on a le temps d’attendre plus longtemps on
pourra toujours essayer une température plus élevée en augmentant aussi le nombre
d’itérations, ce qui augmentera les chances de trouver un minimum global.

Si on veut un résultat rapide, ’initialisation par recuit simulé, qui permet d’éviter &
chaque fois les mauvais minima, est peut étre un bon compromis entre performance et
temps de calcul. En effet comme le recuit simulé visite un vaste domaine de parameétres,
on peut espérer qu’il va visiter un bon bassin d’attraction pour débuter I’algorithme
de gradient.

Néanmoins, comme on ne peut pas savoir si on est dans un bon bassin d’attraction,
on est souvent obligé de continuer le recuit simulé si on veut vraiment un bon minimum
et les temps de calculs peuvent devenir rapidement prohibitifs.

3.4 Application aux série temporelles

On va maintenant appliquer la technique du recuit simulé pour la prévision d’une
série temporelle. Au vu des résultats précédents, la technique choisie sera la méthode
avec une proposition gaussienne, un paramétre V' = 10 et un température initial 7y <
0.005.

3.4.1 La série

Nous allons simuler un modéle autorégressif non linéaire d’ordre 1 : on se donne
un nombre Xj et on construit récursivement les observations par la formule :

Xip1 = Fw(Xy) + €11

ou Fy est une fonction perceptron avec 1 entrée, 10 unités cachées, 1 sortie linéaire.

Afin de générer une série qui ne soit pas trop facilement modélisable par une mé-
thode de gradient classique, nous choisirons une fonction suffisamment irréguliére. Nous
réutiliserons le MLP ayant le mieux appris la fonction sin (i) Le bruit € suit une loi
normale d’écart type 0.3. La série ainsi générée est représentée figure 3.6.
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Comme on peut le remarquer, elle est particuliérement peu réguliére, on pourrait
méme croire qu’il y a 2 régimes différents alors qu’il n’y en a qu’un seul.

F1Gc. 3.6 — Série simulée

2.5 T T T T T T T T T
2 -
1.5 -
1 -
0.5 -
ok -
0.5 |- -
3 |
1.5 -
-2 I I I I I I I I I
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

3.4.2 Apprentissage par des techniques de gradient

On procéde de la méme facon que pour ’apprentissage de fonction.

On donne ici la valeur moyenne de ’erreur quadratique, en théorie elle doit étre
le plus proche possible de 0.09. On peut voir que les résultats sont acceptables, mis
a part le gradient stochastique qui surestime plus que les autres la variance du bruit,
certainement parce que le nombre d’itérations (10°) n’est pas suffisant.

TAB. 3.14 — Estimation de la série, suivant les différentes graines initiales, pour une
initialisation aléatoire

Graine o | 1| 2 [ 3] 4] 5 6 | 7] 8]09

Grad. conj. | 0.096 | 0.096 | 0.099 | 0.096 | 0.096 | 0.096 | 0.096 | 0.096 | 0.134 | 0.134

BFGS 0.134 | 0.133 | 0.134 | 0.106 | 0.134 | 0.134 | 0.133 | 0.133 | 0.134 | 0.134

Lev. Mar. | 0.102 | 0.127 | 0.135 | 0.132 | 0.099 | 0.097 | 0.101 | 0.122 | 0.130 | 0.097

Grad. stoch. | 0.134 | 0.134 | 0.134 | 0.133 | 0.134 | 0.134 | 0.133 | 0.134 | 0.134 | 0.134
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3.4.3 Estimation et initialisation par recuit simulé
3.4.3.1 Résultat du recuit simulé seul

On fait un recuit simulé avec 100 températures et des paliers de longueur 1000, o1l
la régle de refroidissement est T, = Ty x 0.95F. On recommencera quatre fois le recuit
en prenant Ty = 0.005, Ty = 0.001 puis 75 = 0.0005 et Ty = 0.0001. Les résultats sont
résumés tableau 3.15.

TAB. 3.15 — Estimation par recuit simulé
T 0.005 | 0.001 | 0.0005 | 0.0001
Erreur finale | 0.095 | 0.093 | 0.092 | 0.093

3.4.3.2 Poursuite de ’apprentissage grace au gradient

On peut continuer I’apprentissage du meilleur MLP, optimisé par le recuit simulé
pour essayer de diminuer encore plus I'erreur quadratique. Aprés 1000 itérations, 'er-
reur qui était de 0.09190 descend jusqu’a 0.09189. Le gradient n’améliore pratiquement
plus 'erreur quadratique moyenne. Le recuit simulé a donc convergé tout prés d’un
minimum.

3.4.3.3 Initialisation par recuit simulé

L’initialisation par recuit simulé permet de trouver un meilleur point de départ a
I’algorithme et limite le risque de converger vers un mauvais minimum local.

TAB. 3.16 — Estimation de la série, suivant les différentes graines initiales, pour une
initialisation par recuit simulé
| Graine | 0 | 1 | 2 | 3 ] 4 | 5 ] 6 | 7 ] 8 | 9 |
Grad. conj. | 0.095 | 0.096 | 0.096 | 0.095 | 0.097 | 0.094 | 0.094 | 0.097 | 0.107 | 0.111
BFGS 0.095 | 0.096 | 0.097 | 0.095 | 0.099 | 0.095 | 0.099 | 0.097 | 0.108 | 0.111
Lev. Mar. | 0.100 | 0.095 | 0.096 | 0.095 | 0.095 | 0.095 | 0.094 | 0.097 | 0.107 | 0.095
Grad. stoch. | 0.104 | 0.100 | 0.098 | 0.096 | 0.102 | 0.099 | 0.100 | 0.098 | 0.109 | 0.115

3.4.4 Conclusion de ’estimation de la série

Le recuit simulé permet essentiellement d’éviter des résultats trés loin du vrai
minimum. Cependant, on voit que les algorithmes de gradient sont bien souvent proches
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de la valeur désirée de l'erreur (si on prend la meilleure valeur de l'erreur pour 10
initialisations aléatoires). Les avantages du recuit sont donc moins clairs pour cette
étude. Pourtant I’allure de la série est bien plus chaotique que nombre de séries réelles.
C’est pourquoi un nombre raisonnable d’initialisations aléatoires peut étre suffisant
dans de nombreux cas.

3.5 Conclusion

On a vu que pour un probléme difficile, le recuit simulé pouvait améliorer I’estima-
tion. La technique donnant les meilleurs résultats, parmi celles testées, est un recuit
avec une densité de proposition gaussienne de variance plutot grande et une tempéra-
ture initiale “faible”.

L’algorithme du recuit est plus cotiteux que celui du gradient. Ainsi pour I'expé-
rience sur une série temporelle de longueur 1000, le temps de calcul sur un PC de
bureau (266 Mhz) est de l'ordre de I'heure pour 100000 itérations. Une technique de
gradient calcule beaucoup moins de fois la fonction de coiit et le temps de calcul pour
10 initialisations aléatoires différentes est de 5 minutes.

A moins de vouloir & tout prix la valeur la plus basse possible pour la fonction
d’erreur, un bon compromis semble étre d’initialiser avec un recuit simulé rapide. Cela
fournit une assez bonne initialisation de I'algorithme, mais n’est pas forcément moins
coliteux en temps de calcul que d’augmenter le nombre d’initialisations aléatoires.

La principal difficulté avec I'initialisation par recuit simulé réside dans 'impossibi-
lité de dire quand le recuit a trouvé un bon bassin d’attraction pour débuter la descente
de gradient et cela en limite beaucoup l'intérét. On peut donc dire que le recuit devra
étre appliqué essentiellement si on veut vraiment un trés bon minimum et qu’alors il
faudra en payer le prix en temps de calcul.
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Chapitre 4

Estimation et identification de
modeéles autorégressifs non-linéaires
multidimensionnels

Un modéle autorégressif fonctionnel (généralement non linéaire) correspond a l'idée
de régression a chaque instant sur l’espace des observations passées. On suppose ici
que la fonction de régression est une fonction paramétrique dérivable par rapport a ses
paramétres (par exemple une fonction représentée par un perceptron multicouches).
Pour une série scalaire, I’estimateur du maximum de vraisemblance d’'un modéle dont
I’innovation est gaussienne, coincide avec I’estimateur des moindres carrés si on suppose
que la variance de l'innovation est strictement positive. Néanmoins, cette remarque
n’est, en général, plus vraie dans le cas ol la série observée est vectorielle. En calculant
I’estimateur du maximum de vraisemblance dans le cas gaussien, on s’apercoit que la
fonction & minimiser n’est pas la trace, mais le déterminant de la matrice de covariance
empirique du bruit (cf Gallant [30]). On montrera d’abord comment on peut calculer
facilement cet estimateur. Ensuite on montrera, en suivant la méme démarche que Yao
[64], que l'estimateur lié & la vraisemblance gaussienne fournit un estimateur consistant,
qui vérifie les propriétés de normalité asymptotique et une loi du logarithme itéré,
si on suppose que le bruit a un moment d’ordre suffisant. Cela fournira un critére
d’identification presque siire du modéle qui inclut le BIC.

4.1 Le modéle

Pour une série (Y;), ¢ € N* on notera Y le vecteur (Y3, -, Y;y,)" avec | € N*.

On considére le modéle suivant :

Y = Fw (Y ,41) + e (4.1)
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ou

— p est I'ordre de régression du modéle.

— (Y),t€Z,t> —p+ 1 est une suite de variables aléatoires de R?.

— Fy est une fonction paramétrique, contintiment dérivable par rapport a ses pa-
rameétres, avec pour vecteur paramétre W € RP |

— (1), t € N* | est une suite de variables aléatoires vectorielles indépendantes
identiquement distribuées de matrice de covariance I' € R(#+1)4/2 inversible et
inconnue.

— On supposera les observations initiales yo,p 41 connues et fixées

Notation 5 On note le vecteur paramétre § = (W,T) € © = O x OV | ou W €
OW CcRP, T el C R donc en posant B = D + (d+1)d/2, B est le nombre
total de paramétres et § € © C RB. Pour simplifier les calculs on estime I'™" 4 la
place de T', puisque cette matrice est supposée inversible, les deuxr paramétrisations

sont équivalentes.

Notation 6 Dans toute la suite, si X est un vecteur multidimensionnel, X (i) dési-
gnera sa 1 éme coordonnée.

Notation 7 Si X est une matrice inversible on notera x;jl les coefficients de X 1.

Notation 8 On note F; la tribu engendrée par Y _,4q,---,Y; , t >0

Remarque 5 Toute cette étude est valable si on considére que © est inclus dans un
espace polonais, c’est-a-dire un espace métrique complet et séparable, mais par souct
de clarté on exposera les résultats pour des parameétres réels.

Nous supposons, dans un premiers temps, que l'innovation € est gaussienne, on peut
alors calculer la log-vraisemblance du modéle. En effet, la vraisemblance s’écrit en
fonction des observations (yi,- - -, y,) et du paramétre 6.

La(y1, ceey yn) = (27r)le(F)2 exp (—% Z(yt - FW(yl::;))Tril(yt - FW(%;)))

t=1

d’ou la log-vraisemblance :

l@(yl: T yn) = ln(LH(yla (XY yn))

n

= —SIn(det(1) = 5 > (0 — Fw(i5)) T (e = Fw (9i5) + Cte. (4:2)

t=1
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4.2 Maximisation de la log-vraisemblance

On va d’abord montrer que pour maximiser cette fonction, on peut simplement
trouver les paramétres W,, qui minimisent le déterminant de la covariance empirique
du bruit, et poser I, égale a I'inverse de la covariance empirique calculée grace aux

paramétres W,,.

4.2.1 Expression de I';! en fonction de W,

On rappelle trois formules classiques que 'on utilisera par la suite :

— Si A de coefficient a;;, est une matrice constante et X une matrice de coefficients

Tij -

0

333,5

TT(AX) = j;-

— En supposant maintenant X inversible on a :

In(det(X)) = x5,

8$ij

(4.3)

(4.4)

— Si A, B, C sont trois matrices de taille convenable, la trace de leur produit est

invariante par permutation circulaire :

Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB).

On a le résultat suivant :
Proposition 1 Notons I',,(W) la covariance empirique :

Ca() = (0~ F(uip)) (e — Fir (=)

t=1

et

n

L, (w) = (% > e = Fwlyi )y — Fw(yf;))T> .

t=1

Soit 0, = (W.,..I'=Y) | Uestimateur du mazimum de vraisemblance, on a :
n ny n 7 )

A

1
1 = arg iy, (3 Indet (1,01 )

weeWw

et

A

en supposant que T (W,) est bien inversible.

99

(4.5)

(4.6)



CHAPITRE 4. ESTIMATION ET IDENTIFICATION DE MODELES
AUTOREGRESSIFS NON-LINEAIRES MULTIDIMENSIONNELS

Preuve Fixons les paramétres W, la dérivée de la log-vraisemblance (multipliée par
%) par rapport au coefficient Fi_jl s’écrit :

n

Tmm@m%wwm—l§:£lewrfw&pDF Yy — Fw(yi,)))

grace aux formules (7.7) et (7.8) cela s’écrit :

Il 0 _
i — - Z FTT ((ye — FW(yg—;))(yt — Fw(y,Z p) r-.
t=1 )

En utilisant la formule (7.6) on obtient :

3#9(3}7;’% _T, - _z e — Fw(i0) () x (w — Fw(yi-0)) (3)

Les fonctions

! — (In(det(T - — ZTT‘ (e = Fw (i) T e — Fw (y15,)))
et
! — (In(det(T 1))

ont la méme matrice hessienne (cf formules (7.6) et (7.8)). De plus la fonction '™t —
Indet (I'"!) est une fonction strictement concave sur I’ensemble convexe des matrices
symétriques définies positives (cf [36] théoréme 7.6.7) donc

I~' — (In(det(T ——ZWZHRMJNWW—MM$D

aussi.

Elle atteint son maximum en 1'unique point ol sa dérivée s’annule. Ainsi, pour W
fixé, le maximum de la log-vraisemblance en fonction de la matrice I'"! s’exprime en
fonction de W :

n

—1
g 1 _ _
BH W) = (; (0~ Fr (=) — Fw<yz_;>>T> .
t=1
Le vecteur paramétre 9n = (Wn, fn) qui maximise la log-vraisemblance vérifie donc :

W, —aranelgn (—ln(det ZTT w (Yl p) L, (W)(yt—Fw(yiié))
(4.7)
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et

I, =T,(W,).

Ce qui est équivalent, en remplagant I',,(W) par I',,(W,,) dans (4.7) a :

PN

Wy = ang i, (§indet (0,07))

weeW

et

En général, on n’a pas de forme explicite de W,, = arg minycgw (Indet (T',(W))),
néanmoins une solution acceptable est de savoir calculer la dérivée de cette fonction et
d’approcher ce minimum par optimisation différentielle. Ainsi, pour maximiser la log-
vraisemblance, il suffit d’optimiser cette fonction le long de la sous-variété de (W, I') :=
R(P+(@+1)+d/2) d¢finie par T = T, (W).

F1G. 4.1 — Minimisation de I'opposée de la log-vraisemblance

Variance

Parameétres
minimisation le long de la sous-variété

d'‘équation: M=T{ W)

Régression

4.2.2 Dérivée de Indet (I',,(W))

On suppose ici que Vy! € (]Rd)p, la fonction W +—— Fy (y7) est continiment
dérivable.
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Notation 9 Dans la suite, st X est une matrice symétrique, la notation :

(Xij)md = (Xij)lgi,jgd
indiquera le vecteur :

(X11;X12> o '7X1d7X217X22’ T 'X2d7 Tt ’de)T'

La fonction In(det(I',, (W))) s’exprime comme la fonction composée f(g(1V)) avec :
— g : RP — RUHD/2 telle que :

Tij = Tji = 9 (W) = g;4(W) := %Z (e — Fw (4i5)) (1) x (0 = Fiw (i5,)) (9):

t=1

— f : RUHD/Z 4 R telle que :

(1) = In(det(I")).

Gréace a la formule de dérivée de fonction composée (Cartan [14] théoréme 2.2.1),
on aura pour tout k € {1, ..., D}!

o nden(a())) = ( s (n(der(r, (W))))T (5 )

ind

avec

8Wk Z aWk Fw(y; ) @) x (ve — Fw(yi-,)) (7))

soit

oy _ L[ 0P i) OFty tiop) )
8Wk n

W, X (yt FW(yt p)) (49) — a—m (Z/t FW(l/t p)) (4)

t=1

et grace a la formule (7.7) :

In(det(T,(W)) =Tt =T}

) g’

8Fz~j

car la matrice ', (W) est symétrique.

La notation 8(; )(éf) signifie la k-éme coordonnée de la dérivée de f(X) au point X
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On en déduit la dérivée de la log-vraisemblance par rapport a ’élément W, du vecteur
parameétre W :

0 _N\T Pz]
o (e, 07 = 057, (%)

et
n
o, |

d’ou la formule de la dérivée :

8FW yt_;) (")
oWy,

OFw (yi=) ()

X (ye — Fw(yi=,)) (4) — oW,

(e — Fw(y,5y)) (i )]

0

iy (n(det (T (W) =

(5 (% >0 - Rt ) ) - T (g Pyt ) (z‘))
- (4.8)

Connaissant la dérivée de Indet (I',,(W)), il est maintenant facile de la minimiser
par une technique d’optimisation différentielle.

ind

4.3 Propriétés statistiques de ’estimateur

On appellera le contraste U,(0) = —+lg(y1,- -, yn) (cf 4.3.2.1) : contraste associé
a la vraisemblance. Nous allons montrer que l’estimateur du minimum de contraste
converge presque stirement vers le bon paramétre (consistance) et qu'il converge suf-
fisamment vite (théoréme de la limite centrale, loi du logarithme itéré) pour pouvoir
aussi identifier le modéle par un contraste pénalisé. Cela, méme dans le cas ou I’inno-
vation n’est plus gaussienne, mais garde un moment fini d’ordre suffisamment grand.

4.3.1 Hypothéses de base

a s 2 t 2. 92 3 .
La chaine vectorisée (Y;_p 1) 1o Verifie Péquation :

Y Fw(Yt—la R Yt—p) €t
Vi = I Yo 0 (4.9)
Yipt1 Yi—p+1 0

La loi forte des grands nombres est assurée par le théoréme suivant : (cf Duflo [24])
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Théoréme 6 Soit le modéle vérifiant (4.9). supposons que le bruit (¢;) a une densité
positive par rapport a la mesure de Lebesque sur R avec un moment d’ordre a > 1 . Si
il existe des nombres positifs vy, -+, v, tels que vy + -+ + v, <1, une constante k > 0
et une norme ||.||de R? satisfaisant pour tout y € (R?)” :

1Fwo (W01l < v llnll + -+ -+ v [yl + 5,

Py - . t . oy - .
alors la chaine vectorisée (Yt—p+1)t>0 est stable, géométriquement ergodique et sa me-
sure invariante oy o une densité par rapport & la mesure de Lebesgue qui admet un
moment d’ordre a.

Remarque 6 Soit (Y}),.n. un processus ergodique a valeurs dans R¢, alors Vq > 0, Vg

fonction intégrable, le processus (g(Ytt_q)) e ©St un processus ergodique.

Dans la suite, on supposera que le modéle vérifie les hypothéses (H) :

1. Le processus vérifie les hypothéses du théoréme 6, avec un moment d’ordre a > 2
et pour tout W € ©" Fy, (YF) a un moment d’ordre a.

2. O est un compact de R? et le vrai paramétre 6, = (WO, Iy 1) appartient a I'inté-
rieur de © .

3. Pour tout Y7 € (Rd)p, Fy (YP) est continue sur ©" par rapport au paramétre
wW.

4. Toute matrice de covariance I' € O est définie positive. On note, dans la suite
Amaz (T€SP- Amin) la plus grande valeur propre de T' pour I' € O (resp. la plus
petite valeur propre de I' pour I' € ©"). On a 0 < A\, Amaz < 00 car, pour tout
I' € OF, T est définie positive et O est compact.

5. Le modéle est supposé identifiable, c’est-a-dire : Fy» = Fyy & W' = W.

4.3.2 Consistance de ’estimateur.
4.3.2.1 Vérification des propriétés de contraste :

La fonction U, (#) associée a la vraisemblance est définie par :

2
Un(®) = = =lo(yn, - 30)

U,(f) est un processus contraste relatif a une fonction 6 —— K (6y,0) si U, (0) est
Fn-adapté et si :
lim U, (6) — Uy (60) 2> K (60, 6) > 0

n—»00
avec
K(00,0)20<:>0:00
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On a, en notant € =Y, — Fy (Y'})) :

Un(0) = Un(60) = = lsa(un, 5 50) = Loy, )

n

- m((j:ttlfo)) i1 (Z ()T () - 3 () Ty (Jo)) .

t=1 t=1
Mais
e =Y~ By (V5) = Yi = F (Y5)) + Fuo (V5)) = Fw (Y5)
=+ Fiv, (V) - v (V5)
donc

() T = (&) Tl =t (Tl (&) T) =t (15 el (o))
= tr (07 =5 ") el (7)) + 2tr (Tl (B, (V5) — B (%5)7)
str (071 (B (Y25) = B (¥/5)) (B (Y25) = P (¥/5))")

La condition H-1 assure que pour tout # et toute norme |||, } gy Hzest intégrable par
rapport a la mesure invariante pg. Par la loi forte des grands nombres on aura p.s. :

. 1 = T _ T _ .8. —_ —
i L3 @ e () )
tr (D7 By | (Firo (V/5)) = Fw (Y51)) (Fire (V5)) = Fw (¥5))"])
car €,"° et (Fuw, (Y/5) — Fw (Y/,')) sont indépendants et }'® est de moyenne nulle.
Ainsi

n—>00
avec

1/ detl
K (6,0) = 5 <ln deet p (07T - Id)>

B [(Fwo (515 = B (V) T (B (v5) - Fw (5))].

— Le premier terme : 3 (ln detl'” 4 ¢p (DT — 1 d)) est égale a la distance de Kull-

det T'g
back K (N (0,T),N (0,T)) > 0 et valant 0 si et seulement si I' = T'g.
— Comme toute matrice I' € OF est définie positive, le deuxiéme terme :

3B (P (V) = B (V)T (B, (V) = B (V)]

est toujours positif et ne vaut 0 que si Fyy = Fy,.

L’hypothése d’identifiabilité H-5 assure donc que K (fp, 8) = 0 seulement pour 6 = 6.
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4.3.2.2 Consistance forte

Dans le cadre des hypothéses (H), une condition suffisante assurant la consistance
forte de (6,) est (cf Guyon [31] section 3.4) :

Lemme 1 Pour n > 0, posons

wn(n) = sup {|Un(0a) — Un(65)!; lba — O5ll < n}.

Si 6 — K (6y,0) est continue et si il existe une suite (eg) réelle et décroissante vers 0
telle que, pour tout entier k > 0,

lim P, [limsup (wn(%) > 6k>:| =0,

n—2>00 n—00

alors Uestimateur du minimum de contraste est fortement consistant.

On a :
(™) =Indet T + (ypr1 — Fiw(18) T (Yps1 — Fw (1)) -

Posons ©* = © N QP , o Q est I'ensemble des nombres rationnels. Cet ensemble est
dense dans © et dénombrable. Soit la famille de fonctions (g,) , 7 >0 .

9n (y{)—}_l) =

sup {[lg, (V7*") ~ lo, () 5 1(6a) — (B5)]] < . (6. 05) € ©° x O}
La fonction g, est une variable aléatoire.

Pour tout 7? + (Rd)p +1, par continuité de la fonction

(80, 05) > [lo (™) — Loy (y7™))]

et la densité de ©*dans ©, on aura :

sup { I, ( p“) —los(y p“)\l 16a) — ()11 <, (0a,05) € O x ©"}
= sup {|lo, (™) — 1o, (11 ) |5 1(0a) — (Op) I < 1, (0 05) € © x OF .

Sous les hypothéses (H), on a la majoration :

sup |lo(7 )| < by} (4.10)
9cO
avec

h(yfﬂ) = dxsup (|In(Apaz)|  In(Amin) ) +5—

/\min

(g llI” + & llynll® + - - + & ll* + ),

&, -+, &y et k étant des constantes positives finies dont I'existence est assurée grace a
la condition H-1, alors g, < 2h avec h intégrable par rapport a la mesure invariante.
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La continuité uniforme (car © est compact) de

(0a, 05) — |1, (W) — Lo, (?Jfﬂ)‘

implique, par convergence dominée, que

0 —s K (6),0)

est continue.

De méme on aura
d\p+1 .
V(yla"'ayp+l) € (R ) anlinogﬂ(yla"'ayp+1):0
donc par convergence dominée :

nli_r?o Ejg, [gn(Yh ) Y}H-l)] =0.

Finalement on aura Py, p.s. :
1 n
wn(n) S 5 Zgn(na Tty Y;tfp)-
t=1

Il suffit donc de choisir pour £ € N* : ¢, =2 x Ey, [g%(Yl, e Y;,H)] (€, décroit bien

vers 0 ) pour que (en notant 7.s. pour infiniment souvent)

. 1 1 .
llﬁi}p {wn (E) > ek} = {wn (E) > € z.s.}
1< .

- ;Zg%(y}aay;ffp) > € 1.S.
t=1

sur A := {% Z?:l g% (Y;a T Y;ifp) >2X E90 [g% (Yb T YZIJ—H)i| Z'-S-}, % Z?:l 9%(}@ T Y;ffp)a
ne peut converger vers Ejp, [g% (Yy,---, Yp+1)} , A est donc un ensemble de mesure nulle.
Cela montre le théoréme suivant :

Théoréme 7 Dans le cadre des hypothéses (H), l’estimateur du minimum de contraste
Un(0) est fortement consistant.

4.3.3 Normalité asymptotique
Le Théoréme de la Limite Centrale pour 0, nécessite des hypothéses supplémen-
taires sur les dérivées de 6 — U, (#). Il faut s’assurer que les dérivées secondes, les

carrés des dérivées premiéres sont bien intégrables, et avoir un controle sur la croissance
des dérivées secondes.
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4.3.3.1 Les dérivées d’ordre 1 et 2

On a
oU,(0)

oW,

ey (lzwx (v - i) () + 2=l (o gyt ,,))())

n oWy oW, o
et .
B = (1) - (% > (= Fi ) @ (= B 4) (j)) .
On en déduit les dérivées d’ordre 2 :
2Un0) _
oW, oW,

0% Fyy (yi~ O Fw (y15,) (4) 10 oy o OFw(YiZ,) () 0Fw (yi=,) ()
Jin ( ooy W e 0) = = oW, )md

0 (%Za%jg;vf(” (o= P 50) ()~ angétv,f)(j)angﬁvf)(i)),

ainsi que
U, (0)  o(Tij)
orjtoryt — ory
et
O*Un(0) _ 1= 0Fw(yi,)(i) L OFw (Y= () e
OW,0r;! _E;a—Wk (v = Fw (0:)) O+ =5 (e = Fw(ui) (0.

La dérivée de 8 — U, (0) (resp. W —— Fy ) sera noté VU, (0) (resp. VFy ). De
méme la dérivée seconde de § — U, (0) (resp. W —— Fy ) sera noté HU, () (resp.
HFy ).
4.3.3.2 Hypothéses supplémentaires

On suppose qu'il existe un voisinage V' de 6, tel que les hypothéses (N) suivantes
soient vérifiées.
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1. Le bruit a un moment d’ordre 2a avec a > 2 et par le théoréme 6, (Y;);en a alors
un moment d’ordre 2a.

2. Pour tout W € ©W NV, les dérivées d’ordres 1, 2 et 3 de W — Fyy sont pp-p.s.
continues par rapport a y; .

3. Pour tout 3} € (R4)”, Vk,j : 1 <k,j <D

8FW0(3/€) a/2
TEWoN) || P
H o | < Ctex (14 121°7)
et P2F (p)
wo Y1 pi1a/2
= W\ | <
‘ aweaw, || = Ctex (1 a177%)
4. Pour tout y} € ( P pour tout We ®W NV Vk,j,l : 1<k jl<D
83FW 1 a/2
<Ct 1
HaWkawaW, < Cte x 1+ [4811"%)

Remarque 7 La condition N-4 implique qu’il existe un module de continuité C tel que
VW eoeVnv:

| H Fw (57) — HEwy (99)1] < CIW = Wall) (1 + 1571)

Remarque 8 Notons que la compacité de ©, la remarque 7 et la condition N-3 im-
pliquent qu’il existe une constante v > 0 telle que VW € @ NV :

a/2
| H Fy ()] < (1 + [[92]1°%).

Remarque 9 La remarque précédente nous permet de déduire un controle sur les ac-
croissements de la dérivée premiere YW € OV NV :

NOFw(y?)  OFw,(yt) /2
Vk — 0 <y |W - W, 1 P .
| e = <o - wal (1 121)
Donc on aura aussi lexistence d’une constante finie v telle que VW € @V NV :
aFw(yf) a/2
== < P
vk | S| < e x (1+ ls21°7?)

Remarque 10 De la méme facon, le contrile sur cette dérivée nous donne un controle
sur les accroissements de la fonction de régression elle-méme YW € O NV :

Vs, [1Fw () = Fiwo )| < 7 [W = Wall x (1 +11s2]%?)
On aura alors

Proposition 2 Sous les hypothéses (H) et (N), on a pour toute loi initiale de la chaine

(Y;t—])-f-l) teN :
HU,(60) 25 I, (4.11)

ou Iy est une matrice symétrique.
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Preuve Il suffit de montrer que chaque terme de la Hessienne (HU,(6h));; , 1 <

1 < j < B converge presque slirement vers (Io)z-j et pour cela montrer qu’ils sont tous
dominés par une fonction intégrable :

82Un(60) .
Terme de la forme oW, On a

1 O~ 0% Fy, (3175 (4) OFw, (y1=p) (1) OFw, (=) (0)
F_1T + o\Jt—p _F t—1 N o\Jt—p o\Jt—p
H( Oij)ZTLd (n tzzl: 8Wk6VVl X (yt WO(yt_p)) (‘7) aWk aVVl ind

02U, (6)
owW,oW,

+

m\n& OW,OW, Wy, oW,

mﬁT(%Xf“%M&MﬁX@rﬁm@gn@_aﬂM%wUWRMww®>

qui est majoré grace a la condition H-4 par :

2

1 z":azFWO(y;f:;)(i) < (= Fwn(51) () = PEwoWi=3) (1) OFwo wi=,) (1)
i i WLV, Woliy oW oW,

1<i,5<d

ce qui est majoré par

Z—Z

1<3,5<d

a FWO yt p
BWkan

aFWO yt ;)(.7)
oWy,

= Fwa (i) DI+ (v = Fwo (9i5)) O

)\mm

Mais grace a la remarque 8 et a la condition (H)-1, sachant que a > 2, il existe une
constante v > 0 finie telle que pour tout t € N* :

82F Wo yt p
BWk(?VVl

(ve — Fwo =) G| < v+ [|wi_, 1)

8?2 Un (00)
’ OWROW;

Donc par la loi forte des grands nombres
nombre fini :

_ O?Fy (YD) (3
Eg, [(Fo;)?;d <%

converge presque siirement vers le

P . azFW(Ylp)(j) p .
X (Yo — Fw(Y")) (4) — —aw.ow, < (Ypr1 — Fw (Y1) (@)>

ind

0* Fw (Y1) (4)

+ ( 1)T 82FﬂW(lep) (7’)
045 /ind aWkam

(= Felr) @) = G000 (- ) ).
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62Un(60) .
Terme de la forme oW On a

02U, ()
aWkar;jl

% ; %@_’M x (v = Fwa (=) (4) + %ﬂ?(ﬁ (vt = Fwo (4)) ()

ce qui est majoré par

li 8FW0(yt p
n < oW,

aFWO (yt p
oWy,

‘ (v = Fwo (i55)) 9|+ ‘ [ (e = Fio (41=p)) ()

et grace aux conditions (H)-1 et (IN)-3, il existe une constante v > 0 finie telle que
pour tout ¢t € N* :

M M

— P (y=0) ()| + — Fw,(y1=3)) ()

< (1 + [y,

On peut encore appliquer la loi des grands nombres et ﬁ converge presque slire-
ment vers :
OFw,(YP) (i . OFw, (YD) (5 .
By [ 2000 (3, = By () () = 2000 (v, — ) )] < o0
aWk aWk

P20 (W,D—) _ 9(Lij) |

Terme de la forme Tl = ary]

Ce terme est constant en y, donc il est
intégrable. W
Démontrons maintenant la proposition qui établit la normalité asymptotique du

processus VU, () :

Proposition 3 Sous les hypothéses (H) et (N), on a pour toute loi initiale de la chaine
(Y

t pH)teN

VYU, (6) 22 N(0, J) (4.12)

ou Joy est une matrice symétrique.
Pour montrer cette proposition, posons

M, est une martingale, montrons qu’elle est de carré intégrable. Pour cela on va montrer
que chaque terme de son crochet est intégrable.
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Notation 10 Notons ﬁg(y};’_p) la fonction :
~ ST e _
Up(y;_,) =Indet T+ (. — Fw(y;7))) T7' (ve — Fw(yi",))
et Vﬁg(yf_p) la dérivée de ﬁg(yg_p) par rapport auzr parameétres.

ona:M —M_4= Vﬁao(yf—pL

Lemme 2 ] existe une constante strictement positive -y telle que pour tout t € N*

HV&QO (yf_p)TVﬁeo (yg—p)

2
< (1+ [l ™)
Preuve On va examiner chaque terme.

g, (v ) y aUpy (v} ,) .

o, o, 11 vaut

Terme de la forme

- OFw, (41=,)(3) - N, OFw, (v, () —1\) (4
(To)Fa (532 x (v = Fw (i) () + 2225522 (3 — Fw (415) (0))
— OFw, (41=,)(3) _ N L OFw, (820) () “1\Y (4
(To, ind ( o % (g — Fwo (u25)) () + =552 (v — Fwo (yi=,)) (7»))

La norme de ce terme est majorée par :

(L%

M 1<i,j<d

82F1W0 (yt p
8Wk3VVl

FWO yt ;)) (.7)” + H(yt_FWO yt p

Mais par la remarque 8 :

a2F’Wo(yt —p
8Wk8Wl

= Fwo (4i5) O < v(1 + [lwi_, ||

donc on aura

( Amin Zl<z,]<d

o2 FWO yt p

6Wk6Wl ( — Fw, yt;) H—i_H( FWO ytp

S |:)\m7,n Zl<z]<d7 ]' + Hyt pH

ce qui assure qu’il existe une constante 7y; positive finie telle que :

8[750 (y,’;_p) % afjﬁo (yg—p)
oW, oW

< (1+ [lu, ™)
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aﬁao(yffp) % aﬁgo(yi—p) .

oW, o 11 vaut

Terme de la forme

(T Vha (20D s (y— Finy (i) () + 22502219 (5, — Fory () ()
(o) = (e = Fro W) () (e — Fins073)) (1))

Le module de ce terme sera alors majoré par

1 2Amasz
¥ \n ) [+ D

A A
M 1 <i,j<d N < i<d

8FW0 yt p
ow,

aF1W0 yt p
ow,

\H Rl

et grace aux conditions (N)-3, (IN)-1 et (H)-1, on en déduit Pexistence d’un constante
Y2 > 0 telle que

U, (i-p) 00 (vi-,)
oW, or;t

v

< (1+ i) -

6[790 (yf—p) % afj@o (yé—p) .
—1 —1
ar; ary,

((Foij) - ((yt - FWO (yf:;);
((Coy,) = ((we = Fwo (viZp)

dont le module est majoré par

I1 vaut

Terme de la forme

(7’) (yt - FWO (yt p)) (.7)))
(k) (ye — Fwo (1)) (1))

2/\maz H(yt_FWO yt p H + H Yt — FWO yt p H

Grace aux conditions (H)-1 et (N)-1, on en déduit Iexistence d’une constante ;3 > 0
telle que

8[790 (yi_p) % aij@o (Z/Lp)
or;;! ory)

2
< (1+ gt )*) -
Maintenant, en prenant o = sup {71, v2,73}, on a bien

|90 ) VT )" < B 0 (1+ [t )

La proposition 3 sera donc prouvée si (M,,) satisfait la condition de Lindeberg
suivante (Duflo [25]) :

Proposition 4 En notant F, la tribu engendrée par Y “pt1, Pour tout € >0 on a :

]I ~ f P00 O
(15Tt )| zevat Fe1| — 0.

1 — ~ 2
Ln=—"F [HVUgo(yf_p)
t=1
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Preuve Soit A >0et:

Fu(4) = % i E [Hvﬁeo (W)

2
vt izt Fict| = 7 Zh vk A

avec
B (shp A) = B |00 (h—) VU (0 w0t |[seny Fict]

D’apres le lemme 2, il existe une constante v, telle que
2a
B A) < 0 (1+ w301 -

Par la loi forte des grands nombres, on a :
Fl(A) 2% &(A) :/( oy h(y}, A)po(dy?).
R

® est décroissante et positive. Le théoréme de convergence dominée montre que, quand
A tend vers oo, ®(A) tend vers 0 . Enfin, pour A fixé, on a, si n est assez grand :
ey/n > A, et L, = F, (ey/n) < F,(A), donc p.s. limsup,, L, < ®(A). Finalement, en
faisant tendre A — oo, on obtient p.s. :

lim L, =0

n—00

On peut maintenant établir le théoréme de normalité asymptotique :

Théoréme 8 On suppose satisfaites les hypothéses (H) et (N) et que le bruit a un
moment d’ordre 2a avec a > 2. Alors pour toute loi initiale de la chaine vectorisée

(Y;ft—p+1)t>o :
Vil [(Ba) = (8)] % N (0, Jo).

Preuve Soit V un voisinage de 6. Puisque 0, — 0y p.s., il existe no(w) tel que
6, € V, pour tout n > ny(w). Par la formule de Taylor (avec reste intégral) :

0= VU, (6n) = VU(06) + An(8a) (0 — 60) (4.15)
avec .
A (0, :/ HU, |0, +u (0, — 0) | du.
) = | HO b (8= 0)
Supposons vérifiée la condition suivante (voir lemme 3) :

An(0,) — HU(85) 22 0.
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D’aprés la proposition 2 qui assure : HU,(6) 2% I, le théoréme est prouve,
puisque alors :

assure que

lim /nl (én _ 90) g N0, Jp).

n—aoo

Lemme 3 Dans le cadre du théoréme 8, on a :
An(8,) — HUL(60) 25 0
Soit par la proposition 2, (HU,(8y) £ 1) :

An(6,) 25 I

Nous allons d’abord d’établir le lemme :

Lemme 4 Il existe un module de continuité B tel que pour tout 6 € V
| HO) = HOw(w2 ) | < 810 — 6ol (1 -+ (|97
ce qui tmplique ’existence d’une constante vy telle que pour tout 6 € 'V :

It

<A1+ [l %)

Preuve Il suffit de vérifier que chaque terme de la dérivée d’ordre 3 par rapport au
paramétre de Ug(yfﬂ) est dominé par une expression du type y(1 + Hyp HH ), pour
OcV.

Terme de la forme % : Ona
83(79(yzf+1)
oW, oW,0Ww,,

L (PR 0 Ry (4)(0) 0w (1))
5 (g * e~ FrloD) ) - TR OO0 )

oy, (PEODG) | 0Fw W)6) | 0Fw 1)) 9 Fw () ()
ij /Jind 8Wkan 8[/[/} 8Wk 8I/Vl8Wm ind

0% Fw (47) () 3Fw(y§’)(i))

+(F—1)T ( agFW(yllj)(])

ind awkavvlaw (yp-l-l - FW(yzlj)) (Z) -

oW, oW, W,
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(o FPEv(yi)(0)  OFw(yh)() | 0Fw(yh)(1) 8" Fiw(y1) ()
1\ W OW,, oW, oWy Wi oW, )4l
ce qui est majoré par
&% Fyw (y7)(i N | OFw (yP)(4) 0Fw (v°)(
5o Cnsigea | omawans X (Wpet = Fw () () + S 5
3% Fw (v9)(4) OFw (y7) AFw (y?)(5) O Fy (v}) (4
+ﬁ Doi<ij<d amvfl,/cayvlvm] X z;VWi/l + Vg%)m avr/‘,/z(;lj/b,)qu)

En tenant compte de la condition (N)-4, des remarques 8 et 9, ainsi que de la condition
(H)-1, il existe une constante finie 7 telle que :

PUs(™)

awowow,| <0 D

33[7 p+1
Terme de la forme 22 ) . Opa

aWkaW,ar;jl :
agﬁa(yzfﬂ)
OWROW,or ||
0% Fw (v ) () i o OFw(y,)(5) 0Fw (yi=,) (i)
TOW.oW, X (g — FW(yt—p)) (J) — oW, oW
0*Fw (vi5,) ()  OFw(yi5) () 0Fw (y2,) ()

x (e — Fw(4i5)) (0)

owW,oW,

Grace aux remarques 8 et 9, ainsi qu’a la condition (H)-1, il existe une constante finie
v telle que :

oWy, ow,

PUs (") 1}
—2= || < (1 + Pt .
377, (P t1 377 ¢, p+1
Termes de la forme 63,5‘;%1 8Fz‘jl 6;11(;?% 6rz—jl : Ona
Uy (1) —0
OW,dT JaT
et "
PU(y7 ™) _ (Tw)

or,'or,;or! B o, or;!

qui sont constants en y, donc majorés par une expression du type (1 + Hyf“”a) pour
O €V et v fini.

Les majorations de la dérivée troisieme du contraste implique immédiatement I’exis-
tence du module de continuité du lemme 4 B
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Preuve du lemme 3 : Pour 0 € V, considérons :

Grace au lemme 4, on a I'inégalité pour tout # € V :
n||HU(0) = HUL(60)|] <2 B(I16 = 6ol) (1 + [[y7-, )
t=1

donc

HAn(én) _ HUn(HO)H - /01 {HUn [én tu (én - 90)] _ HUn(HO)} du

est majoré par
n

5016~ Boll) = (1 + [l

t=1

Par la loi forte des grands nombres 277" (1 + ||yf_,||") converge p.s. et comme

A

0, — 6y p.s., on en déduit la convergence p.s. vers 0 de A, (6,) — HU,(6,) &

Remarque 11 Dans le cas gaussien on peut préciser la forme des matrices Iy et Jy.
En effet, dans ce cas, la martingale (M,,) (cf égalité (4.13)) est la dérivée de l’opposée
de la log-vraisemblance, elle est de carré intégrable et le processus croissant qui lui est
associé est :

T
7. (60) = " (8(sz90 (yf_p))lgkgB (a(gkLao (yf_p))lkaB
n \Y0) -— E
=1 LGO (ywlt‘;p) LGo (ywlt‘;p)

De plus la dérivée seconde de [’opposée de la log-vraisemblance est

) (a% (%Leo (ytt—l’))1<k<3)

Zn(0o) := — ==7
( 0) ; L00 (yg—p)
) t a t T
. (%Lao (yt_p)>1§k§B (%L"O (yt_f’)>1gk§3
L90 (ygfp) L00 (y,f,p)

Mais, comme sous les hypothéses (N), on peut échanger espérance et dérivation, on a :

(a% <%L90 (yg—p)>1<k<3)

’ L00 (yg—p)

82
E I<ISB [ / L Pty 4Pt —
7] (Rd)p+1 aelek 0o (yl ) yl
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donc

1 1
lim _Zn (00) = I() = lim ﬁJn (90) = J()

n—o00 M

ou Iy = Jy est la matrice d’information de Fisher du modéle.

Donc, dans le cas gaussien, 0, est Uestimateur du mazimum de vraisemblance, il
est fortement consistant et asymptotiquement efficace.
4.3.4 Vitesse et loi du logarithme itéré

Dans cette section, pour une matrice réelle et symétrique A, A\jqzA (resp. ApinA)
désignera la plus grande (resp. la plus petite) valeur propre de A. Montrons le théoréme
suivant :

Théoréme 9 Sous les hypothéses (H) et (N), si le bruit a un moment d’ordre > 2a,
a > 2 et st les matrices Iy et Jy sont inversibles, on a presque strement :

) [ n
lim sup STalnm |DU,(60)|] < vV AmazJo (4.16)

. n
lim sup 2Inlnn

Preuve C’est une adaptation de la preuve de [49].

)‘ma:c J 0

. 4.1
)\minIO ( 7)

én _OOH S

Pour u, un vecteur de R® notons

n

M, = (M, u) = Z <V(790(yf,p), u>

t=1

C’est une martingale de puissance 2 4 2« intégrable pour tout o €]0, § — 1]. Notons :

N 2420 1/(242a)
Tt=E“Mt+1—Mt ]

|Fy

et "
Ty = ZTf =u" (M), u.
t=1

En vertu de (4.14), n— uT Jyu presque siirement, qui est strictement positif car J;
est supposée inversible. On aura alors 7,, — oo presque stirement. La loi du logarithme
itéré pour une martingale de puissance 2+ 2« intégrable (Duflo[26], Corollaire 6) assure
que presque stirement :

i,
lim sup

<1
n \/2’7'”,1 InIn Tn—1 -
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1+a
si la série ) ( ) est p.s. convergente.

Posons s, := T2 ... + T2*2*  Pour a < a/2 — 1, grace au lemme 2, on a la

loi forte des grands nombres pour (T7**), donc 22 — > 0 presque sirement. Par

1+a
ailleurs (Z—f) ~ Cte x L T +a ~ et par la transformation d’Abel

n n—
7}24—20&

. 1
= + — — 51
; t1—|—a n1—|—a — [t1+a t—|— 1)1+a:| 1

Puisque —i#z — 0 p.s. et

1 1 14+«
tl—l—a - (t+ 1)1+a ~ t2+a 3

1+a
2
la série Z TFa +a ~ est presque siirement convergente et il en est de méme pour > (—") )

Comme 27, _1Inln7,_; ~ 2nu” Jyulnlnn on obtient presque stirement :

lim sup | u)| < VuT Jyu
d’oula L.L.I.
n
) < -
hmnsup olnlnn ||DUn(00)” >V )\mazJO
Pour la seconde L.L.I.
A )\mamJO
i [ < =
TSP oo N =V Moo

elle se déduit de la premiére grace au développement de Taylor (4.15) et le lemme 3 B

4.3.5 Identification presque sire

Suivant la présentation de Guyon [31], on suppose que ’espace des paramétres
© C RM correspond au modéle majorant. Soit @ une famille finie de sous-espaces de
RM § € O I'élément générique de O, |§| sa dimension et ©; := © N § le sous-espace
(sous-modele) paramétrique associé. On suppose que la vraie valeur est 5, € Oy,
do € O étant le sous-espace minimal associé & 6y 5,. Soit (c(n)) une suite positive.
Au vu de la réalisation (Y;)_,_;, , on utilise comme fonction de décision le contraste
pénalisé a la vitesse ¢ (n) par la dimension du modéle :

CPy4(0) = U, (05) + 1 (4.18)
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pour 6 € QO et 05 € O .
Notons : CP, s =U, s+ ( 6| avec Uy, 5 = U, (én 5) et én(; = argming,co, Uy (0s)-

On choisira (5 = arg mingep CPn s, qui répond au principe de parcimonie d’Akaiké avec
la vitesse c(n).

Appliquant les résultats de (Senoussi [57|, Guyon [31]), nous avons le résultat sui-
vant d’identification presque stire du vrai modéle d.

Théoréme 10 On se place dans le cadre du théoréme 9. St la vitesse de pénalisation
c(n) est telle que :

et
. C(’I'L) /\maacJO
1 f
e 2Inlnn > 2 mindo

A

alors, le couple (Sn, On,gn) converge Py, -p.s. vers la vraie valeur (dg, 0 s,)-

Preuve Il suffit d’appliquer le théoréme (3.4.8) de (Guyon [31]) dont les conditions
d’application se vérifient immédiatement ici grace au théoréme 9.

4.4 Application au perceptron multicouches

Nous allons montrer comment les résultats obtenus s’appliquent au MLP.

4.4.1 Calcul de la dérivée du contraste

Pour obtenir les paramétres (poids) du MLP, W € RP, qui minimisent le contraste
associé a la vraisemblance, il faut minimiser la fonction W — In(det(T")).

On rappelle que par I’équation 4.8, le gradient de cette fonction s’écrit :

<8Wk (ln(det(P)))) .
avec 5 o L
iy (n(det(T) = (57, (aw,)
et
% :; _aFWa(@é;/_;p)(i) % (¢ — Fi (5°1)) (j)_%ﬁ)@(yt P (=) (0)
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. AFw (yiZ1)(i . . .
Il suffit donc de savoir calculer %}c’)(z) pour pouvoir exprimer ce gradient.

t—1
Calcul de %@”M : Soit un MLP a sortie vectorielle Fyy, considérons le MLP

extrait Fy qui a les mémes poids que Fy avant la derniére unité cachée, mais qui
ne garde que les poids pointant sur la sortie ¢+ de Fy . Le MLP extrait n’a donc plus
qu’une sortie.

La figure 4.2 décrit un MLP avec trois entrées, trois sorties et i = 3 (ce qui corres-
pond a la troisiéme sortie).

OFw (y;~,)(0)

Pour calculer o,

, il suffit de calculer par rétro-propagation classique la

OFy,i (yé:;)

dérivée 2 de la fonction représentée par le MLP extrait Fyyi : sni - Finalement
k

OFw (y; =) (4) OF i (yi"))
oWy, oW}
poids.

sera égale a pour les poids en commun et sera nulle pour les autres

On peut alors approcher le minimum du contraste associé a la vraisemblance par
optimisation différentielle.

F1G. 4.2 — MLP extrait Fy 3 (lignes pleines) du MLP Fy, (lignes pleines et lignes
pointillés)

El

E2

E3

OO

Lignes pleines et pointillées : W

Lignes pleines : W

OFyyi (y;:;)

2]a, dérivée W s’obtient en commencant la rétropropagation en fixant ’erreur de prévision
k

égale 4 1.
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4.4.2 Identification presque stire du modéle

Considérons des MLP dans l’espace ou ils sont identifiables (cf section 2.1.3).
L’étude des propriétés statistiques de I’estimateur de minimum de contraste associé
a la vraisemblance, nous permet de déduire le théoréme suivant :

Théoréme 11 Soit un modéle correspondant au modeéle (8.1) avec un MLP pour fonc-
tion Fy . Supposons satisfaites les conditions suivantes :

1. (e¢),en- €St une suite de variables aléatoires de R centrées, de matrice de cova-
riance 'y définie positive, i.i.d. et indépendantes de [’état initial de la chaine
(Y;t,pﬂ)teN . €1 a une densilé positive par rapport a la mesure de Lebesgue sur

R?, avec, pour n >0, E (||51||12+n) < 0.

2. 0 = (W,T7Y) appartient a un sous-ensemble compact © :

M
e=0"x0""c (U Ndxp,c,d/R) x R(4+1)d/2

C=0

ou M est le nombre mazrimal d’unités cachées pour les MLP considérés.

3. Pour toute matrice I=" € @7 " | p(T') > 0.

4. On suppose qu’il existe 0 < my < M tel que le vrai modéle appartient ¢ © N
Nixpmo,d-

5. Les matrices Iy et Jy du théoréeme 8 sont supposées définies positives.

6. La vitesse de pénalisation c(n) du contraste pénalisé CP, s (0) est telle que :

lim _c(n) =0
n—oo 1
et ( ) ) 7
. . cn max 0
1 f .
e 2Inlnn > 2 mindo

Alors le couple (Sn, én,5n> converge Py, -p.s. vers la vraie valeur (&g, 0o 4,)-

Preuve : Il est aisé de montrer que la fonction Fyy est bornée pour tout W € OV, on
aura de plus pour tout 3} € (R?)"(cf Yao et Mangeas [64]) :

IV Ewy ()] < Cte(1 + [ly1]])

1H Fyw, (41| < Cte(1 + [ly7|I")

et en notant T'Fy, la dérivée troisiéme par rapport aux paramétres de Fy, , en remar-
quant que ©" est compact, il existera une constante «y telle que :

VW e %, Ty (yD)l| < v(1 + I4811%).
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Comme on doit avoir |TFw ()] < v(1 + ||yf||a/2) , avec un bruit ayant un moment
d’ordre strictement supérieur & 2a, il faut donc que le bruit posséde un moment stric-
tement supérieur a 12 dans le cas du perceptron. Il est facile de voir que les hypothéses
relatives a la continuité sont satisfaites. De plus le modéle est identifiable grace au
théoréme 4 du chapitre 2. Le théoréme 11 est alors une conséquence du théoréme 10 H

Remarque 12 Si~y est une constante positive, un terme de pénalisation tel que c(n) =
v1In(n) satisfait les conditions du théoréme 11. Si on choisit v = 1, on aboutit alors ¢ un

critére de sélection de modéle du type (on rappelle que B est le nombre de paramétres
du modéle) :

CP,s(0) = Un(0) + () g _ 1y et (T, (W) + M) 54 e
n n
ce qui revient a minimiser :
5 In(n)
CP,s(0) =1Indet (T',(W)) + B

n

et cela correspond exactement au critere BIC.

4.5 Conclusion

On a montré que la fonctionnelle & minimiser pour tenir compte des termes non
diagonaux de la matrice de covariance du bruit est le logarithme du déterminant de
sa matrice de covariance empirique. Cet estimateur est celui du maximum de vrai-
semblance pour un bruit gaussien. Cependant, méme si le bruit n’est pas gaussien,
on a montré que cet estimateur avait de bonnes propriétés statistiques. En suivant la
méme démarche que Yao et Mangeas [64], nous avons montré qu’un contraste pénalisé
de type BIC, convergeait p.s. vers le vrai modéle. Cela permet, par exemple pour les
perceptrons multicouches, d’estimer et d’identifier le modéle griace & un algorithme de
type stepwise descendant (cf section 2.2.3).
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Chapitre 5

Introduction aux modéles
autorégressifs a changements de
régime markoviens.

5.1 Chaines de Markov cachées

La théorie des chaines de Markov cachées et leurs premiéres applications en recon-
naissance de la parole datent de plus de 30 ans. La théorie de base a été publiée dans
une suite d’articles de Baum et ses collégues ([5], [6], [7], [8] et [9]) & la fin des années
60 et au début des années 70. Les chaines de Markov cachées ont ensuite été appliquées
a la reconnaissance de la parole dans les années 70 par Baker [3] puis Jelinek [38] ainsi
que Bourlard et Morgan [12]. Ces modéles ont été aussi utilisés en génétique, biologie
et biochimie (cf Krogh et al. [42], Leroux et Putterman [47]).

5.1.1 Chaines de Markov dans un espace discret

On considére (X;), t € Z une chaine de Markov homogéne a valeurs dans un espace
d’état fini E = {eq, ...,en}, N € N*. Sans perte de généralité, on identifie 'espace d’état
E = {e;,---,en} avec le simplexe de R" ot ¢; est un vecteur unité de RN avec 1 sur
la i-éme composante et 0 partout ailleurs.

La chaine X; est caractérisée par sa matrice de transition 'A = (a;;) qui est telle
que :

P(Xt—|—1 = €; |Xt = ej) = CLZ']'

'La notation traditionnelle d’un matrice de transition est plutot a;; = P(X¢y1 = €/ Xy = ei)
cependant la notation transposée utilisée ici et empruntée & Elliott permet une notation du modéle
complet plus confortable.
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Ainsi si on définit : Vi, := X3 — AX,, on obtient ’équation du modéle :

X1 = AXy + Vi

ce qui est similaire & celle d’un processus autorégressif.

5.1.2 Observations dans un espace discret

Le processus (X;), t € Z, n’est pas observé directement. On suppose qu’il existe
une fonction ¢ (.,.) & valeurs finies telle que ’on observe les valeurs

Y;ZC(Xt,é‘t),tEZ (51)
ou (e¢), t € Z, est une suite i.i.d. et indépendantes de V;, t € Z. Supposons que I'image

de c(.,.) consiste en M points, alors sans perte de généralité on peut identifier cette
image avec ’ensemble de vecteurs unités

SY:{fla'“:fM}

ou f; =(0,---,0,1,0,---,0) € RM avec I’élément unité en position j. On suppose de
plus que ¢ (.,.) est indépendant du temps ¢. Maintenant (5.1) implique

PV, = fi[ X, Y, 1 <t) =P(V;[Xe).

notons
C = (c;j) ERMVN, ¢ =P (Y, = fi |X; = ¢5)

avec Zf\il cij =1 et c; > 0. On a alors
Si on définit Wy, := Y;1 — CX; on obtient ’équation

th = CXt-i-Wt

Le modeéle de chaine de Markov cachée discréte aura alors pour équations

X =AX, 1 +V,
Y;,: CXt—f‘Wt

avec t € Z.
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5.1.3 Observations dans un espace continu

On peut généraliser les modéles précédents de la maniére suivante. On suppose
toujours que (X;),t € Z n’est pas observé directement, mais influence le processus
(V2) ez de R? tel que le modéle ait pour équations

{ Xy =AXp 1+ V;
Y =c(Xy) + e (Xy)

ot € Zet ol c(.) est une fonction de E — R* déterminée par son graphe (X, fi = ¢(X;)), ;e n-

Enfin, pour tout e; € E , (¢4 (e;)) , t € Z est une suite i.i.d. centrée de R? | les suites
(€1 (€i)),<icn €tant indépendantes.

5.1.4 Modéle & changements de régime markoviens

On généralise encore les modéles précédents en supposant maintenant que Y; dé-
pend non seulement de X; mais aussi des observations Ytt_’p1 = (Y,—p, -+, Y1) pour
p € N. A un instant ¢ fixé : Vi1 = Fx,, (Y 1) + €41 (Xiq1) avec

1. Pour toute; € E, F,; € {F.,, ..., F.,, } est une fonction borélienne de (R?)” — R?.

2. Pour tout e; € E , (g, (e;)),cz est une suite i.i.d., centrées, de R?. Les suites
(e¢ (€i))4ez sont indépendantes.

Les équations du modéle sont donc

{ X1 = AXy + Vi
Yigr = Fx,y (Y g1) + 601 (Xiga)

avect € Z .

Le principal intérét de ce modéle est de pouvoir modéliser des séries non-stationnaires
par morceaux. Ainsi ces modéles ont déja été appliqués essentiellement lorsque les fonc-
tions de régression sont linéaires pour des modélisations économiques et physiques.

Hamilton [33] a étudié¢ de tels modéles afin de modéliser des séries temporelles
sujettes & des changements discrets de régimes pour analyser la série GNP (Gross
National Product) aux Etats-Unis. Il a utilisé ce modéle en supposant que cette série
a un régime pour les périodes de croissance économique, un autre pour les périodes de
récession.

Un autre domaine d’application de ces modéles est la reconnaissance de la parole
(cf Poritz [52]). Par contre il n’y a pratiquement aucune étude pour des fonctions
de régression non-linéaires, alors que cette généralisation semble trés naturelle. Cela
pourrait notamment étre trés utile, lorsque le processus semble fortement non-linéaire,
ce qui est le cas en reconnaissance de la parole.
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La figure 5.1 schématise ce modéle.

Fi1G. 5.1 — Modéle HMM /MLP

X+

X
L LI XY

t-1 X t X
t F t+1
E(t (yt-p ) + € t+1 (yt-p +f + €1

Yi+1

5.2 Modéles hybrides MLP/HMM

L’idée est d’utiliser un mélange de N experts, chaque expert étant un MLP, et de
trouver un moyen de dire pour un instant donné lequel de ces experts fait la prévision la
plus pertinente. Ce probléme a par exemple été traité par A.S Weigend, M. Mangeas,
A.N. Srivastava [61], grace & un MLP “porte” qui utilise la série et les erreurs de
prédiction de chaque expert pour deviner dans quel état on se trouve (c’est-a-dire quel
expert fait la prévision la plus pertinente).

Ici, on choisit de remplacer le MLP “porte” par une chaine de Markov cachée.
[’avantage potentiel des chaines de Markov cachées sur un MLP “porte” est que la
segmentation est locale avec le MLP “porte” (la probabilité des états ne dépend que
de ses entrées), mais est globale avec la chaine de Markov cachée (la probabilité des
états dépend de toutes les observations). Nous allons donc appliquer ce modéle pour
la prévision de séries temporelles.

5.2.1 Le modéle considéré pour cette étude

Par souci de clarté, nous nous restreignons ici au cas scalaire, mais le cas multidi-
mensionnel s’en déduit facilement et sera étudié ultérieurement.
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Soit (X;),t € N une chaine de Markov homogéne dans le temps a valeurs dans
un espace d’état fini E = {e,...,en}, et (¥};) la série des observations. On considére le
modéle suivant & un instant ¢ fixé :

— t
Yier = Fx,pn (Y;:prrl) T OX 1 Et41

avec Fy,,, € {F,,...,Fe,} une fonction de régression d’ordre p représentée par I'un
des MLP expert. Dans ce cas F, représente le i-éme MLP, paramétré par le vecteur
des poids W;. On notera indifféeremment F,, ou Fy, la fonction de régression d’ordre
p représenté par le i-éme MLP. ox,,, € {0, ...,0c, } est un nombre réel strictement
positif et (g¢),cn. une suite i.i.d gaussienne centrée réduite, la densité de probabilité de
0¢;€ sera notée ;.

Avec les notations de la section précédente, on obtient les équations générales du
modéle :

X1 = AXy + Vi
5.2
v, )

_ ]
- FXt+1 (Y;—p+1) + OX;11€t4+1

Pour estimer une série qui vérifie (5.2), on prendra pour distribution initiale des
états de la chaine de Markov cachée g la loi uniforme sur [E. De plus le conditionnement
par rapport aux observations initiales y(lp sera toujours implicite.

5.2.2 Estimation du modéle
5.2.2.1 La vraisemblance

Les paramétres 6 du modeéle sont ici les poids des N experts (W), les N variances
des modéles (0;), les coefficients de la matrice de transition (a;;) que ’on suppose tous
strictement, positif.

La vraisemblance du modéle pour une suite d’observations de la série y := (y7,),
pour un chemin réalisé z := {z;, t =1, ..., T} s’écrit :

Tﬁ[@( Fw,( 1 (.’L‘t) oy 1{5 3 (@e,e41)
= LLLL®: = P s LT e w26

t=1 i=1

La vraisemblance globale des observations est donc :

Lo (y) = >, Le(y,x), ot Y représente la somme sur tous les chemins possibles
de la chaine de Markov cachée.
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5.2.2.2 Maximisation de la vraisemblance

On montre facilement que le calcul exact de la log-vraisemblance par cette méthode
est de complexité O(NT), mais l'algorithme E.M. (Demster et al. [21]) permet de
trouver un suite de parameétres qui augmente la vraisemblance a chaque itération et
converge vers un maximum local de la vraisemblance pour une trés grande classe de
modéles dont le modéle (5.2).

Rappelons la définition de I'algorithme E.M.

L’algorithme E.M. (Expectation/Maximisation)
1. Initialisation : Poser & = 0 et choisir 6,
2. E-Step : Poser 6* = 6, et calculer Q(., 6*) avec

o Ly(Y, X)
20.0)= e [n(77575)
3. M-Step : Trouver X
f = argmax Q(6,6%)

4. Poser 6,1 par 6 , et recommencer a ’étape 2) jusqu’a ce qu’'un critére d’arrét
soit satisfait.

La suite créée (x, k > 0) donne des valeurs croissantes de la fonction de vraisemblance
Ly(y), puisque d’aprés l'inégalité de Jensen :

In (L. (y)) —In(Le-(y)) =In(f, Ls.(z y)d,u( ) /Lg* y))

Lg* (.CC y (‘T y
=In z Lgx(y) Le*(w y )
« (T,9) \ Lo« (z,
(Jensen) > [ In (LZ*(w,z)> L"afg(”y‘z)’) du(z)

= Ly () 'Q0",67) 2 0
La suite () converge alors vers un maximum local de la vraisemblance. Dans

la suite, on appellera la fonction Q(f, 6*) la pseudo-log-vraisemblance, elle se calcule
facilement grace a I’algorithme de Baum et Welch.

Calcul de la pseudo-log-vraisemblance (E-Step) pour #* fixé on a :

Eyg InLy(Y, X) —In Ly« (Y, X) |y ]

= Ee* +Cte

(Z > Loy (Xim, X)) Ina; + 3 ) 1y (Xy) In@y(Y; — FWz'(}/tt—pl))]) ly

t=1 4,j=1 t=1 i=1
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Ainsi, en notant :

wi(ei) = Pp- (X = e; |y)

et
wt(ej,ei) = Pe*(XH_l = €y, Xt =€ |y)a

on aura :

Eg- [(In Ly (Y, X) — In Lg- (Y, X)) ly]

T-1 N
= Z Z wi(ej, e;) Ina;; + ZZwt e 1n<I> y(t) — le(yff:,l,))} + C'te.
t=1 ¢,j=1 t=1 ¢=1

La pseudo-log-vraisemblance s’exprime donc comme la somme de deux termes :

T-1 N

Ug = Z Z wi(e;, e;) Ina;

t=1 i,j=1

et

T N
Vo = Z Zwt(ei) [In ®; (y(t) — Fw, (v;=,))]

t=1 i=1
ot Uy qui de ne dépend que des (a;;) , et Vp qui ne dépend que des w; et des o; .

Pour exprimer Uy et Vjp, on calcule wy(e;) et wy(ej, ;) grace a l'algorithme forward-
backward de Baum et Welch (Rabiner [54]).

Dynamique forward Si on note : ay(e;) = Ly« (X; = €;,9%) la vraisemblance
de I’état e; a I'instant t et des observations y¢, on a la récurrence forward :

oy1(e;) = (Z ay(ej) X aj; ) X B} (yer1 — Fw; (yf_p+1))-

Dynamique backward  Sion note : 8;(e;) = L(y/,, | X: = e;) on a la récurrence
backward :

N

Bi(ej) = Z‘I’f(ytﬂ — Fw: (Y p11))Brar () X ajj.

=1
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On aura alors les résultats :

wt(ei) _ Igt(ez‘)ﬁt(ei)

Zizl Oét(ez')ﬁt(ez’)

ainsi que :

w (e e ) _ a’t(ej)a;'qu);k (yt—l—l - FW; (yg—p—l—l))ﬁt—kl(ei)
t\€j,6;) — .

Maximisation de la pseudo-log-vraisemblance (M-step) Pour maximiser la
pseudo-log-vraisemblance, il suffit donc de maximiser séparément Uy et Vj .

Maximum de Uy :  On trouve, en maximisant Uy (cf Rabiner [54])

R E(nb transitions e; — €; |y)

a'ij =

E(temps d'occupation de e; |y)

2 wilene)

1] — -
7:T:11 wt(ej)

Maximum de Vjy : Puisque 'on a supposé 'innovation gaussienne, il faut maxi-
miser :

T

V, = Z iwt(ei) (y+ — Fw, (yf:;))Q +1In <\/ﬁaz)] i

202
=1 i=1 i

Ceci se résout aisément grace a un apprentissage, pour chaque expert Fy,, sur la
fonction de cotiit pondérée par la probabilité a tout instant de 1’état e; :

T

W; = arg minZwt(ei) [(ye — Fw, (wi2))?] -

t=1
On en déduit les variances 67 de chaque modéle, en posant :

1 T
62:7 Wil €; t_FW f:; 2 .
= e e 0= Faglui)’
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5.2.3 Application a la série laser

On utilise la série laser compléte de “Santa Fe time series prediction and analysis
competition” (cf [62]). Le niveau de bruit est ici trés bas, la principal source de bruit
vient des erreurs de mesures. La longueur totale de la série est de 12500, on garde 11500
données pour ’apprentissage et les 1000 derniéres données sont gardées pour valider le
modeéle appris.

5.2.3.1 Procédure d’estimation
L’estimation de ce genre de modéle souléve plusieurs questions :

1. Le nombre d’experts & utiliser : On ne connait pas a priori le nombre de régimes
différents de la série. On fera donc une estimation avec 2 experts pour commencer,
puis on rajoutera un expert jusqu’a ce que l'erreur de prédiction du modéle
augmente.

2. L’initialisation : La matrice de transition sera toujours initialisée avec tous ses
éléments égaux pour n’avantager aucun expert au début. Dans le méme souci de
ne pas avantager un expert dés le début, les poids des experts sont initialisés tres
proches de zéro, ici on utilise une loi uniforme entre -0.01 et 0.01.

3. L’apprentissage : La phase de maximisation de la pseudo-log-vraisemblance est
délicate, puisque qu’on peut difficilement savoir quand les experts ont atteint un
minimum local de leur fonction de cotit pondérée. Pour que I’algorithme garde
un temps de calcul raisonnable on considérera qu’un bonne approximation du
M-step est obtenue avec un apprentissage comprenant 10 itérations de 'algo-
rithme de Levenberg-Marquart, car cet algorithme converge trés rapidement. On
voit empiriquement qu’un minimum local semble atteint & chaque itération de
I’algorithme E.M., sauf peut-étre pour les 3 premiéres itérations de I'E.M.

4. Le probléme des mauvais minima locaux : Wu [63] a montré que méme si on peut
trouver un maximum global & la pseudo-log-vraisemblance a chaque itération de
lalgorithme E.M., celui-ci ne converge que vers un maximum local de la log-
vraisemblance. Ici les choses sont pires puisque qu’on ne trouve qu’un maximum
local de la pseudo-log-vraisemblance. Il est donc important de recommencer plu-
sieurs fois 'apprentissage avec des initialisations différentes. Ici 10 apprentissages
différents ont suffit & trouver des résultats intéressants.

5.2.3.2 Estimation avec deux experts
On choisit d’utiliser 2 experts avec 10 entrées, 5 unités cachées, et une sortie linéaire,

les fonctions d’activation sont des tangentes hyperboliques. On suppose donc que la
chaine de Markov cachée a deux états e; et es. La matrice de transition initiale vaut :
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0.5 0.5
Ao = ( 0.5 0.5 >

On procéde a 200 itérations de ’algorithme E.M. Le but de ’apprentissage est de
découvrir les éventuels régimes de la série et de pouvoir prévoir les effondrements, ainsi
que la prévision de la valeur suivante de la série.

Estimation de la probabilité des modéles : Aprés apprentissage, la matrice de

transition estimée est :
A= 0.994 0.025
—\ 0.006 0.975

La figure 5.2 représente la série et en dessous, les probabilités des états condition-
nellement aux observations. Le modéle fait apparaitre trés clairement deux états sur la
série de validation.

Le premier état correspond au régime normal de la série, alors que le deuxiéme
correspond au régime d’effondrement de la série.

F1G. 5.2 — Espérance conditionnelle des états sur la série de validation

3 T T T T T T T T m T
2.5 SERIE ine 1 R
2 L i
1.5 -
s
0.5
0 1 1 1 1 1 1 1 1
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900
1 T T T T T T T T N T
PROBABILITE E1 fin
0.8 - 1
0.6 |- 1
0.4 B
0.2 - 1
= L L 1 L L L 1 L L -
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900
1 T T T T T T T T T =
[ ne 1
o0s L PROBABILITE E2 ]
0.6 - =
0.4 |- 1
0.2 - 1
o I I L I I I L i I
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900

La figure 5.3 représente la prévision des états a chaque instant c’est-a-dire :

Qi = AQy)

ou @ est lestimation forward de I’état, c’est-a-dire (en reprenant les notations de la
section 5.2.2.2) :
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(%) _
Sy (i)

Cette prévision différe de l'espérance conditionnelle car on n’utilise que les données
disponibles a I'instant ¢ pour prévoir I’état a I'instant ¢ + 1. La prévision par le modéle
de la valeur a I'instant £+ 1 de la série, sachant les valeurs jusqu’a l'instant ¢, s’obtient
aisément par :

Qt(i) =

N
Yij = Z Qi1 (i)ﬂ(yf—pﬂ)
i=1

La prévision naturellement est moins bonne que l’espérance conditionnelle, mais il
reste clair que quand le modéle prévoit que 'on passe a I’état 2, un effondrement est
imminent.

L’erreur quadratique moyenne de prévision, normalisé par la variance de la série
(E.N.M.S) est de 0.0033 sur la série de validation .

F1G. 5.3 — Estimation forward des états sur la série de validation

T T T T T T

T
* SERIE

N T
line 1

3
2.5 -
> L i
1.5 | -
1
0.5 i il
0 1 1 1 1 I 1 1
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900
1 T T T T T T N T T N T
0.8 [ PROBABILITE E1 line i
0.6 -
0.4 i
0.2 | -
0 L L I L L L 1 L L =
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900
16 T T T T T T T T P =
8‘68; r PROBABILITE E2 B
0.4 ]
0.2 -
o T T L T T T —" T T
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900
R = T T T T T T T T - T 7
o2 | ERREUR DE PREVISION line 1 i
o N ‘vAwM "f I " M
-0.2 + v -
-0.4 ¢ . . . . . . . . . 1
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900

5.2.3.3 Estimation avec 3 experts

L’architecture des experts reste la méme, on obtient alors sur la série de validation
les résultats visualisés sur les figures 5.4 et 5.5.

On y voit clairement apparaitre une segmentation en trois états : un état de régime
normal, un état de régime pré-effondrement, un état de régime d’effondrement. La
matrice estimée est ici :
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0.9548 0.0002 0.0204
0.0356 0.9955 0.0000
0.0096 0.0043 0.9796

S
Il

L’E.N.M.S. du modéle sur la base de validation est de 0.0046, elle est un peu plus
grande que celle avec deux experts, il ne semble donc pas utile d’estimer un modéle
avec plus d’experts.

F1G. 5.4 — Espérance conditionnelle des états sur la série de validation
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F1G. 5.5 — Estimation forward des états sur la série de validation

3
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5.2.4 Conclusion

Si on compare avec les résultats obtenus avec le MLP “porte” de Weigend et al.|[61]
on obtient une E.N.M.S. comparable a leur modéle, mais avec beaucoup moins de
parameétres. En effet la meilleure E.N.M.S. sur la base de validation est de 0.0035 dans
leur cas avec 6 experts (de méme architecture que pour notre modéle) et de 0.0033 avec
2 experts dans notre cas. De plus notre modéle fournit une bien meilleure segmentation
de la série, car la segmentation obtenue avec un MLP “porte” oscille sans cesse d’un
état a un autre (cf [61]), mais est trés claire avec notre modéle.

On remarquera que la meilleure erreur de prévision est obtenue par le modéle
avec deux experts, cependant le modéle avec trois experts donne quand méme une
segmentation intéressante avec ’apparition d’un état de pré-effondrement.

Enfin ce modéle semble prometteur non seulement pour la prévision classique de
séries temporelles mais aussi pour prévoir des renversements de tendances (Krach fi-
nancier, avalanche,...) car on peut en prédisant la probabilité des états a venir, avoir
un aper¢u du comportement futur de la série.
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Chapitre 6

L’algorithme E.M. revisité

Pour trouver les paramétres qui maximisent la vraisemblance, on a recours a un
algorithme E.M. Or pour calculer la pseudo-log-vraisemblance (E-step), on utilise géné-
ralement 1’algorithme de Baum et Welch dit Forward-Backward. Cet algorithme a 1’in-
convénient de requérir la mémorisation de toutes les vraisemblances des observations,
des estimateurs “Forward”, et des estimateurs “Backward”, ce qui demande beaucoup de
ressources si la série étudiée est longue. De plus le passage Backward est contradictoire
avec une implémentation en ligne de 1’algorithme E.M. et les tentatives pour en im-
plémenter une approximation doivent résoudre ce probléme en faisant du “hors-ligne”
local (voir par exemple Krishnamurthy [41] dans le cas de chaines de Markov cachées
dont I’espace des observations est continu, ce qui est un cas particulier des modéles
étudiés dans cette thése).

Cependant, Elliott [27] a montré dans le cas des chaines de Markov cachées a
observations continues que l’on pouvait exprimer les paramétres qui maximisent la
pseudo-log-vraisemblance grace a des estimateurs forward uniquement. Nous montrons
comment on peut étendre les travaux d’Elliott aux modéles autorégressifs avec une inno-
vation gaussienne, ce qui nous permet, dans le cas linéaire, de calculer sans passage Ba-
ckward, ni mémorisation, les estimateurs qui maximisent la pseudo-log-vraisemblance.
De plus, ces estimateurs étant récursifs, on peut alors proposer un schéma en ligne
original pour l'algorithme E.M. appliqué a ce type de modéle.

Cette section s’organise en deux parties, aprés un rappel des hypothéses sur le
modéle, on introduit la méthode utilisée pour calculer les estimateurs de facon récursive.
Il s’agit en fait d’appliquer une version discréte du théoréme de Girsanov pour pouvoir
exprimer I’espérance conditionnelle des statistiques exhaustives utilisées pour le M-step
de T'algorithme E.M. Ensuite, dans la deuxiéme partie, on proposera une version en
ligne de cet algorithme et on en étudiera le comportement sur une simulation.
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6.1 Introduction

Notre but est toujours de maximiser la vraisemblance grace a ’algorithme E.M..
Cependant, on montre ici que ’on peut calculer directement par un algorithme forward
les paramétres qui maximisent la pseudo-log-vraisemblance ce qui permet d’éviter le
passage backward de l'algorithme de Baum et Welch. Ces estimateurs sont largement
inspirés du chapitre 3 du livre d’Elliott [27].

Dans cette partie, pour que les estimateurs s’écrivent plus facilement on décalera
les temps de 1 pour la chaine de Markov cachée, cela ne change pas le modéle, il ne
s’agit ici que d’un jeu d’écriture.

Le modeéle considéré est donc le suivant :

{ Xt+1 = AXt + V;H—l

ol (‘St)teZ est une suite i.i.d gaussienne centrée réduite et o., > 0 pour tout e; € K.

Le principal outil pour calculer ces nouveaux estimateurs est une version discréte
du théoréme de Girsanov. Ainsi on peut construire explicitement une probabilité P
sous laquelle toutes les composantes du processus observé sont i.i.d. A (0,1).

En travaillant sous cette nouvelle mesure, les estimateurs récursifs du temps d’oc-
cupation d’un état de la chaine de Markov cachée, du nombre de transitions d’un état
vers 'autre, et des covariances de chaque modéle de régression sont facilement calcu-
lables. Il suffira alors de trouver une méthode pour revenir a la probabilité réelle pour
avoir les estimateurs qui maximisent la pseudo-log-vraisemblance.

L’espace d’état de la chaine (X;) est toujours E = {ey, ...,en}, avece; = (0, ...,0,1,0, ...

ou seule la coordonnée ¢ vaut 1. On suppose que X, est donné, ou que sa distribution
ou moyenne F[X;] est connue.

Notation 11 On notera {F;}, t € N la filtration engendrée par (X;)1<i<¢; {4}, t €N
la filtration engendrée par (Yi)1<i<¢; {Gi}, t € N la filtration engendrée par (Y;, Xi)1<i<:

6.2 Changement de probabilité

Notons o,, = 03, ¢;(z) = (2m02) /% exp (—22/202) pour la densité N(0,02), ¢(.)
pour la densité de A'(0, 1) et (., .) pour le produit scalaire dans RY . On rappelle d’abord
le théoréme de Bayes conditionnel dont on trouvera une démonstration dans le livre
d’Elliott [27].

Théoréme 12 Soit (Q,F, P) un espace de probabilité, et G C F une sous tribu. Soit
P une autre mesure de probabilité absolument continue par rapport a P, la dérivée de
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Radon-Nikodym de P par rapport @ P est dP/dP = A. Alors si ¢ est une variable
aléatoire P intégrable :

E[91G] = oi v = g si [A|G] >0

et Y = 0 sinon

Maintenant, le processus observé {Y;}, ¢t € N, est de la forme
}/t—‘rl = FXt (}/;t—p-‘rl) + Ox, X €tq1

ou & est i.i.d. M(0,1)
on notera ox, = (0, X;), avec o le vecteur (e, , ..., Oey ).
Soit :
\ = (o, X1-1)d(y1)
t de)
A() - ]_,

le N,

et
A=TI_ My t>1

Définissons une nouvelle mesure de probabilité P en établissant que sa dérivée de
Radon-Nykodim par rapport a P restreinte a G; est égale & A;. L’existence d’une telle
probabilité P est assuré par le théoréme d’extension de Kolmogorov (cf [27]). On a
alors le lemme suivant :

Lemme 5 Sous P, les (Y;) sont des variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées N (0, 1)

Preuve P (Yiy1 <7|G) = E [l{v,,,<s} |Gt ] grace au théoréme de Bayes conditionnel
on a:

E 1y <y 1G]

E [At+11{Yt+1 <7} |gt}
E [Ayy1Ge]

A E [Aer1lviy <y 1G]
Ay E[Ay1G:] .

Maintenant

EA11G:] = /°° (9, X1) §(¥i) X d(er11)derin

—00 ¢(6t+1)

— [ @ XD OFR Y ) + (0,0 X i) = 1

o0
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Vi1 —Fx, (Y ,11)
<U7Xt>

d’ot, en remarquant que €;11 =

P(Yi1 <71G) = E [ Mr1liviei<ry |G

= [ (eX0elin)

—0Q ¢(5t+1) x 1{Yt+1§7—} X ¢(8t+1)d8t+1

= [ o(Yir1)dyy1 = P (Vi1 <7)
[ |

Remarque 13 On a

E [Xt+1 |gt] =F [At+1Xt+1 ‘gt] /E [At+1 |gt]
= E [M11Xe41 1G] = E [ A1 (AXy + Viga) |G
= AXLE [Ais1 |Gt + E [Aiy1 |Gt E [Vigr |Ge] = AX,

car A\iy1 et Viy1 sont indépendants et Vi1 est indépendant de G;.

Maintenant supposons que 'on débute sous une probabilité P sur (2, F). Cette pro-
babilité est telle que sous P :

1. {X;}, t € N, est une chaine de Markov de matrice de transition A, ainsi
X1 = AXy + Vi

ott E[Viy1|F] =0 pour tout k € N
2. {V;}, t € N, est une suite i.i.d. N'(0,1), en particulier indépendante de X

On souhaite alors construire une probabilité P telle que sous P :

c _ Y;H-l - FXt (Y;ttfp—kl)
t+1 — <O', Xt>

, teN

est une suite i.i.d. N(0,1), et donc Y11 = Fx, (Y} ;) + 0x,6¢11- Pour construire P a
partir de P on introduit les inverses de \; et A;.

Ecrivons :

Y o y—1 _ #(e1)
/_\l =N = (0. X1-1)¢(V1)?
A() =1

et .
]\t = Hj\l, tE N*
=1

Définissons P par (dP/ dP) lg, = M. Cette probabilité est bien définie, car on a supposé
0; >0, i€ {l,..., N}, on a alors le lemme :

Lemme 6 Sous P, (¢)ien est une suite i.3.d. N'(0,1).
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Preuve C(C’est la méme preuve que le lemme précédent en remplacant dans la dé-
monstration Ysy1, €r1, Aer1, Aey1 PAT Erp1, Y1, A1, Apyr-

6.2.1 Retour a la probabilité réelle

Notation 12 Si (H;), t € N, est une suite quelconque, adaptée & (G;), on écrira :
Vi (Hy) = E [Ath D}t}
Ainsi 7 (H;) est Pespérance conditionnelle, non normalisée, de H; suivant };. En utili-
sant le théoréme de Bayes conditionnel on a :
E[AH Y] n(H)
E [A¢ | V] 7:(1)
Supposons maintenant que (H;), ¢t € N, est une suite scalaire, on a :

AHyyy = Hyyy — Hy, Hyy = Hy+ AHyyy

ﬁt = E [Ht D/t] =

d’ou
Yer1(Hp1) = E A1 Hy | Ve ] + E [Atv1AHp 1 | Viga] -

Analysons le premier terme de droite :

E []\t+1Ht D}H—l} = E []\t/_\tHHt |yt+1]

(0, Xt)

(0,Xt)p(Yi+1) Vit

- E [_\th

Notation 13 Ecrivons

¢ (Yt+1—FXt(Ytt—p+1))

(0',e¢>

(0,€i) ¢ (Yit1)

I' (Y1) =

Par définition SV, (X, ¢;) = 1, alors
N
E A Hy Vi | =) E[A (X0, T (Vi) Hy Vi |

=1

= (B [MXH, Y] T (Vi)

i=1

et comme sous P les Y; sont i.i.d.

N
E A Hy YViea] =D _(E[MXH, (Y], T (Yign))

i=1

Dot le lemme :
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Lemme 7 Avec les notations précédentes

N
E Ay Hy (Ve ] =D (e (HXp) , T (Vi) -
i=1
De plus il découle de la linéarité du produit scalaire et de ’espérance conditionnelle

que :
N

Yt (HtXth) = Z <’}/t (HtXt) ,ei) 61'6;7,1.

i=1
Ainsi, l’estimation de v;;1(Hy;1) implique le calcul de ~,(H;X;). On va donc calculer
récursivement ~y,(H; X;). Ensuite pour exprimer 7, (H,), il suffit de remarquer que :

N
(X, 1) =) (Xey=1

i=1

avec 1 le vecteur (1,...,1)" de RY on a alors :

(n(HiX3),1) = %((Hi Xy, 1))

= y(Hy (Xy,1)) = v(H,).

Finalement, lorsque I’estimation non-normalisée v, ( H; X;) est connue, I’estimateur ~;( Hy)
est obtenu en sommant ses composantes.

De plus en prenant H; = 1, on obtient :
%) = %X, I)) = (7:(Xp), D

Et par le théoréme de Bayes conditionnel, on aura :

Maintenant, on écrit le théoréme central de ce chapitre, qui a été obtenu par Elliott
dans le cas des chaines de Markov cachées avec un espace d’observation continue et
qu’on généralise & notre cadre.

Théoréme 13 Soit H; un processus scalaire G-adapté de la forme : Hy est Fy mesu-
rable, Hip1 = Hy+oup1 + (Bia1, Vigr) + 001 f (Yega), £>0, 00 Vigr = Xyp1 — AX,y, fest
une fonction réelle, o, B, § sont des processus G prévisibles (5 est N-dimensionnel).
Alors :

Yer1(Hep1 Xe1) = Y1 (Hegr)
N
= > {(nHX),T' (V1)) 0
i—1

et (e (X0 T (Vi) a
+71 01 (X, I (Yer1))) f(ye1)ai
+ (diag(a;) — aia?)% (ﬁt+1 <Xt, Fz(n+1)>)}

avec a; := Ae; et diag(a;) la matrice ayant pour diagonale le vecteur a;.
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Preuve du théoréme On prouve d’abord deux résultats préliminaires.

Résultat 1

[ [Vit1 Gt Vera ] D]t—f—l}

E [W+1 |yt+1] == E]
[E Vi1 1G] D]t+1} =0.

(6.1)

E
E

Résultat 2 En notant diag(z) la matrice diagonale ayant le vecteur z pour dia-
gonale, on a :

X X1 = AX(AX)T + AXVE + Vi (AX)T + Vi VE.
Comme X; est de la forme (0,---,0,1,0,---,0) on a
X1 Xi g = diag(Xyy1) = diag(AX,) + diag(Vig)
donc
Vi1V, = diag(AXy) + diag(Vis) — A diag(Xy) AT — AX, V] — Vi (AX)T.

Finalement, on obtient le résultat

(Vigr) = E[WHV}L | Fi]
= E[Vi Vi X (6.2)
= diag(AX;) — A diag(X;) AT.

Preuve principale On a

7t+1,t+1(Ht+1) =E [At+1Ht+1Xt+1 |yt—|—1} B
=F [(AXt + Vigr) (Hy + a1+ < Big1, Vigr >+ f (Ye41)) X Mg D@H}

donc grace a I'équation (6.1),
Veprpr1(Hypr) = B [((Ht + 1 + 01 f (Y1) AXi+ < Bigt, Vigr >) X Ayt |yt+1] .

Par conséquent :

N

Verrp1 (Hepr) = Z {E [(Ht + a1 + 61 f (U41)) < AXy €5 > €5) Mgy [ Vega ] }
_ =t _

+E [< Bt Vigr > XDy [ Vg ]

d’ou :

N N
Vet (Her) = Z Z {E[(He+ a1 + 601 f (1)) < Xo € >) Mypaagee; [ Vi ] }

B j=1 i=1
+E [< Biv1, Vigr > XA |yt—|—1] .
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On a noté a; = Ae;, donc

Yest,er1(Hig1) Z {E (Hy + g + 61 f (1)) < X, € >) Apaay D}H—l]}

+E [< Bes1, Vi > XAt+1 Vi) -

On a vu (lemme 7), que pour H; une suite adaptée a G,

E [—/_\t—f—lHt |yt+1 Z <% (Hi X3), yt+1)>

d’ou, pour tout e, € E

E A Hy < Xpoer > V1] = Y2n, (n(HXy < Xy e, >), T (y141))
ZZ:1< (HtXtX 67') r (yt+1)>

et comme on a aussi la formule (lemme 7) :

N
W(H X X]) = Z (n(H X)), e) eief

=1

on aura :

N
E [/_\H—lHt < X, er > D}t+1} = Z <’Yt(HtXtXtT€r),Fi(yt+1)> = (v(H X1), T (4441)) -

=1

Comme «, 3, § sont G prévisibles, I’espérance conditionnelle linéaire et f(y;.1) me-
surable par rapport & );.1, le résultat préliminaire (6.2) nous permet de déduire le
résultat annoncé M

Ce résultat permet, en considérant des processus (H;),.y particuliers, d’obtenir
récursivement des estimateurs pour un large type de processus. On pourra notamment
calculer ’espérance conditionnelle du temps d’occupation d’un état, du nombre de
passages d’un état a 'autre et des covariances des différents modéles de régression.

6.3 Application de ces estimateurs

Nous allons montrer comme appliquer ces équations aux modéles autorégressifs
linéaires & changements de régime markoviens. Nous avons besoin pour cela du calcul
de plusieurs quantités.
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6.3.1 Estimateur de I’état

Dans le théoréme 13 prenons H; = Hy=1, oy =0, 5, =0, 6; = 0, alors :

Ver1 (Xe1) = Z (n(X0), T (Yepr)) as. (6.3)

On obtient donc le vecteur E [ X; | V] = 7:(Xt)/7:(1)

6.3.2 Estimateur du nombre de sauts de I’état r & I’état s

Le nombre de sauts de 1’état e, a I’état e, au temps ¢ est donné par :
t

‘7757"5 = Z <Xl717 eT) (Xla 68) .

=1
En utilisant X; = AX;_; +V,on a:
T = ?:Li (Xi-1, €r) (X0, €5)
= trs + <Xt7 eT) <Xt+17 €3>
= T+ (X, e) ((AXy, €5) + (Viga, €5))
u7trs <Xta 67‘) Qsr + <Xta 61") <‘/;f—|—1a es) .

Ainsi, en appliquant le théoréme 13, avec Hyyy = J7%1, Ho = 0, a1 = (X4, €r),
Bisr1 = (Xy, e,y el on obtient

e () = Xk (0 (57, T (Vi) a (6.4)
+ (e (X)), I7(Yehn)) asres.

6.3.3 Estimateur du temps d’occupation

Ecrivons O] pour le temps passé par X a I’état e,, jusqu’au temps ¢, alors :
t+1
O = Zn:1 (Xn, €r)
= O; + <Xta 67-) .
En appliquant le théoréme 13, avec Hyy1 = O], Hy =0, ay1 = (X4, €r), Bry1 =0, et

dt41 = 0, alors :

Tt 1,41 (OI—H) = Zf\il (Ve (OF) I (Yig1)) @i (6.5)
+ (7 (X¢) , I (Yiq1)) @

Remarque 14 On peut maintenant, en accord avec l’algorithme E.M., trouver les
nouveaur coefficients de la matrice de transition de la chaine de Markov cachée

o = m(Ji)
T (0F)
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6.3.4 Estimation des fonctions de régression

Dans le cas linéaire, ces estimateurs permettent de trouver les paramétres éei qui
maximisent la pseudo-log-vraisemblance de ’algorithme E.M. directement, sans avoir
recours a un calcul backward comme dans I’algorithme de Baum et Welch. En effet si
on note les modéles de régression :

Y, = aiYi_l + ...+ a;,Yt_p + af) + o056, 1 <2 < N.

Si on observe une série (Y—pt1, "+ Yn), en notant Y7 (t) = (1, 1,..., Y p), O, =
(@b, ...,a’) on a l'estimateur classique des moindres carrés qui s’écrit :

= [Z w(t)wT(t)] > ()Y (6.6)

On a donc besoin d’estimer des processus de la forme :

1.
t+1

TAt—l—l( ) Z (Xl, €r> Yi—jYzH

=1

pour tous les 7 allant de —1 apet1 <r < N.
On prend j = —1 pour calculer le moment d’ordre 2 du processus.
2.

t+1

TB (i) = Z (Xi,er) V1Y

1=1
pour tous les 7,7 allant de 0 apet 1 <r < N.
3.
t+1

TCip = Z (X1, er) Yiga.

=1

t+1

TDrL () =) (Xier) Yy

1=1
pour tous les j allant de 0 apet 1 <r < N.
En appliquant le théoréme 13 avec Hyy1(j) = TA;1(5), Ho =0, ayy1 = 0, By = 0,

01 = (Xp,er) Yioj et f(Vigr) = Yigy8i j # —1 ou b = (Xy, €,) etf(Yiqq) = Y3, si
j = —1, on aura

e (TAL () = XX (ne (TAG) T (Vi) @ 67
+ <’Yt(X) I (Y;f—|—1)>Y;57]Y't+1a'ra )
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ol a, est la r-iéme colonne de A.
Ensuite avec

Hy1(3) = TB1(4,7), Ho =0, a1 = 0, Bryr = 0 et S0 = (Xy,e,) Vi Vi et
f(Y;y1)=1ona:

Yerrart (TBra(60)) = 300 (e (TBL()) T (Yern)) s 63)
+  ((Xe), I (YVeq)) Ve 5Ys sy

Puis, avec

Hy = TC:H, Hy =0, a1 =0, Bi11 =0 et 641 = <Xt: €r> et f(Yt+1) = Y41 on

Tt+1,t+1 (TC;H) = Zijil (%,t (TCQ(J')),FZ'(Ym)m (6.9)
+ (7(Xy), I7(Yig1)) Yega 0.

Enfin, avec

Hi1(7) =TD1(5), Ho=0, 0041 =0, 811 =0et 041 = (Xy,e,) Yijet f(Vipn) =
1 on aura :

Yerre+1 (TDr1(4)) = Ziil (ee (TDE(5)) T (Vi) @ 6,10
+  ((Xy), I"(Yi)) Yieja,. '

On peut maintenant, déterminer les nouveaux parameétres des modeéles Fy, , r €
{1, ..., N} qui maximisent la pseudo-log-vraisemblance de ’algorithme E.M. En effet,
on aura Lestimateur 5, (TA (7)) (xesp. 7 (T8, (7)), % (TCL (7)) et 7 (TD, (j))) en
sommant toutes les composantes de v, », (T A}, (4)) (xesp. Yan (TB], (5)), Yam (TCr, (4))
et Ynn (TD; (4))), puis par le théoréme de Bayes conditionnel, on calcule I’estimation

TAL () = 7 (TAL)) [ (1).

T

Enfin, pour 1 < r < N, en notant R" la matrice symétrique ayant pour élément RJ;,

avec :
R, =1L R;=R,=TD"(j), Riyj=TB(i—1,j - 1)

et

~ A

C™ = (TC", (TA(1))o<i<p)

on aura :

év‘ — Rr—lcr
et cela sans passage backward, contrairement a ’algorithme de Baum et Welch.
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6.3.5 Calcul de la variance résiduelle des modéles

Les statistiques calculées précédemment sont exhaustives, elles vont nous permettre
de déterminer directement les variances résiduelles 4, ..., 65 qui maximisent la pseudo-
log-vraisemblance. En effet, pour 1 < r < N, on a ’erreur quadratique totale du modéle
r:= x%(r) qui vaut pour 6, fixé :

n

) =3 (e = 070(8)” x (Xir, )

1

d’ou :
n

XZ(T) = Z <Xt—1, €r> (yf + 0?¢(t)¢T(t)9r - 2yt0f¢(t)) .

1
Par conséquent :

n n n

X(r) = Z (Xi1,e0) U7 + Z (X 1,e0) 0] Z X1, e0) 2,87 9 (2),

1
finalement par linéarité des produits matriciels et scalaires :
X2(r) = TA"(-1) + 0' R0, — 207 C".
Ainsi on aura I'estimateur de la variance résiduelle du modéle r :
1
~2

T £ oy L 7T pry _ opT r
6= (TA7(=1) + TR0, — 267CT). (6.11)

Calcul des probabilités conditionnelles des états Si on veut connaitre la pro-
babilité des états a chaque instant, on peut calculer les wy,(e;) = E (X, €;) |Vn] pour
m € {1,...,n} et i € {1,...,N}. Pour cela on peut de la méme maniére que dans
I’algorithme de Baum et Welch calculer des estimateurs backward.

=H’71

Notons :

I=m
ol
= ¢(e1)
: <Ua Xl—1>¢(yz)
et

Bm(er) = E [/_\m+2 | Xm = er, yn] .
On montre (en adaptant 1’exercice 3 de la section 2.11 de Elliott [27] & notre modéle)
que [, satisfait la récursion backward suivante :

N
Br(er) = Y T (Vingo) B (€1)any
=1
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avec 3, = fB,_1 = 1 et finalement :

(Y (Xm), €r) Bra ()T (Yiny1)
Sty (9 (Xim), ) B (€0)T7 (Ying1)

wm(er) =

6.4 Algorithme E.M. en ligne

Puisque I'on a montré que 1’on pouvait calculer les paramétres qui optimisent la
pseudo-log-vraisemblance directement, il semble naturel d’essayer d’implémenter cet
algorithme en-ligne, c’est-a-dire de remettre a jour les parameétres pour chaque obser-
vation. Il n’existe cependant pas de preuve de la convergence d’un tel algorithme. On
étudiera donc empiriquement sur des simulations son comportement, ainsi qu'une tech-
nique possible pour ’accélérer, on comparera enfin son comportement avec 1’algorithme
E.M. hors-ligne.

6.4.1 Estimateurs récursifs en ligne

On suppose toujours que 'on part de la mesure de probabilité telle que la chaine
de Markov cachée soit homogéne de matrice de transition A et que les observations
y; soient i.i.d. M'(0,1). Supposons que 'on remette a jour les paramétres aprés chaque
nouvelle observation. Ces paramétres seront alors une fonction du temps.

Notation 14 On notera ©4,t € N, la tribu engendrée par la suite de parameétres 6,0 <
t <t. {G:}, t € N est maintenant la filtration engendrée par (Y, Xy, 0¢)1<i<¢. De méme,
comme maintenant les parameétres dépendent du temps, on note

At = (a?-) , F;, o

ij

la matrice de transition, les fonctions de régression et les variances au temps t

En généralisant la méthode avec des paramétres constants on pose :

5 = P ~Fy L (v5))
i (o1-1,X1-1)8(Y7)
AO = 1

et .
At: Hj\l, k € N*
=1

Remarquons que ces formules dépendent maintenant de la valeur des paramétres au
temps L.
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Définissons P par (dP/ dP) l¢ = Ay, avec la nouvelle tribu G qui comprend aussi
la suite de paramétres.

On aura alors sous P, (&¢)sen qui est une suite i.i.d. N'(0,1).

Notation 15 Si (H;), t € N, est une suite quelconque, adaptée a la nouvelle filtration
G, on écrit :

’Yt,t(Ht) =F [/_\thXt |yt]

et

(n+1*F§<t(Y25p+1))

(ot,ei)

<Ut, €i> ¢ (Y}+1)

I} (Vi) =

Théoréme 14 Soit H; un processus scalaire G-adapté de la forme : Hy est Fy mesu-
rable, Hyp1 = Hy + a1 + (Big1, Vier) + 61 f(Yir), >0, 0t Vigy = Xo1 — AXy, f
est une fonction réelle, o, B, § sont des processus G prévisibles (3 est N-dimensionnel).
Alors :

’Vt+1(Ht+1Xt+1) = ’Yt+1t+1(Ht+1)

Z {<’Yt HXy), Y2+1)> af

+% (o1 (Xy, T(Yisn))) af
+%¢ (Op41 (X3, T (Yt+1)>) fo, (Yp+1)al

+ (diag(al) — afa" )y, (Beer (X, TH( Y;:+1)>)}
avec at = A'e; et diag(al) la matrice ayant pour diagonale le vecteur a.

Ce théoréme se démontre exactement comme le théoréme 13.

On peut alors calculer de nouveaux estimateurs pour le temps d’occupation, les
transitions, les covariances empiriques. Cependant les paramétres sont remis & jour a
chaque observation, c’est-a-dire que, comme & 'instant “¢” on a un estimateur y; ;(Hy),
on remet a jour les paramétres en posant :

&t — Yt (*Z‘,sr)
T (0F)

et, avec les mémes notations que précédemment :
Nt pr—1l,r
0, =R,”Cj.
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Remarque 15 Ce théoréme traduit seulement le fait que ’'on peut toujours construire
une formule de retour & la probabilité réelle pour les processus (H;). Cependant, il est
important de noter que les parameétres sont maintenant une fonction du temps, on ne
calcule donc plus les statistiques exhaustives de la pseudo-log-vraisemblance et on ne
peut donc plus assurer a chaque instant la croissance de la vraisemblance. Comme cette
croissance est déterminante dans la preuve de la convergence de ’algorithme E.M., la
preuve de la convergence d’un tel algorithme E.M. en ligne reste un probléme ouvert.

L’estimateur de (0;)1<i<n est différent de celui du cas hors-ligne (formule (6.11)),
car les parameétres ne sont plus constants. Néanmoins il est facile a estimer en consi-
dérant le processus :

k+1

TELU) = Z (Xi,er) (Ve — }A/ZH)Q

=1

qui vérifie les hypothéses du théoréeme 14.

6.4.2 Etude empirique de cet algorithme

Nous allons étudier, sur des simulations, le comportement de cet estimateur en
ligne. On va, dans un premier temps, introduire le coefficient d’oubli exponentiel qui
est utilisé dans [41] pour accélérer la convergence de ’algorithme E.M. en ligne.

6.4.2.1 Coefficient d’oubli exponentiel

On introduit un coefficient d’oubli exponentiel, car cette modification a deux avan-
tages. D’abord on augmente ainsi 'importance relative de la mise a jour du paramétre
au vu de la nouvelle observation. Ensuite les erreurs provenant des mises & jour alors
que les paramétres étaient loin des vrais parameétres, sont gommées petit a petit.

Pour mettre en pratique cet oubli, il suffit de remarquer que toutes les formules se
divisent en 2 parties :

1. Partie sur le passé du processus. C’est celle qui pour un processus 7 .(H;) s’écrit :

Z {{(H:X¢), T (Y1) @i -

2. Partie sur la nouvelle observation

Ve (041 (X, Fi(Yt+1)>) &
e (41 (X, I (Ye41)) fou (Yr41) s
+ (diag(a;) — a;a;)y: (Bes1 (X, FZ(YQH)»} .
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L’idée est donc de multiplier la premiére partie des estimateurs par un coefficient d’oubli
0 < p < 1. Pour que l'estimateur garde quand méme une mémoire longue, on choisira
en pratique 0.999 < p < 0.9999.

Remarque 16 On considére donc ici des processus H; tels que :

Hyr = py X Hy+ a1+ (Bigr, Virr) + 641 f (Vi)

ot p; est une valeur déterministe . Grdace a la linéarité de l’espérance conditionnelle, le
théoréeme 14 s’applique aussi a ce genre de processus.

6.4.2.2 La simulation

On simule une série avec trois modeéles de régression :

ARyt ypp1 = =1 —0.6y; — 0.2y, 1 + €441
AR2 LYt — 1+ O5yt + O.Qyt_l + 28t+1
AR3 Y1 = 02% — 0-3yt—1 + e

avec &4, une loi N'(0,1).
La matrice de transition A pour la chaine de Markov cachée est :

0.8 0.05 0.05
0.1 09 01
0.1 0.05 0.85

On simule une série de longueur 100000, les 1000 premiéres observations de la série
ainsi générée sont représentées figure 6.1 :

6.4.2.3 L’estimation suivant le coefficient d’oubli

Les parameétres de régression initiaux sont choisis au hasard, mais toujours les
mémes pour chaque estimation (c’est-a-dire pour chaque p). La matrice initiale Ay a
tous ses éléments égaux a 0.33, les variances initiales sont de 1.0 pour les trois modéles.

On montre ’évolution des termes diagonaux a;; de la matrice de transition estimée
ainsi que les paramétres des fonctions de régression des 3 modéles au cours de I'ap-
prentissage. Les paramétres sont affichés toutes les 100 itérations. On étudie ainsi le
comportement de 'estimateur E.M. récursifs suivant le coefficient d’oubli.

Estimation récursive sans oubli (p =1) On peut remarquer que les parameétres
sont mal estimés, pour I’estimateur sans oubli (figure 6.2), car leurs valeurs ont du mal
a s’éloigner de la valeur d’initialisation.
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F1G. 6.1 — 1000 premiéres observations de la série simulée

10 T T T T T T T T T

:M\W
b

_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Estimation récursive avec un oubli fort (p = 0.999) L’algorithme converge vers
les bons parameétres. Cependant, celui-ci est trop petit et les estimations des parameétres
sont trés dispersées. (cf figure 6.3)

Estimation récursive avec un oubli faible (p = 0.9999) On peut remarquer que
les paramétres sont encore mal estimés, ’oubli n’est pas assez fort (cf figure 6.4). Il a
un peu les mémes défauts que I'estimateur sans oubli.

Estimation récursive avec un oubli moyen (p = 0.9995) Ici aussi 'algorithme
converge vers les bons paramétres. Les estimateurs sont un peu dispersés (cf figure 6.5),
mais le coefficient p = 0.9995 semble un bon compromis.

Estimation récursive avec un oubli évanescent On commence I’estimation avec
un oubli important (p = 0.999), puis au cours de I’estimation on diminue 'oubli, ¢’est-
a-dire qu’on augmente p jusqu’a 1 (plus d’oubli). La régle choisie est (/¢ étant le nombre
d’itérations) :

p = inf(0.999 + 107% x It., 1)

L’algorithme converge vers les bons parameétres, et les paramétres sont stables en fin
d’estimation (cf figure 6.6). C’est le meilleur algorithme, mais il risque de ne pas étre
adapté pour un autre probléme d’estimation
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Algorithme E.M. hors-ligne A titre de comparaison, on montre la trajectoire des
paramétres pour l'algorithme E.M. classique (cf figure 6.7). Il est & noter que les algo-
rithmes récursifs convergent en un seul passage, alors qu’il faut plus de 30 évaluations
de l'algorithme E.M. hors-ligne pour converger.
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F1G. 6.2 — Estimateur sans oubli, coefficients des AR, et termes diagonaux de la matrice

de transition.

03 T T T T T T T
AR, vrai coefficient = -1 ——
ARL, vrai coefficient =-0.6 -----
AR, vrai coefficient =-0.2 ------
02} 1
01 R
0 4

700 800 900 1000
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01

T T T
AR?2, vrai coefficient=1 ——
AR?2, vrai coefficient =0.6 -----

100

200

300

400
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06 T T

T T T
AR3, vrai coefficient =0 ——

AR3, vrai coefficient =0.2
AR3, vrai coefficient =-0.3 -------

700 800 900 1000

0.6

03

T T T
all, vrai coefficient = 0.8 ——
a22, vrai coefficient =0.9 -----
33, vrai coefficient = 0.85 ------
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F1G. 6.3 — Estimateurs avec oubli (p = 0.999), coefficients des AR, et termes diagonaux

de la matrice de transition.

04 T T T T T~ T
AR, vrai coefficient = -1 ——
AR1, vrai coefficient =-0.6 -----
AR, vrai coefficient = 0.2 ------
021 1
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F1G. 6.4 — Estimateurs avec oubli (p = 0.9999), coefficients des AR, et termes diagonaux
de la matrice de transition.

03 T T T T T~ T 12 T T T T T T T T
AR, vrai coefficient = -1 —— "Vl C =
AR, vrai coefficient =-0.6 ----- 2, vrai coefficient =0.6 -----
02k AR, vrai coefficient = 0.2 ------ J AR, vrai coefficient = 0.2 ------
1 k 4
01f R
0 4
08 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0.6 T T T T T T T 08 T T T T T I E— T
AR3, vrai coefficient =0 —— all, vrai coefficient=0.8 ——
AR3, vrai coefficient =0.2 ----- a22, vrai coefficient = 0.9 -----
AR, vrai coefficient = 0.3 ------ 075k a33, vrai coefficient = 0.85 -----
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F1G. 6.5 — Estimateurs avec oubli (p = 0.9995), coefficients des AR, et termes diagonaux

de la matrice de transition.
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F1G. 6.6 — Estimateurs avec oubli lentement décroissant, coefficients des AR, et termes

diagonaux de la matrice de transition.
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F1G. 6.7 — Estimateurs de I’E.M. hors ligne, coefficients des AR, et termes diagonaux

de la matrice de transition.
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6.5 Conclusion

Pour le type de modéles étudiés, on a montré que I'on pouvait obtenir des es-
timateurs forward du maximum de la pseudo-log-vraisemblance sans avoir recours
a ’algorithme forward-backward de Baum et Welch. Ces estimateurs, bien que plus
coliteux en temps de calcul, permettent d’éviter de mémoriser toutes les probabilités
conditionnelles des états. Il peuvent de plus étre utilisés pour d’autre quantités que
les statistiques exhaustives du modéle, par exemple les probabilités conditionnelles des
états dans une fenétre de temps.

De plus, ces estimateurs ont permis de construire un schéma d’algorithme E.M. en
ligne pour ces modéles. Cet algorithme, si on lui rajoute un coefficient d’oubli adéquat,
semble avoir un comportement acceptable. Bien siir, on ne peut pas étre str que le
coefficient d’oubli trouvé ici convienne a tous les problémes, tout comme il n’existe pas
de “pas” universel pour un gradient stochastique & pas constant. Cela donne quand
méme une idée de ce qu’il faudra utiliser dans la pratique. Le principal avantage de
cette méthode récursive est le temps de calcul. En effet sur ’exemple étudié, celui-ci
était réduit d’un facteur 10. Nous verrons cependant que nous pouvons encore améliorer
le calcul de I'estimateur du maximum de vraisemblance au chapitre suivant.

123



Chapitre 7

Estimation directe des modéles
autorégressifs & changements de
régime markoviens

7.1 Introduction

Il s’agit d’étudier une méthode totalement différente de I'algorithme E.M., puis-
qu’on développe ici des estimateurs maximisant directement la log-vraisemblance par
optimisation différentielle. On traite ici le cas de I'innovation gaussienne, mais cette
étude est adaptable a d’autres densités pour le bruit. Nous nous placerons dans un cadre
multidimensionnel qui est, par exemple, trés utilisé en reconnaissance de la parole.

Aprés avoir introduit une nouvelle paramétrisation du modéle, nous calculerons la
log-vraisemblance et sa dérivée. On obtiendra une forme additive de ces deux quantités
et I'on en déduira une méthode récursive d’estimation du modéle. Nous montrerons
enfin sur des simulations que dans certains cas, cet algorithme est bien plus performant
que ceux du chapitre précédent.

7.2 Paramétrisation du modéle

7.2.1 Rappel des équations du modéle

Soit (X})ien une chaine de Markov a valeurs dans un espace d’état fini £ =
{e1,...,en}. Soit (Vi)ien € R la série des observations. on note toujours Vi, le
vecteur (Y;_,11,---,Y;). On considére le modeéle suivant & un instant ¢ fixé : Y, =
FXt+1 (Y;ttfp—kl) + MXt+1 €41 avec

1. F,, € {F,,...,F.,} une fonction paramétrique continiment différentiable de
Ré*P — R? .
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2. M., € {M,,,..., M., } une matrice telle que X, = M, M € R soit définie

positive.

3. (e¢), 1 <t < T une suite i.i.d. gaussienne N (0, I;) ou I, est la matrice identité
de Rdxd

4. Sans perte de généralité, on identifie toujours I'espace d’état E = {e1,---,en}

avec le simplexe de RY ol ¢; est un vecteur unité de RY avec 1 sur la i-éme
composante zéro partout ailleurs.

La chaine X est caractérisée par sa matrice de transition A = (a;;) qui est telle que :
P(Xt—l—l = ez-/Xt = €j) = Qjj

En définissant : Vi1 := X1 — AXy, on obtient les équations générales du modéle :

{ Xiy1 = AXy + Vi
Yipn = FXt+1(Y;tfp+1) + Mx, €41

A priori les paramétres du modéle sont donc

— Les coefficients (a;;) de la matrice de transition A
— Les matrices de covariance X,
— Les paramétres W, des fonctions de régression F.,.

Cependant cette paramétrisation ne facilite pas les calculs, et on utilisera plutot la
paramétrisation décrite ci-aprés.

7.2.2 Paramétrisation de la matrice A

La matrice A est stochastique, c¢’est-a-dire que la somme d’une colonne quelconque
de A est 1, on a donc N — 1 paramétres libres par colonne. Pour traduire cette
contrainte on pose v;; = In :}:’] On remarque alors que vy; =0, et (v, -, Un_1,;) €

J
RN~ lavantage de cette paramétrisation est de pouvoir optimiser la matrice A sans

contrainte.

Expression de A en fonction de (v;;), 1 <i< N —-1,1<j<N. Notons 4, la
colonne j de A, alors on a :

evi
14+evy 4 ... 4 eVN-1j L<i<N
On en déduit une forme agréable pour dériver A par rapport aux parameétres (Uij) :
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8aij . 0 evii _ evii 1 evii
5%’ - anj 14+ eV +--- 4 eVN-1j - 1+ evy + ...+ eVnN-1j 14+ evy 4+ .- 4 evN-1j
d’ou
O
avz = aij(l - aij) (71)
et pour | # 1
o ; Vij Vij
1] — € . X . € - == _a/ija/lj' (7.2)
3%’ 144 e¥n-1j 144 e¥n-1j
On a, par ailleurs, si k # 7 :
aaij
v B

7.2.3 Paramétrisation des matrices de covariance du bruit
Puisque X, est supposée définie positive, on choisit alors de prendre pour para-
meétres les termes de son inverse E;l. De plus cette matrice étant symétrique, on ne

prendra que les éléments sous la diagonale (diagonale incluse). On verra par la suite que
cela simplifie I’expression de la dérivée de la vraisemblance par rapport aux parameétres.

7.2.4 Paramétrisation des fonctions de régression

On supposera seulement que la fonction F;, est continiiment dérivable par rapport
a chaque composante de son vecteur paramétre W, .

7.2.5 Notation du vecteur paramétre du modéle

Le vecteur paramétre 6 est donc (en le notant en ligne)

0= (Wg;a T Wg;\,:vlla o '7(U(N71)N7 (Ee_ll)llv T (Ee_ll)dd: T (Ze_;)dd)

ol (Z;.l)lk est le coefficient de la ligne [ et de la colonne k& (k <) de la matrice E;let
weTi représente les parameétres de la fonction F, écrit en ligne.
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7.3 Calcul de la log-vraisemblance et de sa dérivée

Afin de simplifier les notations, on notera L(yi, - - -, y,) la vraisemblance des obser-
vations (yi,- -+, y,) bien que celle-ci dépende du paramétre #. De méme la dépendance
aux paramétres sera implicite dans I'expression des probabilités et des densités condi-
tionnelles. Il serait possible de calculer la vraisemblance grace a ’algorithme forward
de Baum et Welch, néanmoins cette méthode requiert une stratégie de normalisation
pour ne pas dépasser les capacités numériques de ’ordinateur, c’est pourquoi on utilise
ici une forme plus agréable qui permet de calculer récursivement le logarithme de la
vraisemblance par une méthode que I'on retrouve dans la thése de Mevel [50] pour le
cas de chaines de Markov cachées a observations indépendantes.

7.3.1 La log-vraisemblance

On suppose les observations (y_,+1, Yo) connues, la fonction de vraisemblance s’écrit :

n n—1
Lyt oo yn) = [ [ LW [y—pr1s -5 9e1) = LWnly—psrs- - Un-1)} [ [ Lt [y—psrs -+, ve1)
t=1 t=1
N n—1
- Z L(yn ‘Xn =€ Y—p+1,- ", ynfl)P(Xn = € ‘yfp+1a Tty ynfl)XH L(yt |yfp+17 Tty ytfl)-
i=1 t=1
Si on note
— pn le vecteur dont la i-éme composante est : p,(2) = P(X, = €; [Y—p+1, - Yn—1)
— by, le vecteur dont la i-éme composante est b, (2) = L(Yn | Xn = €is Y—ps1, -+ Yn—1);
c’est-a-dire la densité conditionnelle de y, sachant X,, = e; et (Y_pi1,- -, Yn_1)-

— B, = diag (b,) la matrice diagonale ayant pour diagonale le vecteur b,

on aura :

n—1

L(yla Tty yn) = bgpn X H L(yt |y—P+1a e ayt—l) = Hbfpt'
t=1

t=1

On en déduit une forme pratique de la log-vraisemblance :

In(L(y1, -+, Yn)) = Z In(b] py). (7.3)
t=1
11 suffit donc de calculer p; pourt = 1, - - - | n, pour pouvoir calculer la log-vraisemblance,

car :
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be(i) = L(ye [ X = €y yp1, -+, Y pr1) i= e, (s — Fo, (yf:;H))

ou

e, (yi—Fe, (y:1)) = ! _1 ((yt - F, (y§:;+1))TE;1 (yr — Fe, (yf;+1))))

(var)" /et (=) 0 (o

est la densité conditionnelle de y; sachant X; = e;.

Calcul de p; Soit p;(i) la i-éme coordonnée (1 < i < N) du vecteur p; . On a py(i) =
P(X;=¢€;|y_pt1, -, yi—1) - Calculons pyi1 () :

N
pey1(8) = P(Xep1 = € |[y—pi1, -+, 0e) = ZP(Xt+1 =€, Xt = €j [Y-p+1,- ", Y1)

=1

N
= ZP(XHI =e; [ Xe =€,y pr1, s U) X P(Xy =€ |y pr1, - Yt )-
j=1

Mais comme (X;) est une chaine de Markov homogéne :
P(Xi1 =€ | Xe =¢j,ypi1,- %) = P(Xpp1 = € [ Xy =€) = ay

d’ou
N

Pt () = ZaijP(Xt = €j [Ypti, Y1)
j=1
De plus par la définition des densités conditionnelles :
L(eja Yt |y—p+17 T, yt—l)
L(yt |y—p+17 T yt—l)

P(Xt =€j |y—p+15 o 'ayt) =

soit

L(yt \Xt =€, Y—pt+1," ", ytfl) X P(Xt =¢€j ‘yfp—}—la Tty ?thl)
L(yt ‘y7p+la Tt aytfl)

be(4) x pe(4)

P(Xt =€ |y—p+17 T 7yt) =

P(Xt =€ |y—p+17 : --,yt) =

thpt
done S aihili) X p)
. Q;0¢(7) X P
Dt 1(2) =
" b;[pt
et finalement on en déduit : AB
tD¢
Pt+1 = —7 - 7.4
" bgpt ( )
On supposera que p; suit la distribution uniforme sur {1,---, N} et on pourra

ainsi calculer p;, t = 1,---n par récurrence. Nous verrons au chapitre suivant que le
choix de la distribution initiale pour p; a une importance négligeable sur le calcul de la
log-vraisemblance (grace a la propriété d’oubli exponentiel de la distribution initiale).
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7.3.2 Dérivée de la log-vraisemblance

On rappelle que 1’on a

(L, 5) = 3 (b7 p)

dong, si on note 60; le j-éme paramétre du modéle, on a
Tt Pt

thpt .

81D(L(y1, T yn
96, Z

11 suffit donc de calculer f Ipi pour pouvoir calculer la dérivée de la log-vraisemblance,
en remarquant que :

8b?pt abt T 8
= +b 7.5
06, 80 t 80 (7.5)
7.3.2.1 Calcul de abt suivant 0;
Comme b;(7) ne s’annule jamais, on peut utiliser la formule
by (i) 9 1n (b:(2))
-} Z )
ao, ~ o) X =g =
la dérivée du logarithme de b;(¢) étant plus simple & exprimer.
Si 6, est un coefficient v;;, paramétrisant la matrice A : b, étant indépen-
dant de A on a
9 _y,
00;

Si 0; est un coeflicient de la matrice de covariance inverse Egil Supposons
Z(y-1 .
que 0; = (X_")x, alors :

ob;

00,
ol u; est le vecteur de RV dont tous les éléments sont nuls sauf la i-éme coordonnée
qui vaut :

bt(i)xa[—%(dln(%r) In(det (3 ))—i—Tra(éj — F (yi ) S (e —Fei(yfjé))].

:U/i

Pour pouvoir calculer cette dérivée, on rappelle que ’on a les formules suivantes :

129



CHAPITRE 7. ESTIMATION DIRECTE DES MODELES AUTOREGRESSIFS A
CHANGEMENTS DE REGIME MARKOVIENS

— Si A (de coefficients a;;) est une matrice constante et X une matrice de coefficients
Tij -

0

aﬂ:U

— En supposant maintenant X inversible et en notant xi_jl les coefficients de X !
on a:

In(det(X)) = z;;". (7.7)

Jt

0x4;

— Si A, B, C sont trois matrices de tailles convenables, la trace de leur produit est
invariante par permutation circulaire :

Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB). (7.8)

On a, grace aux formules (7.8) et (7.6) :

O(Tr((ye = Fou (i) S5 (ye — Feu (9:55)))
00

= ((yt - Fe¢ (yz:zl)))(yt - Fei (yf:;))T)kl
et grace a la formule (7.7)

d1n(det(3; 1))

= (S
o0, (Be; )i

En résumé, le i-éme élément de u; vaut (en utilisant la symétrie de X, ) :

be(i) X ((Bes ) — (v (yf P = Fo(wimp)"),) , sik #1
i) % (et~ (0~ Fo b~ ol sih=t, (9

Si 0; est un des parameétres de la fonction de régression F;, Supposons
que 0; correspond a la composante | du vecteur paramétre W;, on a :

ob, b (1) T
00; =0, 00; +0+:0)
ol 622() vaut :
1 t—1\\Tyv—1 t—1
(i) X 0 — 3[(dIn(2m) — In(det(X;")) + Tr((yr — Fe,(vrp) 20" (e — Fe, ()]

00

_ 10T = P ) S = i)
2 o, :
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et en utilisant la formule (7.8)

by (i) _ _1 a[TT(Ee_il(yt - F, (yg:;)(yt -

Fo,(yip))"]

00; 2 00,

On note (yt —

X by(1).

(v — F.;(yi=,)) (resp. (F,(yi=,)))- En utilisant la formule de dérivées des composées
de fonctions et la formule (7.6), on a finalement :
by (¢)
00;
_ OF ¢, (yi—p)(m) OF e (yi ) (1)
bi)x 3 (5 ((Fe, i) — ) () =T (i — ) (o PP
1<m,i<d J j
7.3.2.2 Calcul de ﬂ suivant 0;
On sait que p; vérifie la récurrence (7.4) :
Pty1 = LBtpt
! by pr
En dérivant cette expression par rapport au parameétre ¢;, on a :
Opi41 0AB;p; 1 athpt 1
a0; a0 bp P Tan X\ 0l
soit
Opiy1 (9ABt Opy 1 b} 7 Opt 1
= + AB AB -t b — :
20, 20, a0, ) X 7 T AP Go P+ e ) X\
On a alors :
Opii1 _ AB, [ _ ptth:| % i <3ABt> bt ABpy (61) )
90; bi pe bip: | 00; 90; thpt (b7 pr)? 89
d’ou :
Opi41 AB, [ pth} Opy <8A 3Bt> Dt AB;p, <8th )
== [l - F— + B, + A — 7.10
90;  bp | bp) 06, \a0, ' T 00 ) tTp,  (b7py)? \ 96, (7.10)

avec, si p; est la distribution initiale : ap
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7.3.2.3 Calcul de 3—2

Si 0; est un coefficient paramétrisant la matrice A, avec 6; = vy, on a

0A

0, = C(vim)

ou C(vyy,) est une matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf la colonne m :
C,, qui est telle que :

{ Cmgz‘) = —QimGm it # | (7.11)

Crn(i) = ayn(1 — ayy) sit =1 -~

7.3.2.4 Calcul de %
J

— Si 0; est un coefficient de la matrice de la matrice Z_l ou de la fonction de

régression F,, on déduit facilement aBt de abt ), puisque c’est la matrice :
by (4)
diag(0, ..., , e 0).
9( 90, )

— Sinon %gt est la matrice nulle.

7.3.2.5 Résumé

Avec les notations précédentes, pour estimer les paramétres de ’estimateur du
maximum de vraisemblance du modéle, on doit maximiser :

In(L(ys, -+, ya)) = Y In(b{ p1)

Ce qui s’obtient par une méthode d’optimisation différentielle classique, car le gra-
dient se calcule ainsi :

3bT:Dt
aln( (yla" ayn zn: t
—1 by pt
et agtz;’ £ se calcule récursivement grace aux formules :
8bg1pt . 6bt bT(?
00; 80 * 00;
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avec
’abt—0510—1/ 1<i<N—-1,1<j<N
06, i
SZ‘ —bt() 7 (% ) ((ye — Fei(yt_lp))(yt Fei(yiilé))T)”) si 0; = (321,
} 3= 0u(0) % (S = (0 = FulWl=)) e = Fu(ui=))),,) s 05 = (521,

_ OF.,; (yi_1)(m)
B = 5hu(i) x zm,l(ze:»m ((Fewi) — ) ( Tl
t—1
+( (y ) yt) (m)iaFei(g;;”)(l)) si 6, est un coefficient de W;

\

et ‘9’” qui vérifie la récurrence :

Opi1 _ ATBt 7 pth;‘F op, " 0A B, + AaBt ql?t _ ATBtpt ab
60] bt o bt Dt 80] 80] 803 bt yoi (bt pt) 80
De plus si p; est la distribution initiale : % = 0 pour tout j .

et

. ) 86 .
oB, !

% = diag(0,- - i) -+, 0) SiGJEFez'OUE;'l
& = 0 sinon

Y

{% = C(Ulm) SiHjEA, szvlm

00, = Opnxn sinon

enfin C'(vy,) définie par (7.11).

7.4 Application : Estimation récursive

7.4.1 Estimation récursive du maximum de vraisemblance

Un estimateur récursif 6,1, du vecteur paramétre 6 basé sur les n + 1 premiéres
observations de (y;),.n- est de la forme :

9n—|—1 = gn + ’Yanh(yn—Ha on)

ou h(y,0) est la fonction score, H, une matrice adaptative et vy, est une suite de gains
satisfaisant

o o
Tn <0, Z’yn = 00, Zvﬁ < 0. (7.12)
n=1 n=1
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Pour des observations indépendantes avec une densité f(y,#), la fonction score est

h(y,0) = {W’ 1 < i < dimensionde 0}

et le choix optimal pour H,, est I'inverse de la matrice d’information , i.e. H ' = I(6,),
ou

1(0) = E [h(y,0)h(y,0)"] .
Le calcul de cette matrice d’ information requiert une intégration numérique, ce qui est
trés cotiteux en temps de calcul. On utilisera donc & la place une estimation de cette
matrice, i. e.

1 n
Hn_l =0 Z h(ys, 05—1)h(ys, 0;_1)".
=1

La matrice H, peut étre estimée récursivement, grace au lemme d’inversion de matrice
de Ricatti (en notant h, = h(yy,,0,-1)) :

_ 1 H — ’Yan—lhnthn—l
11— Tn " (1 - 7n) + f)’nhz;thn .

H,

7.4.2 Estimation récursive du maximum de vraisemblance pour
un modéle autorégressif & changements de régime marko-
viens

Dans notre cas, les observations ne sont pas indépendantes identiquement distri-
buées, cependant la log-vraisemblance (7.3) a une forme additive comme pour le cas
i.i.d. En suivant une démarche similaire’ a Holst et al. [35], on déduit en 1’algorithme
récursif pour notre cas.

Notons
_ nT nT n n n~1 n~! n~1 T
On = (we,- 77 Wy s Vi1 77 7 UN—1) N (Eel )117 ) (Eel )dd7 ) (EeN )dd)
le paramétre au temps n, et A, la matrice associée avec (U{Ll, . ,U?Nil) N), on a

{ 0n—|—1 = On + ’)/anhn—l—l

Hn — - 1 (Hn _ 'Yan—lhnhz;Hn—l )

—Tn (1_7n)+7nh¥,,‘th»n

ou h,, est le vecteur gradient tel que la j-éme coordonnées soit :

, ob, T 70Dn,
!Bien que les algorithmes semblent proches, nous cherchons & maximiser la log-vraisemblance, alors
que Holst et al. cherchent & maximiser la pseudo-log-vraisemblance définie section 5.2.2.2.
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ou

AnBpnpn,
bI'p,

Pn+1 =
et

T T
8pn4'r1 _ AnBy, [I B pnbn] (9;0,'1 N <8Aan AnaBn> Pn Aanpg (Gbn_ pn) '
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Les conditions pour la consistance et la normalité asymptotique de ces procédures sont
en général des questions ouvertes méme dans le cas i.i.d. Dans cet article le modéle est
trés général et il n’existe pas de résultats théoriques. Nous verrons cependant que cet
estimateur semble trés bien se comporter sur des données simulées. Dans la suite, la
valeur initiale du pas est o = 0.08, il décroit a la vitesse nl/ﬂﬁ

7.5 Performance des algorithmes sur des simulations

Nous montrons ici le bon comportement des algorithmes étudiés, que les fonctions
de régression soient non-linéaires (MLP) ou linéaires. Nous indiquons de plus les temps
de calculs obtenus sur un PC de bureau (400Mhz).

7.5.1 Simulation avec deux MLP pour fonctions de régression
7.5.1.1 Le modéle

On simule une série avec deux MLP qui ont 2 entrées, une couche cachée de 3
unités (avec des tangentes hyperboliques pour fonctions d’activation) et deux sorties.
En adoptant les notations du chapitre 2 :

— Les vecteurs pOidS (Wll, ey, W13, e, W33, A11, Ty, A14, T ,A24) des deux ex-
perts sont les suivants

MLP, : (0.38,0.86,0.88,0.86,0.08, —0.64, 0.54, 0.21, 0.23, 0.69,
—0.77, —0.42, —0.05, 0.42, —0.52, —0.92, 0.26)

MLP, : (—0.36,0.76,0.70, —0.25,0.94,0.18, —0.24, 0.84, 0.16,
—0.55,—0.94, —0.73, —0.48,0.98, 0.40, —0.61, 0.74) .

— La matrice de transition de la chaine de Markov cachée est
095 0.1
A= ( 0.05 O.9>'
— Les matrices de covariance des bruits sont

0.29 0.34 1.09 0.33
= < 0.34 1.48 > ete = ( 0.33 0.1 ) '
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On simule une série longue de 30000 données.

Nous procédons a deux estimations :

— La premiére sur les 1000 premiéres données pour comparer les algorithmes E.M,

différentiel, et stochastique
— La seconde sur toute les données pour voir les performances de I’algorithme
stochastique qui est particuliérement adapté aux séries trés longues.

Les 100 premiéres observations de la série bidimensionnelle sont représentés figure 7.1.
On peut notamment remarquer que ’on ne peut pas voir “a4 'oeil nu” 'existence de
différents régimes.

Fia. 7.1 — La série simulée

N T ILTY AN ),
w m ) \', y

o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

7.5.1.2 Estimation a 1’aide des 1000 premiéres observations

Dans toute la suite, les temps CPU donnés a titre indicatif sont obtenus sur un PC
(400 Mhz).

On estime les paramétres & partir de 10 initialisations aléatoires du vecteur para-
meétre.

— Algorithme E.M : On fait 50 itérations de l'algorithme E.M. (cf section 5.2.2.2),
avec 10 itérations de BFGS pour chaque expert afin de calculer le M-Step.

— Optimisation Différentielle : On fait 100 itérations de BFGS (cf section 2.3.1.2).

— Estimation récursive (cf section 7.4.1) : Comme ’algorithme n’a pas le temps de
converger sur les 1000 premiéres valeurs de la série, on fait 30 passages.
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On remarque sur cet exemple (cf tableau 7.1) que P'estimation différentielle directe et
I’algorithme E.M. donnent des résultats & peu prés équivalents, I'estimation directe
étant quand méme deux fois plus rapide.

L’algorithme stochastique est quant a lui plus robuste aux minima locaux et plus
rapide.

Les matrices de covariances estimées pour le modéle avec la meilleure log-vraisemblance

(—1.24691) sont
o (027 032\ o _ (110 0.33
1= ( 0.32 1.49 ) e = ( 0.33 0.10 )

et la matrice de transition estimée est
-~ 0.96 0.1
A= ( 0.04 0.9 ) '

TAB. 7.1 — Log-vraisemblance des estimations aprés calcul, log-vraisemblance pour les
vrais parametres : -1.20

| algorithme E.M. | optimisation différentielle | optimisation récursive |

—1.36805 —2.13761 —1.30815
—1.40708 —1.69924 —1.25308
—2.4903 —1.40469 —1.33211
—1.72062 —1.53105 —1.34769
—1.35515 —1.69533 —1.33211
—1.76341 —1.67276 —1.35613
—1.48806 —1.56657 —1.2944
—1.56468 —1.75466 —1.24691
—1.5589 —1.53692 —1.3545
—1.53337 —1.56613 —1.37256
CPU : 1365 s. CPU : 664.91 s. CPU : 222 s.

7.5.1.3 Estimation récursive des paramétres avec toutes les données (30000)

Ici, on fait un seul passage sur toutes les données, nous n’estimons le modéle que par
I’algorithme récursif, car les autres algorithmes sont trés lents pour un tel nombre de
données. Nous pouvons voir sur le tableau 7.2 que la log-vraisemblance des estimations
est trés proche de celle du vrai modéle.

Les matrices de covariances estimées pour le modéle avec la meilleure log-vraisemblance

sont
o (020 035\ o (110 033
1= ( 0.35 1.51 ) et 2 = ( 0.33 0.10 )
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et la matrice de transition estimée est
~ 0.95 0.1
A= .
( 0.05 0.9 )
L’algorithme récursif est donc trés efficace, la principale difficulté pour que cette algo-
rithme converge est de bien choisir le pas initial (o). Mais ce probléme est bien controlé

par une méthode telle que la projection sur des compacts de plus en plus grands (cf
Chen et al. [15]).

TAB. 7.2 — Log-vraisemblance de l’estimation récursive aprés 1 passage , log-
vraisemblance pour les vrais paramétres : -1.18

| Log-vraisemblance finale |

—1.20364
—1.19179
—1.20097
—1.22429
—1.20561
—1.18873
—1.22802
—1.29867
—1.2385
—1.18573
CPU : 248.59 s.

7.5.2 Simulation avec 4 fonctions de régressions linéaires.

On augmente ici le nombre de régimes, on prend des fonctions de régression linéaires
pour garder un nombre de paramétres raisonnable. Le processus reste bidimensionnel.

7.5.2.1 Le modéle

Les paramétres des fonctions autorégressives sont choisis de telle sorte que le modéle
soit stable.

— Les modéles AR ont pour équations :

AR, - Yi(t)  042YY(t—1) —0.37Y%(t — 1) +0.19
VUY2(t) T —0.39Y (¢t — 1) — 0.40Y%(t — 1) — 0.16

AR, - Yi(t) = —-0.57Y1(t—1)—0.19Y2(t — 1) +0.28
2T Y2(t) T —0.30Y'(t—1) —0.37Y%(t — 1) — 0.01
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AR, YI®) _ 013Y(t—1) —017Y(t — 1) +—0.8
SUYE(t) T —040Y(t— 1) +0.47Y%(t — 1) — 0.43

Ap, . YO _ —046Y'(t—1)—0.50Y>(t — 1) — 0.04
YUY(t) T —0.44YN(t—1) — 0.48Y%(t — 1) — 0.65

— La matrice de transition est

0.9 01 0.02 0.02
0.03 0.8 0.03 0.02
0.04 0.05 0.92 0.01
0.03 0.05 0.03 0.95

A=

— Les matrices de covariance des bruits sont
o 0.29 0.34 v 1.09 0.33
170034 148 ) 727\ 0.33 0.1
S = 0.05 0.04 v 0.73 0.39
571004 005 )77\ 039 034 /-
7.5.2.2 Estimation a 1’aide des 1000 premiéres observations

On estime les paramétres sur 10 initialisations aléatoires du vecteur paramétre.

— Algorithme E.M. : On fait 100 itérations de ’algorithme E.M., le calcul du M-
Step est direct car le modéle est linéaire.

— Optimisation Différentielle : On fait 200 itérations de BFGS.

— Estimation récursive : Comme 1’algorithme n’a pas le temps de converger sur les
1000 premiéres valeurs de la série, on fait 50 passages.

On remarque sur cet exemple (tableau 7.3) que lestimation différentielle directe est
plus lente et un peu moins bonne que 'algorithme E.M.

On doit cependant remarquer que puisque les fonctions de régression sont linéaires,
le M-Step est immédiat car on dispose de statistiques exhaustives (cf chapitre 6).

Cela explique les bon résultats de ’algorithme E.M. dans cet exemple.

L’algorithme stochastique reste toujours plus robuste aux minima locaux et plus
rapide.

Les matrices de covariances estimées pour le modéle avec la meilleure log-vraisemblance
(—1.42711) sont
0.28 0.29 (S 0.90 0.27
0.29 146 ) “ 727 \ 027 0.08

0.05 0.04) & _ (073 038
0.04 0.05 =\ 038 035
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et la matrice de transition estimée est

091 0.18 0.02 0.03
0.04 0.74 0.03 0.01
0.04 0.04 0.92 0.01
0.01 0.04 0.03 0.95

A=

TAB. 7.3 — Log-vraisemblance des estimations apreés calculs, log-vraisemblance pour les
vrais parameétres : -1.44

| algorithme EM. | optimisation diff. | optimisation récursive |
—1.55407 —1.82305 —1.43204
—1.46167 —1.59602 —1.86068
—1.91019 —1.61028 —1.43376
—1.8313 —1.82791 —1.42987
—1.55495 —1.8152 —1.42753
—1.46917 —1.6255 —1.43096
—1.49617 —1.60715 —1.42711
—1.55667 —1.63081 —1.44114
—1.5559 —1.71152 —1.44114
—1.94858 —1.81164 —1.42774
CPU 828 5.(100 it.) | CPU 1129 5.(200it.) | CPU 550 5. (50 p.)

7.5.2.3 Estimation récursive des parameétres avec toutes les données (30000).

On fait 2 passages sur toutes les données, car le nombre de paramétres est plus
grand que dans ’expérience précédente. Cela revient a trouver une initialisation proche
du vrai parameétre pour le deuxiéme passage.

On voit sur le tableau 7.4 que la log-vraisemblance des estimations est de nouveau
trés proche du vrai modéle.

Les matrices de covariances estimées pour le modéle avec la meilleure log-vraisemblance
(—1.21053) sont
(030 0.38 (S = 1.15 0.27
1= 038 158 ) 727\ 035 0.10

005 0.04\ & _ (073 038
0.04 0.05 ) 7\ 038 0.33
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et la matrice de transition estimée est

0.90 0.10 0.02 0.02
0.03 0.79 0.03 0.02
0.04 0.06 0.92 0.01
0.03 0.05 0.03 0.95

A=
La log-vraisemblance estimée est ici pratiquement égale a la log-vraisemblance théo-
rique.

TAB. 7.4 — Log-vraisemblance de l’estimation récursive aprés 2 passages , log-
vraisemblance pour les vrais parameétres : -1.21

‘ Log-vraisemblance finale ‘

—1.21196
—1.21053
—1.2113
—1.21094
—1.24045
—1.23448
—1.21135
—1.21122
—1.21096
—1.21145
CPU : 776 s. (2 passages)

7.6 Conclusion

La méthode décrite permet de calculer la log-vraisemblance et sa dérivée de maniére
relativement simple. Cela fournit une alternative a I’algorithme d’estimation classique
(algorithme E.M.) pour ce genre de modéle. La forme additive de la log-vraisemblance,
permet en plus d’estimer récursivement les paramétres, ce qui est réputé robuste vis-
a-vis des minima locaux (les simulations le confirment) et permet aussi d’estimer les
parametres sur des séries extrémement longues.
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Chapitre 8

Etude statistique de ’estimateur du
maximum de vraisemblance

8.1 Consistance de I’estimateur du maximum de vrai-
semblance

8.1.1 Introduction

Dans cette partie, on montre la consistance forte de ’estimateur du maximum de
vraisemblance, pour des modéles autorégressifs a changements de régime markoviens.
[’étude dans le cas ol ces modéles sont lipschitziens et d’ordre de régression 1, a été
faite par Francq et Roussignol |28]. De plus, on trouve aussi une démonstration de la
consistance de I'estimateur du maximum de vraisemblance de ces modéles dans Krish-
namurthy et Rydén [40], qui adaptent la démonstration de Leroux [46] (faite dans le
cas des chaines de Markov cachées “classiques”, voir section 5.1.3) aux modéles auto-
régressifs 4 changements de régime markoviens. Cependant Krishnamurthy et Rydén
n’étudient pas les conditions d’ergodicité du modéle. Nous étudions ici le cas sous-
linéaire (ce qui inclut le cas lipschitzien) pour un ordre de régression quelconque. Nous
donnons de plus des critéres simples pour la consistance de cet estimateur dans le cas
gaussien. Nous reprenons les notations utilisées dans les chapitres précédents.

Soit (X¢), t € Z une chaine de Markov homogéne & valeurs dans un espace d’état
fini E = {ey,...,en}. Soit (V;) € R¢, ¢t € Z la série des observations et pour ¢ € Z,
pe N, Y} le vecteur (Y;_p,---, v;)" . On considére le modéle suivant :

a un instant ¢ fixé : Vi1 = Fx,,, (Y} ,,1) + 41 (Xeq1) ol

1. Pour tout ¢; € E, F,, € {F.,, ..., F., } est une fonction borélienne de (R?)” — R¢.

2. Pour tout e; € E, (g (€;)),c7 est une suite i.i.d. centrée de R?, les suites (g, (€;)), <;<
sont indépendantes.
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Comme dans les chapitres précédents, on identifie I’espace d’état E = {e;,---, ey} avec
le simplexe de RY ot e; est un vecteur de RY avec 1 sur la i-éme composante zéro et
partout ailleurs.

La chaine X est caractérisée par sa matrice de transition A = (a;;) que nous
définissons par :

P(Xt—l—l = 61'/Xt = €j) = Q4 -

Ainsi, en définissant : V1 := X1 — AXy, les équations générales du modéle sont :

X1 = AXp + Vi
Yir

8.1
= FXm(Ytt—pH) + et (Xet1) (8.1)

Notation 16 Dans toute la suite, on notera :
- Pour tout i,j € {1,---, N},
- W; le vecteur parameétre de la fonction F,,
- Bi le vecteur parameétre de la densité ¢., du bruit € (e;)
— 04 le vecteur paramétre qui détermine la matrice A
— 0 le vecteur paramétre du modéle tel que

9=(W1,"',WN,51,"'5N,9A)

— D la dimension du vecteur paramétre 0 et © C RP l’ensemble des parametres
possibles
- Fé la fonction : yP* — (yy,- - < Yps Fwv, (Y1) -

Remarque 17 On identifiera © avec l’ensemble quotient de © par rapport au per-

mutations sur {1,---, N} pour que W;, B; et 04 soient déterminés & une permutation
pres.
Remarque 18 La chaine vectorisée (Y;tfp)»ez vérifie I'équation :
Y, F (YY) el (X,)
Yia Y 0
)/;Ep = : = . + : - (8'2)
K—p }/:‘,—p 0

X
Le processus complet ( Ytt ) est donc une chaine de Markov.
t—p / teZ

8.1.2 Le contraste associé a la log-vraisemblance
8.1.2.1 La log-vraisemblance
On suppose les observations (y_p+1, yo) connues, la dépendance de la vraisemblance

par rapport & (y_pt+1,Yo0) sera par la suite implicite. On rappelle que la fonction de
vraisemblance s’écrit :
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n

Lo(y1, - yn) = [ [ Lo(we |y'51) = Lo(ym [97511) X HLe e |5

t=1

N
= Lo(yn | Xn = 5,975 11 ) Po( X = € [y"511) x HLa ve [y )
=1

Un contraste usuel est 'opposé de la valeur moyenne de la log-vraisemblance des
observations. On supposera dans cette section que pour # € O et tout n € N*,

La(yh'":yn) > 0.

Notation 17 Dans toute la suite, on notera, pourt € Z,t > —p+1
- pY le vecteur de RN dont la i-ieme composante est :

pi(i) = Pp(X, = e; [y'54) (8.3)
= b? le vecteur de RN dont la i-ieme composante est :
0y (i) = Lo(ys | Xe = ei,y'341) = ¢, (e — F,(457,)) (8:4)

- BY = diag (bf) la matrice diagonale ayant pour diagonale le vecteur bY.

La vraisemblance s’écrira alors :

n—1 n
Lo(yr, -+ yn) = (ba n X HLé’ Yt ‘y p+1 = H (bf)Tpf
t=1 t=1

soit encore :
In(Lo(yr, -+, yn)) = Zln ((bf)Tpf) : (8.5)
t=1

8.1.2.2 Rappel de la récurrence pour le calcul de p?

On a prouvé au chapitre 7 que la quantité

pg+1(ll) = PQ(XH-l =€ |y—p+17 Tty yt)

se calculait récursivement par 1’équation (7.4)

0 AGBt pt
Piy1 = p .
()" p
On prend p; arbitraire, par exemple la distribution uniforme sur {1,---, N} (on verra

que cela ne change pas, asymptotiquement, la valeur moyenne de la log-vraisemblance).
L’équation (7.4) permet de calculer pY, ¢+ = 2 ---n par récurrence. Par la suite, la
dépendance de la log-vraisemblance en p; sera implicite.
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8.1.2.3 Contraste associé a la log-vraisemblance

Le contraste associé a la log-vraisemblance est :

Un(0) = —% iln ((b?)Tp;”) : (8.6)

Pour étudier les propriétés statistiques de I'estimateur du minimum de contraste, on
est conduit & considérer le processus étendu

X
Zl =\ pl :
ve,

teZ
processus qui est une chaine de Markov.

Notation 18 On notera W ’ensemble Ex Cx (]Rd)erl ot C est I’ensemble des vecteurs
de RY dont toutes les coordonnées sont positives ou nulles et de somme égale a1 .

On notera aussi dans toute la suite A (¢p) U'intégrale d’une fonction ¢ par rapport
a une mesure positive A et (Il¢) (z) := [(z,dy)d(z), ou I(z,dy) est le noyau de
transition d’une chaine de Markov.

8.1.3 Stabilité du processus étendu 7!

3 3 » o T
8.1.3.1 Ergodicité de la chalne(Xt, Ytt—p)tez

On commence par établir des conditions suffisantes assurant que la chaine de Mar-
kov (Xt, Y;t,p)jez est géométriquement ergodique, et que sa mesure invariante admet
un moment d’ordre s > 1 . On se place dans le cadre des hypothéses suivantes.

Hypothése (S) On suppose que pour le vrai modéle (i.e. f = 6;) :

1. Les fonctions de régression F,, sont continues et sous-linéaires, c’est-a-dire qu’il

existe (ae;,&e;)ier € (Ri)N et une norme de (]Rd)ijl tels que pour tout y?™' €

(Rey""
| w7 e

2. La matrice de transition Ay, est irréductible et apériodique, on note 7 le plus
petit entier tel que :

Flo(ytth

<a.,

Vi,je{l,---,N}: P(X,, =e;|X; =¢;) >0.

7o est appelé : indice de primitivité de Ay, .
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3. En notant p (@) le rayon spectral de la matrice Q)5 définie par :
(ae)’ a1 -+ (Qey)’ am
(ael)s aiN - (aeN)s anNnN
on suppose p (Q;) < 1.
4. Ve €E, E|g% (e;)||” < o0
5. Pour tout e; € E, les variables £% (e;) ont une densité strictement positive par
rapport a la mesure de Lebesgue.
On a alors le théoréme suivant
Théoréme 15 Supposons que pour le modéle (8.1) les hypothéses (S) soient vérifiées,
alors
X . .
— la chaine ( tt ) est géométriquement ergodique
teZ

t—p
— Sa mesure invariante o admet un moment d’ordre s.

Preuve 1l s’agit d’une légére adaptation de la preuve du théoréme 2 de Yao et
Attali [65]. Comme p (Q);) < 1 et que ()5 est une matrice non-négative, le théoréme de
Perron-Frobenius dit qu’il existe un entier positif u tel que

(@s)" < 1.

[65] montre qu’alors pour la fonction de Lyapounov
V(™) =[] +1

définie sur F x (]Rd)p , pour un 0 < p, < 1 on a I'inégalité de contraction

vV (z,97") < puV (2, 84) + 6, + 1 — p, (8.7)
avec B ,
Oy = E(ﬂ%y) Ex, T HSXMH + ZaXu X, (ng + HgXi ) <0
i—1

ot E(,) désigne 'espérance conditionnellement & (Xo, Yo) = (z,y).

D’autre part, les hypothéses (S)-2 et (S)-5 assurent que pour tout v = (x, y{’“) €

E x (R%)” 1 Isup(e+1r0) (y, du) a une densité strictement positive par rapport a la
mesure 6 ® A, ol I est la mesure de comptage sur E et A celle de Lebesgue sur (Rd)p A
Cela montre que la chaine est § ® A-irréductible. Comme I’hypothése (S)-1 implique
que II est fellerienne, la proposition 6.2.8 et le théoréme 16.1.2 de [51] montre que la

chaine est V-uniforme ergodique, donc en particulier géométriquement ergodique.

Notation 19 Dans toute la suite dv, (y) = S, do(e;,y) désigne la mesure station-
naire du processus'Y .
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8.1.3.2 “Oubli” du vecteur initial pour p/

Le calcul de la log-vraisemblance s’appuie sur un calcul récursif des (pf) rene €t

donc dépend de la probabilité initiale p; . Il est donc naturel de montrer que cette
condition initial soit “oublié¢” asymptotiquement. Cet “oubli” assure que le processus
(Zf)teZ admet une seule mesure invariante. On suppose maintenant que pour tout
f € O, les hypothéses suivantes sont vérifiées :

Hypotheése (P)
1. Pour tout # € © , la matrice A est irréductible apériodique.
2. Pour tout 8 € O, et pour tout ¢; € E, les fonctions Fé sont continues.

3. Pour tout 0 € O, et tout e; € |, les variables ¢ (¢;) ont une densité continue et
strictement positive par rapport a la mesure de Lebesgue.

Remarque 19 Les matrices Ay sont de dimension N X N, donc leur indice de primi-
tivité (cf (S)-2) est plus petit que N?, on notera maintenant r l'indice de primitivité
mazximal de Ag pour 6 € O.

Notation 20 Notons pour tout n € N*

0 .
max;es b} (¢ .
.Z—ét,(.)<ooet69= min afj>0.
min;eg b7 (1) i,j€S, aij#0

5 =

On notera ||.||, la norme Ly de RN.

Considérons (pf) Y (pf' ) - les processus issus de p; et p)définis par la récurrence
(7.4). On a la proposition suivante :

Proposition 5 Sous les hypothéses (S), pour tout 6 vérifiant les hypothéses (P), il
existe un réel 0 < p < 1 tel que pour tous vecteurs initiauz de probabilités py,p| de RY

limtsup Hp? - pf'Hl% 3 p

donc, en particulier
lpt = pl"[], =0

et comme pour tout t € N*, prHl =1

E ||t = p'll,] — 0.
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Preuve Mevel et Legland (|45],[44]) montrent que pour tous entiers t et r tels que
t > r, on a la majoration :

-
Io? =}, < 2(<) 6”H(1— JCAPSRRt A e | T A

ol [£] représente la partie entiére de £ et ||.|| est la norme L; de RY. On en déduit que
pour t > 2r

1

Hpt pt 1[$]71
C (e R
< (2 (60)_T 87 6¢ |lpy — il ) [F-1 H (1 - (60)T [5zr+2 : "5(9n+1)r]_1>

L Z[ s ( ( a)r [5gr+2 o '5&-1—1)1“}_1)

= (2 (") " o787 Il —2ill, )[ﬂ exp (L] -1

Comme ¢! est supérieur ou égal 4 1 , on a

O < Aa - ]E |:(6t,,.+2 6(‘&—{—1)7‘) 1i| S 1

et par la loi des grands nombres et I'inégalité de Jensen

B e (1= (&) Ag)) < 1

lirntsup H Dy — pt
en prenant 0 < p = (exp (In (1 — (¢?)" Ag)))% < 1, on déduit la propriété annoncée.

8.1.3.3 Application au processus Z/

De T'ergodicité géométrique de (Xt,}gﬂp)T et de la proposition 5, on déduit le
lemme suivant :

Lemme 8 Soit Z! = (X7, (V)" ,p!) et Z{' = (Xf’, (Y;t_p)yl ,pf’) deuz réalisations

du processus Z{ issues de deuz valeurs initiales z = (z,p1,y),2 = (2',p},y') € W,
sous les hypothéses (S) et (P) on aura

El|z)-z"]==0 (8.8)
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Preuve Pour toutes normes ||.||, de W, ||.||, de Ex (Rd)p+1, il existe deux constantes
c1 et ¢y telles que pour tout (z, p, p+1) ceWwW,

P-HH

Hx D,y < Hl' g Hb + 2 ||pl]; -

On a donc

dlx

-7

e[| me)” - (o 0)) | ] + el - 5201

Maintenant I’ergodicité géométrique de (Xt, Y p) implique

B | 000" - (2, 02)")

}’H—"?o
b

et la proposition 5 implique F [”pf —p? ||1] oo 0, ce qui termine la preuve.

On peut alors énoncer le théoréme :
Théoréme 16 Pour tout § € ©, sous les hypothéses (S) et (P), si'V est la fonction :
= (z,p,y) EW V (2) = [yl +1

alors
— le processus (Z,f’)tEZ est stable de loi stationnaire notée 1°,

— pour toute fonction g v¥-p.s. continue telle queVz € W, |g(2)| < const. (V7" (2) +1)
pour une constante n > 0

%Zg(zf) =5 (g).

t=1

Preuve Comme pour tout ¢t € N*, p? est un vecteur de probabilité, la démonstration
du théoréme 15 montre que pour la fonction de Lyapounov :

Vi(z,p, gt ™) = i +1
il existe un entier u > 0 tels que
MV (2) < puV (2) + 00 + 1 — pu.

Le lemme 8 implique
Loi

V2,2 e W2, Z0 — 70" =% 0

ce qui est un critére d’unicité de la mesure invariante (cf Duflo [25]). Le théoréme est
alors une conséquence du théoréme 5 de [65].
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8.1.4 Consistance du maximum de vraisemblance

Nous allons d’abord donner un cadre général pour la consistance forte de I’estima-
teur du maximum de vraisemblance.

8.1.4.1 Hypothéses de base

Notation 21 Pourf € ©, notons Z,, (Yf’“) , la vraisemblance de Yf’“ pour la mesure
1nwvariante dont [’existence et ['unicité sont assurées par le théoréme 15.

On se place dans le cadre des hypothéses suivantes.

Hypothése (H)
1. Les hypothéses (S) et (P) sont vérifiées.
2. O est un ouvert de RPqui contient le vrai paramétre 6.
3. Pour tout (y7') € (Rd)p+1, les fonctions 6 — @ (y,41 — F2 (y7)) et 0 — Ay sont
continues sur O.
4. 1l existe § > 0 et s > 1 tels que pour tout ¢ € {1,---, N} et § € ©
Ey,

sup < 0. (8.9)

[|6—0"||<é

i (000~ L 07)|

5. Identifiabilité : Si 6 # €', alors les vraisemblances Ly (VP et Ly (YP*) sont
presque sirement différentes.

6. Les observations (Y}),., sont générées par la solution stationnaire de 8.1.

Remarque 20 La condition (H)-4 est légérement plus forte que celle de Krishnamurty
et Rydén [40] (il suffit dans leur preuve que s =1). Cette condition permet cependant
de simplifier notablement la preuve de la consistance.

8.1.4.2 Processus de contraste

La proposition suivante montre que la valeur moyenne de la log-vraisemblance est
bien un processus de contraste définie comme dans [19].

Proposition 6 Sous les hypothéses (H) :

il existe une constante finie K(0,0,) > 0, telle que, pour n — oo

avec K (0,6) = 0 si et seulement si 6 = 6.
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Preuve La condition (H)-4 et le théoréme 16 assurent que pour tout 6 € ©, lorsque
n — 00

U, (0) 25 U (h) < .
Soit A4 la mesure de Lebesgue sur R? et VP est la mesure invariante de Y} sur (]Rd)p
Pour 1 < i < N, notons p{(i) = Ey[X1 = €; |V, - - -], Pexistence et I'unicité de p¢ sont
assurées par le théoréme 16.

De la méme fagon que pour le lemme 4 de Krishnamurthy et Rydén [40], on a alors

presque slirement :
lim U, (6) — U, (6;) =

n—o0

//ln ( ‘1’9 (Yl Fa (Y9p+1))) X Ep Pl |Y p+1 ) d)\d( )dl/”( 0p+1)

(I)g?(Y ngo(Y p+1))) X Eﬂo (Aeo ‘Y p+1)

L 9 —p+1
L90 fp+1 '
6o)

> 0. Enfin si € # 6y, 'hypothése d’identifia-

= —Eeo

L’inégalité de Jensen montre que K (6
bilité (H)-5 donne K (6, 6y) > 0.

8.1.4.3 Consistance forte
Suivant la présentation de Francq et Roussignol [28|, on établit d’abord le lemme :

Lemme 9 Pour tout 6, € O, 0, # 6y , il existe un voisinage V (61) de 0; tel que :

limsup sup — (U, (0) — U, (6)) <0
n eV (61)

Preuve Soit V,, (f;) la boule ouverte de centre 6; et de rayon 1/m. Puisque © est

ouvert, on a, pour m assez grand, V, (6;) € ©.
Soit
n

S (Yy,---,Y,) = AN
™ (Y ) eeiilgal)g(t) P,

pour tous entiers positifs m, n, t , on a
InSy, (Yo, Yoqk) <InSy (Yy, -+, Y5) +InSP™ (Yega, -+, Yoq) -

La condition (H)-4 et le théoréme ergodique pour des processus sous-additifs de King-
man [39] donne p.s.

1 1
lim —InS)* (Y1, --,Y,) = K, (01) := 11;f1’ BEGO In S (Yy,---,Y,)]-

n—oo M
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Maintenant, en remarquant que la log-vraisemblance (8.5) est additive, donc sous-
additive, on a aussi

1 1
lim —InLy (Yy,---,Y,) = 1I;f1 —FEg, [In Ly (Y1, ---,Y3)].
n>1n

n—oo N
Donc la proposition 6 assure que pour tout € > 0 et § € V,, (0;), il existe n, tel que

1
n—Ego [ln Ly (Yi, S Yn)] < €.

Les hypothéses (H)-3, (H)-4 et le théoréme de convergence dominée assurent que pour
m assez grand, on a

1 1
—Epy [In Ly (Y1, -+, Yo)] = —Ea [ S7 (Y3, -+, Ya)]| <

N | ™

On en déduit 1
i (61) < —Eo [ S (Y1, V)] < g

Le Lemme 9 prouve la consistance forte de ’estimateur du minimum de contraste
sur tout sous ensemble compact contenant 6 .

Théoréme 17 Soit ©* C © un compact contenant le vrai paramétre 6y. Sous les
hypothéses (H), l’estimateur du minimum de contraste

~

0, = inf U, (6)

0co*

converge presque sdrement vers 6y quand n — oo .

8.1.5 Exemple

Nous allons montrer comment on peut vérifier les hypothéses (H), dans un cas
particulier, mais important.

Considérons le modéle (8.1), avec un bruit gaussien :

Hypothéses (G) On supposera que les hypothéses (S) sont vérifiées avec un moment

s > 2, que les hypothéses (P) et (H) sont vérifiées, sauf les conditions (H)-4 et (H)-5

que nous remplagons par

1. Mexiste 0 < X!, < ooet 0 <\, < oo, tels que pour tout # € O, pour tout
e; € E &% est normal N'(0, X.¢9) ot $2¢ est une matrice définie positive de R¢*¢dont,
la plus grande et la plus petite valeur propre sont bornées respectivement par A,
et A\’

min *
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2. Identifiabilité : Pour tout 8,6 € © , pour tout ¢ € S on aura w; = w; & Fg; = Fg;’,
Bi=pB ol =% 0,=0,< Ay = Ay et pour i,j € S%, i # j on a, soit
w; # wj, soit B; # B;

Remarque 21 5% les fonctions de régression sont linéaires, ces conditions peuvent étre
affaiblies (cf Francq et Roussignol [28]).

8.1.5.1 Identifiabilité du modéle

Supposons que pour deux paramétres 8 et 6, on ait
Ly (YP) 2 Ly (YT, (8.10)
il est facile de vérifier qu’alors
Ly (VPP VI2) 22 Ly (YR, VET2) (8.11)
Soit p¢ défini comme dans la preuve de la proposition 6, le lemme 9 de [28] donne :
Lemme 10 Sous les hypothéses (G), pour tout 0 € O et tout i € I,

P (i) >0

En particulier, pour presque tout y°,,, 13‘;0 := Ep [p7 |y°,.1] est a coordonnées
—p+1

strictement positives.

Si la premiére égalité (8.10) est vérifiée, on a pour presque tout 3° .,

(4) (Pz: (yl - Fg (ygm—l)) :

Y-p+1

N N
B )@ (1 = Fe, (42541)) = DB
=1 2

2

La densité du bruit étant gaussienne, Teicher [59] montre que

ZZ}ZO*PJH (Z) 6(ng (y(lp+1)azgi) p:S Zpy9p+1 (2) 5(Feel (y0_p+1),2§2) (8]‘2)

i€es i€S '
ou 0 représente ici la mesure de Dirac. On déduit de (G)-2 qu’a une permutation sur
{1,---, N} prés, on a

wi=uwj, 1 €S (8.13)
Bi=pB,i€S (8.14)
et
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Maintenant, de (8.11), on déduit que p.s. en yipﬂ on a
DD e, G0 (1= PG (000)) ey, (12— 2 (01)

!

N N
p.s. ~0 N &0 o (0 0 &0 0’
=Y e, D8 (v F (000)) af @l (e = FY (100))
La densité de y» est un mélange de N gaussiennes, donc (8.13) et (8.14) donnent pour
tout i € {1,---,N}
N N
~0 N\ 50 0 o p-s.
Zpy9p+1 () (I)ej (?/1 - Fej (y0—p+1)) a;; = Z

j=1 j=1

. P o' P
(.7) @ej (yl - Fej (y(lp—}—l)) aij‘

La densité de y; est alors un mélange des N gaussiennes et on a presque stirement,
pour tout %, j € I?

Vi,je{l,---,N} o =d = 0,=40,,

le modéle est identifiable.

8.1.5.2 Vérification de ’hypothése (H)-4

Notons 0 < Apayx = sup; A

max

donne 'existence d’une constante C' telle que :

< 00 et 0 < Apin = min; A . < oo, ’hypothése (S)-1

min

sup sup |]n ((I)ei (yp-f-l - Fei (yzlj))”
1<i<N €0

C

< sup (1 ) I Ohas) )+ 51— (50 (02

|7 |)” + sup (%)) =h ()

avec
h (y*) < const. (”y{’“”kn + 1)

pour un 7 > 0, ce qui assure que I’hypothése (H)-4 est vérifié.

On peut alors appliquer le théoréme 17.
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8.2 Normalité asymptotique du maximum de vrai-

semblance

La démonstration de la normalité asymptotique de I’estimateur du maximum de
vraisemblance, pour notre modéle, est une adaptation de celle de Bickel, Ritov et Rydén
[10], car ces auteurs ont traité le cas des modéles de chaines de Markov cachées sans
fonctions autorégressives, mais a observations continues. Il est suffisant de montrer que
les lemmes préliminaires permettant d’établir des majorations similaires a [10], sont
vérifiés dans notre cas et la démonstration se déduit aisément de la leur.

8.2.1 Hypothéses et simplifications

On se reportera aux hypothéses suivantes (N) dans toute la suite

1. La chaine de Markov (X}),., est supposée irréductible et apériodique. Cela im-
plique qu’il existe un entier 7 > 0 tel que VX € E, A"(X) > 0. Afin de simplifier
les notations on suppose que r = 1. Cependant les propriétés s’étendent facile-
ment au cas r > 1 (cf Bickel et al. [10]). De méme pour simplifier les notations,
on suppose que 'ordre maximal des fonctions de régression est 1 (i.e. p = 1)
I’extension a p > 1 est immédiate.

2. Pour tout e; € E, les applications § — A%, 0 — 7w, 0 — Fe’; et 6 — qbgi
sont deux fois continliment dérivables dans un voisinage | — 6y| < 0 avec § > 0.

3. Notons 0 = (6,---,0g). Il existe § > 0 tel que

(a) Pour tout 1 <i< Bettoutk, 1 <k<N

0 2
Ey | sup a—eln( o (Vi - FP (YY) | < 0.
|6—6o|<d i
(b) Pour tout 1 <i,j < Bettoutk, 1 <k<N
2 , ,
E 1 Y, — F? (Ya))|| < oo
" \Hflﬁlor\)q 00;00; (e, (Vi — Fo, ( 0)))‘ 00

(c) Pour tout j =1,2,tout 1 <4 < B,l=1,---,j,tout k, 1 <k < N et tout
yo € R

/ sup
Rd |0—0| <5

1On trouvera dans Bickel et al. [10] des exemples ol cette propriété est vérifiée, elle le sera notam-
ment pour la paramétrisation du chapitre 7.

o7 ("
00, - --00;

(Vi — F2 () ‘ A (V) < oo.
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4. 11 existe 0 > 0, tel qu’avec

0- ( - Fa- (yo))
po (Yo,y1) = sup max
10—6o |<61<”<N ¢9 ( Fg ( ))

on a pour tout ¢, 1 <7 < N
Py (po (Yo,Y1) =00 |X; =¢;) < 1.

5. Le vrai paramétre 6, appartient & l'intérieur de O, pour simplifier les notations
Y

on supposera que ce paramétre est unidimensionnel, cela n’enléve pas de difficulté

principale & la démonstration et cela nous dispense d’utiliser des notations comme

uut.

6. Les observations (Y}),., sont générées par la solution stationnaire de (8.1) et
lestimateur du maximum de vraisemblance est fortement consistant.

Sans perte de généralité, on suppose que 0 convient a (N)-2, (IN)-3 et (IN)-4.

Notation 22

— On remplace souvent dans la suite l’indice 6y par 0 pour simplifier légérement les
notations.

— Pour m < n € N, les suites Yy,,---, Y, (resp. Xp,---,Xy) seront abrégées en
Y (resp. X ).

— Le symbole V notera la dérivée du premier ordre par rapport a 0 et H celle du
second ordre.

— C désignera une constante positive et finie.

— Dans toute la suite, pour tout entier k < I et toute suite réelle (x)

la convention :
k
th =1
t=1

c’est-a-dire que si l'indice du bas est plus grand que celui du haut, le produit
ci-dessus vaut 1.

rezs ON ulilisera

La vraisemblance du modéle Soit 7y la loi invariante de la chaine de Markov
(Xt);ez de matrice de transition Ag.

La vraisemblance du modéle pour une suite d’observations de la série y := (y_p41, - - -

pour un chemin réalisé = := {z;, t =1, ...,n} s’écrit :

n N n—1 N
1 e 1 ej )
Lo(yx) = TTTT (@, = FE ] 0 TT T (af) 07 x my (1)
t=11=1 t=1 4,j=1

(8.16)
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La vraisemblance globale des observations peut donc s’écrire :

Lo (y) = >, Le(y,x), o Y représente la somme sur tous les chemins possibles
de la chaine de Markov cachée.

8.2.2 Un théoréme central limite pour la fonction score
8.2.2.1 Introduction

Soit n € N* et Ly (Y1 ‘Y_On) la densité conditionnelle de Y; sachant Yg,---,Y .. Par
la définition du modéle

N
Ly(Vi[Y2,) =)ol (Vi — Fo (Y0)) Py (X1 = e |[Y2,)
=1

Il est facile de vérifier (cf théoréme 16) que, Pp-p.s.,
Py(Xi=e|Y",) =3 Pp(X1=¢ |V°
Ainsi, on a Py-p.s.
Ly (Y1 [Y9,) =5 Ly (V1 |Y)

Nous allons donc étudier les propriétés de la dérivée de cette densité conditionnelle.

8.2.2.2 Dérivée de la densité conditionnelle.

Gréce & une égalité générale pour des modéles avec données manquantes (cf [48])
on a

VinLy (Y;[Y2,) =v1nL,, (Y_1 ) —VInLy (Y?)
=FEy [VInLy (XL, Y},) V2 [-VInLy (XL, ,Y%,)[Y?

Notation 23 Ecrivons Ag (e;,e;) = VIn ( ) Yo (Yo, %1 l€;) = Vin (¢2i (y1 — Fg; (yo)))
et Ty (e;) = Vn (my (&;))

On a
VinL, (Y1 |Y?,) =

0
> (B [vo (Vi 1, e | X0) + Ao (X, Xop1) [V2,]

t=—n+1
— Eo [v0 (Yie1, i [ X0) + Ao (X, Xeg1) [Y2, ]} (8.17)
+Eq [0 (Yo, V1 1X1) Y2, ] + Eo [10 (X np1) [V, ] = Eo [To (X oni1) |V ] -
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Définissons

0
m= Z {Eo [0 (Yi=1, Y2 | X2) + Ao (Xi, Xps1) |Y_100]

t=—00
— Eo [v0 (Yie1, Y2 [ X)) + Ao (X, Xig1) [Y2,0 ]} (8.18)
+Eo [0 (Yo, Y1 1X1) Y2 ]

La somme dans (8.18) est absolument convergente dans L, (F), ainsi la partie droite
de I'égalité (8.18) est une variable aléatoire dans L, (Fy). Nous ne montrons pas cela
ici, mais cela est une conséquence de la démonstration du lemme 14. Nous définissons
la matrice d’information de Fisher comme

Jo = Ey [771771T] .

8.2.2.3 Quelques lemmes préliminaires
Sous les conditions (N)-1 et (IN)-2 il existe § > 0 et g9 > 0 tels que

\a_igtf\q {a?j’ i,j €{1,---, N} > 00

et

inf ),i€{l,---,N}} > op.
oinf_Amo (i), 1 € {1, N} > 0

Sans perte de généralité, on suppose que ce ¢ convient aux hypothéses (IN)-2, (IN)-3 et
(N)-4.

Notation 24 Soit

to (Yo, y1) = {1 + (N —1) (5 %o (yoayl))z}_l-

On établit alors le lemme suivant

Lemme 11 Soit —n <1 <t <0, et G; un événement concernant uniquement X? et
Y2, alors pour tout 6 tel que |6 — 6] < 6,

0 oY s 0 .

Iélg%( by (Gt Yo, 1, X = eZ) glelg Py (Gt Yo 1, X ez)
t-1 t-1

< T 0 =2p (Vi 1, Y)) < [ exp (—20 (Vi 1, Y5)) .-
i=l+1 i=l+1
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Preuve Soit ej,ex € Eet —n <t <0, on a

Pg (Xt_|_1 =€y ‘Xt = €4, onnfl)
Pg (Xt_|_1 = €L |Xt = €4, an—l)

_ L (Xt+1 = ej,Xt = 61, —n 1)
L (Xt+1 = ek,Xt = 6“ n 1)
o (X1 =€, Xy =€, t+1 Y;) x Lo (Vs ‘Yt ') x Ly (Y5.1)
o (Xem1 = e, Xy = €, Y2, |Y;) X Lo (Y, |an,1 x Lo (Y1)
_ Lo (Xir1 = €j, Y | Xe = €;,Y})
Lg (Xt+1 = €k, Y;ﬂq X = e, Kt) .

L
L

Supposons que t < —1, cette quantité vaudra alors

ZjoEN ¢2j (Y;H—l - Fegj (Y;f)) AjiGjo5 X Ly (Y;t(—)ﬂ |Xt+2 = €4y, Y;H-l)
Yiven 8% Yerr — F2 (V) ariajor X Lo (Y2 [ Xer2 = €y, Yig1)

Qi Q; 2
< po (Y3, Y, max 209 < 50(Y,, Y, Y, Y1) o))",
< po (Y3, Yig1) i jok€ (N} Qi po (Y1, Yii1) og (Po( 1 Y1) 0g )

Maintenant, si £ = —1 on aura

Ly (Xt+1 =€, Vi [Xi = e, Yt) . ¢zj (Yt+1 - Fa- (Yt)) Qi
Lo (X = e, Y0 [Xe = e Yi) o, (Ve — I, (V) ans

< po (Y, Yii1) oy
On en déduit donc
1
Py (Xps1 = €| Xy = €, Y0, ) > (1 + (N = 1) (po (Y, Y1) 00—2)2)

La preuve se finit alors exactement comme le lemme 2.2 et le corollaire 2.3 de Baum
et Petri 7] W

On établit maintenant le lemme suivant
Lemme 12 Soit n € N* et —n <t <0, on définit

Se(n,t)= max |Py(Xy=e|Y0 1, X1i=¢;) =B (Xi=e€ |V, 1, X1 =¢)]

€i,ej,ex €l

alors, pour tout 0 tel que |0 — 6y] < 9,

9 (n,t) < H exp (—2uo (Y11, 7)) .
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Preuve Soit e;,¢ej,ep € Eet —n <t <0, 0on a

Py (Xy=e;|Y0, |, Xep1 =¢j)
Py (Xy=¢ Y% |, Xp11=¢e)

6 (Xt+1 = €j,Xt = €, On 1) X Ly ( 1 X1 = ek)
0 (Xt+1 = ey, Xy = €, On 1) X Lg ( 1> X1 = ej)

_ Ly (Xt—|—1 = €j,Xt =e;,Y 7n 1) Zl 1 Ly ( X1 = e, Xy = 61)
L9 (Xt+1 = €k, Xt = €, Y—On—l) Zl 1 L9 ( —n— I’Xt—l—l = eJaXt = el)

Supposons que t < 0, alors il découle de la preuve du lemme 11 que

L
L

Py (Xy=e Y0, 1, Xpi1 =€)
Py(Xi=e€; Y% 1, X1 =€x)

< (po (Y3, Yiy1) ‘70_2)2-

Maintenant sit =0, on a :

P@(Xt—ez Yn 1,Xt+1:€j)
Py(Xy=e|Y°, |, X1 =ex)

<o05%< (Po (Y}, Y1) 00_2)2
On en déduit donc

-1
Py (Xt =€ Ve 1> X1 = ej) > (1 + (N —1) (/)0 (Y, Vi) 062)2>

et la démonstration se finit de la méme fagon que le lemme précédent. B

On établit aussi le lemme

Lemme 13 Soit —m < —n < t < 0, pour tout 0 tel que |0 — 6| < 0,
1.

212})5‘( |P0 (Xt =e; |Y_1n_1) - P (Xt =e; Y—On—l)|

0
< H exp (—2uo (Y11, Y2))
I=t+1

max ‘Pe (Xt = e, Xi11 = €j ‘Yl ) - B (Xt = €j, X¢p1 = €; ‘Y_On_l)|

e,,eJEE
< H exp (—2u0 (Yr1-1,Y7))
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3.
Engg |Pg (Xt =€; |Y71n71) - Pg (Xt = €; |Y70m71)|
t—1
< ] exp (=20 (Yi1, V7))
l=—n+1
4.
max 1Py (Xy =i, Xey1 = ¢; |V, 1) — Py (Xy = €3, Xe1 = €|V, 1)
€i,€j
t—1
< 1 e (=200 (Yir, ) -
l=—n+1

Les deux premiéres conclusions sont aussi vraies Py-p.s. st on remplace —n par
—o0 et les deux derniéres conclusions sont aussi vraies st on remplace —m par
—o00. Dans les deuz derniéres conclusions, on peut aussi remplacer Y | (resp.
Y ) parY® | (resp. Y° ), et étendre comme ci-dessus la conclusion & un
m infin.

Preuve Supposons d’abord que n et m sont finis. On utilise le méme raisonnement
que Bickel et Ritov [11], ainsi

N
Py(Xy=e |V ) =) Pp(Xy=e; |V, |, Xi=¢;) x P (X1 =¢;|V°, )
j=1
et
N
Py(Xy=e|Y', ) =) Pp(Xi=e|V |, Xi=¢)x P (X1 =¢; |V )
7j=1
donc, on a

max [Py (X, = e [Y!, 1) = Py (X, = e [Y2, )]

< max |Pp (X, =¢ |V°

—n—1
ei,ej,ex€E

Xi=¢)—Pp(Xi=¢ |V |, X1 =er)| =55 (n,1).

La premiére inégalité du lemme est alors une conséquence du lemme 12. Les inégalités
suivantes s’obtiennent exactement de la méme facon que dans la démonstration du
lemme 5 de [10] H

On peut maintenant prouver le résultat suivant :
Lemme 14 1 existe des constantes Cy € RY., By € [0, 1] telles que

[VInLo (Yi[Yo, -, Yono1) = mll < CoBy
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Preuve En comparant (8.17) et (8.18) on voit qu’il est suffisant de prouver que

1 Eo [70 (X ) [Y20i1] = Eo [1o (X_0) [Y2,1 ], < Cof5- (8.19)

HEO [’Yo (Yo, Y1 |X7) |Y,1n,1} — Ey [’Yo (Yo, Y1 |X1) ‘ono} H2 < Cofly-  (8.20)

0
Z HEO [0 (Yio1, Y | X3) ‘Y_On_l] — Eo [0 (Yi-1,Y: | X2) ‘Y_Ooo} H2 < CofBy-

T3]
(8.21)

0
D 1B [vo (Yier, Vi | X)) [V, 1] = Eo [0 (Yier, Vi | X0) [V, ]|], < Cog-

(8.22)

D 1o [Ao (Xu, Xip) [YO, 1] = Eo [Xo (X, Xea1) |Y05 ][], < CoBp. (8.23)

0
D 1o [Ao (Xp, Xow) Y2, 1] = Eo [Xo (X, Xea1) [V ]|, < CoBp- (8:24)
=[3]

08
> B0 [ (YVier, Vi [ X0) V2, 1] = Bo [y (Ve Y2 [ X0) [V2, 4 ], < CoBy-
t=—n

(8.25)

3]
Z | Eo [Ao (Xe, Xer) [Y2, 1] — Eo [Ao (Xo, Xeg1) [V 21 ], < ColBp-
t=—n

(8.26)

-[3]-
D B0 [ (Vi Vi X)) V2] = Eo [y (Y, Y2 1 X0) [V, ], < CoBs

t=—o00

(8.27)
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3]
3 1B [o (Xe Xe) [Yo0] = Eo [Mo (s Xey1) Vo0 |||, < CoBp (8:28)

t=—00

ou l'on note [.] la partie entiére.

Preuve Puisque que nous avons obtenu des majorations similaires a Bickel et al. [10],
leur preuve s’applique a notre cas. Nous allons, par exemple, montrer 'inégalité (8.20)
qui n’est pas traitée en détail dans leur article. On a

o [0 (Yo, Y1 [X1) [Y2, 1] = Eo [10 (Yo, Y1 [X1) |V, ]

N
= Z’Yo (Yo, V1] X1 =¢;) [Po (X1 = € |Y,1n,1) - P (Xl =€ ‘Y,loo)]

i=1

0
< max |7 (Yo, Vi | X1 = &)|C [ e (—2u (i1, V7).

~ 1<i<N
- t=—n+1
Donc par la définition du modéle
1Eo [0 (Yo, Y | X1) |2, 1] = Eo [0 (Yo, Y4 |1X1) Y2, )5
0

H exp (—4po (Yi—1, Y1)

t=—n+1

< CEy

0
=CE, |E, H exp (—4po (Yi—1, Y1) |X0n+1”
t=—n+1

=CE, H Ey [exp (—4po (Yi-1, Y?)) ‘Xt]]

t=—n+1

0
< CEy H hax Ey [exp (—4po (Yi-1, ) | Xy = ei]] =Cp"

t=—n+1 —

pour un 3 € |0, 1], on en déduit I'inégalité (8.20).
Remarque 22 Les inégalités (8.27) et (8.28) montrent que 1y € Ly (FPp).
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8.2.2.4 Normalité asymptotique de la fonction score

Soit & := VIn (Lo (Y ‘Yot_l)), on a, en notant

n

VinLo (y3) := Vio () = Y _ &

t=1
Soit
t—1
m= Y {Fo [0 (Y1, Vi IX0) + Ao (Xp, Xipa) [V2o]
l=—cc
—Eo [0 (Yie1, Y11 X0) + Ao (X5, Xi1) [Y20 ]}
+Eo [’Yo (Y1, Y[ X3) ‘Y—too} :

On a

Ey [/YO (YE)’YI ‘Xl) ‘Yi)oo]
= Eoy [Eo [0 (Yo, V1 [Y20, X1)] [V ]
= Ey [Eo [0 (Yo, Y1 Yo, X1)] |V ] -

Mais, pour tout 7,1 < i < N, et tout yy € R¢ :

/QS% (y1 — Fw, (yo)) dyr = 1
donc, grace a I’hypothése (IN)-3c,
Eo [0 (Yo, Y1 Yo, X1)] = 0.

Ainsi, (1), est un incrément de martingale stationnaire et ergodique par rapport a
la tribu {F; := o (Y')} dans L, (P). Sa matrice de covariance est Jp.

Montrons maintenant que (7;) satisfait la condition de Lindeberg suivante (Duflo

[25]) :

Proposition 7 Pour tout € > 0

1 , i
w2 o 0P T ey 152 ] 20
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Preuve Soit A >0 et :

1 n
Fu(4) = > Eo [l Tgmpiseay | Fe 1]

t=1

2
Eo [I1nell° Tmapizeay [ Fe-1 ]
< Ey [||77t||2 | Fio1 ]

et comme ||7]|> est intégrable, par la loi forte des grands nombres, on a :

Fo(A) 25 @ (A) = Ey [Eo [|Inel)* Tymzeay [ Fi-1]]

® est décroissante et positive. Le théoréme de convergence dominée montre que, quand
A tend vers oo, ®(A) tend vers 0 . Enfin, pour A fixé, on a si n est assez grand :
ev/n > A, et F, (ey/n) < F,(A), donc p.s. limsup, F, (ey/n) < ®(A). Finalement, en
faisant tendre A — oo, on obtient p.s. :

1l 2
nh—‘?ooE;E[”"t” H{nmnze\/ﬁ}m*l =0

On peut maintenant établir le théoréme de normalité asymptotique :

Théoréme 18 Supposons les hypothéses (N) vérifiées, alors on a
2Vl (45) == N (0, 7)),

lorsque n — o0.

Preuve La proposition 7 assure que
n
_1 c
n 22777: — N(0,%).
t=1

De plus, par stationnarité de (Y3),cy et (1¢),cn, On aura

n n
_1 _1
n-: E §—n2 E ul
t=1 t=1

n

=n3 Z HV]nLo (1 |Y—0k+1) - 771”2

t=1

n
_1
<n? Z 1€ — el
t=1
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et par le lemme 14, on a

n D [VinLo (¥i [Y21) —mll, = 0
t=1
donc

n 3V (y8) - N (0, Jo) -

8.2.3 Une loi des grands nombres pour la dérivée du second
ordre

On prouve ici une loi des grands nombres uniforme pour la Hessienne de la log-
vraisemblance. L’approche est similaire a celle de la section 8.2.2.

8.2.3.1 Dérivée d’ordre 2 de la densité conditionnelle

De nouveau, grace & une égalité générale pour des modéles avec données man-
quantes (cf [48]) on a :

HlnLy (Y1 |Y?,)=HInLs (Y.,) — Hln Ly (Y°,)

= By [HInLy (X1, Y2) [V2,] + B [(mee (x* n+1,Y_1 ) [V ]

n

]
—{By [VInLy (X1, Y0) V2, ]}

—E, [H]nLg (X nt1 Y- ) ‘ ]
(

—-n

Ey [(v InLy (X1, V1)) |V ]

+{Ey [VinLy (X1, Y0 [Y2,])

0
> A{E [V (Yie1, Vi [ X0) + Vg (X, X)) [V, ]

t=—n+1
—Ey [V (Yee1, Y2 [ Xp) + Vg (Xo, Xo1) Y2, ]}
+Ep [V (Yo, Y1 |X1) |Y_1n] + Ey [V79 (X_nt1) |Y_1n] — Ey [V (X_pt1) |Y_On_1]

0 0
+ > Y B [y (Yier, Vi [X0) 90 (Viey, Vi | X0) [V, ]

t=—n+1l=-—n+1
—Ey [y (Yie1, Vi1 X0) [Y2, ] Bo [0 (Vier, Vi | X0) [V, ]
—Ey [v9 Vi1, Y2 [ X0) v Vi1, Vi |1 X)) [V, ]
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+Ey [0 (Y1, V21 X2) |Y2,] Eo [0 (Yier, Y11 X0) | V2]
+Eyg [ Ao (X, Xog1) o (X1, Xi1) [Y2, ] — B [ Mo (X, Xeg1) [V, ] Eg [N (X0, Xig1) [V, ]
—Ey [Ag (Xy, Xo1) Ao (X1, Xi1) Y2, ] + Eo [ Mo (Xi, Xi1) [Y2, ] Eo [N (X1, Xi31) |Y2,]
+2Ep [0 (Y1, Y2 | X3) Ao (X0, Xi1) | Y2 ] —2Ep [0 (Yier, Y2 [ X)) |V, ] B [Ao (X0, Xig1) [V, ]
—2Ep [79 (Y1, Y2 | X3) Ao (X0, Xi41) [ YO0, ] + 2B [ve (Yie1, Ve | X)) [V, ] By [Xo (X0, Xi41) [Y2, ]}
B 0,2 1X0) V2] = B0 [ (Vo Y2 30) V2,11

- Z {2y [y (Yo, Y1 | X1) % Vi1, Y2 | X0) Y2, ]

t=—n+1
—2Ep [v9 (Yo, Y1 |X1) |Y2,] B [v0 (Yie1, Y2 | X) [ Y2, ]
+2Ep [vs (Yo, Y1 [ X1) Xo (Xo, Xeg1) |V, ] — 2B [ve (Yo, Y1 |1 X1) [V, ] B [Xo (Xe, Xeir) [V, ]}

Y
+Bp [12 (X i) Y2 ] = {Bo [0 (X nin) [V, ]}
~EBy [15 (Xont1) Y2, ] = {Eo [ro0 (Xonsn) [Y2, ] }

2

0
+ > 2By [1 (Xonsr) 1o (Vier, Y2 [ X0) [V, ]

t=—n+1
—2Ey [19 (X_pn41) ‘Y_ln} Ep [vo (Yie1, Y2 | Xy) ‘Y_ln]
—2Ey [15 (X ni1) Yo (Ye1, Y2 | X2) | YO, [42Ep [19 (X np1) [V ] B [0 Vi1, Y2 | X)) [YV,]
+2E, 19 (X_n+1) Ao (Xe, Xo1) |Y2, ] — 2B [10 (X_nt1) [V, ] Eg [N (X4, Xeg1) YD, ]

_2E9 [ (X—n—l—l) )\0 (Xt;Xt—e—l ‘Y + 2Eo [ (X—n—l—l |Y [)\9 (Xt,Xt+1) ‘an]}
+2Ey [19 (X ny1) 70 (Yo, V2 [X1) | Y2, ] =2E [0 (X ny1) [Y2.] Eg [76 (Yo, Y1 | X1) [Y2,]
(8.99)

De nouveau il faut établir quelques lemmes préliminaires

8.2.3.2 Quelques lemmes préliminaires
Le lemme suivant se démontre d’une fagon entiérement similaire au lemme 13 :

Lemme 15 Soit —m < —n < t,1 <0, on a pour tout 0 tel que |0 — by| < 0,
1.

ijellnN) |Po (Xe = €5, Xi= ¢ [Y2, 1) = Py (KXo = e, Xi = 5 Y2, )|

0
< I exp (2w (i1, ¥3),

i=tVIi+1
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2.
0y Po (X = e X = € [V200) = Po (Yo = €0 X = 5[V
tAl—1
< H exp (—2po (Y;-1,Y3)) -
i=—n+1

La seconde éqalité est aussi vraie si Y1, | et Y | sont remplacés respectivement
parY® | etYO .

On établit maintenant le lemme :
Lemme 16 Soit —n < ¢,1 <0, on a pour tout 0 tel que |6 — 6y| < 6,

mex Py (Xi=e, Xi=e;|Y ) - P (Xo=¢ |V, ) Py (Xe =¢; |V, )]

i:je{la'"a

tvi—1

< JI exp (=20 (Yi1,Y2)).

1=tAl+1

, . . . . 1 L 0
Cette égalité est aussi vraie si Y, | est remplacé par Y°, ;.

Preuve Supposons que t > [, alors
1Py (Xe=e, Xi=¢; [V, ) - P (Xs=e |V, )P (Xi=¢; [V, )]
=P (Xi=e|Xi=¢€;, Y, )P (Xe=¢; |V 1) =P (Xy=e |Y ) P (Xe =¢;|V2,_,)]
< P (Xi=e|Xi=e€, YV, ) - P (Xi=e |V )|

N
=D [P (Xi=ei|Xi=e;, Y ) =P (Xy =i | Xi = e, Y, )] Py (X = e |V, )
k=1

= G RE LN} P (Xe=e|Xi=e, Y0 ) =P (Xi=e|Xi= e Y2, )

t—1

< I exp (=200 (Yiey, ¥3))
i=l+1

ou la derniére inégalité est une conséquence du lemme 11. La preuve avec Y, | est
analogue W

Notons V' le voisinage {6 : |# — 6| < 6} de 6y, on a alors le lemme :

Lemme 17 Lorsque m,n — 0,

sup |HIn Ly (Y1 |Y2,,_1) —HInLy (V1 |Y2, )]
eV

— 0.
1
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Preuve Tout comme dans [10], considérons (8.29), on voit alors que I’on doit prouver,
par exemple,

z Z {E0 Yo )-/;‘, 1>Y;§|Xt)’)/0()_/2 1,Y|Xl ‘Yl

t=—m+1 |l=—m+1

sup
1%

—Ey [0 (Y1, V1 [ X0) |V ] Bo [ve (Yio1, Vi 1 X0) [V, ]
—Ey [’Ya (Y1, Y2 [ Xi) 70 (YVio1, Y1 [ XG) ‘Y,Om}
+Ep [76' (Y1, Y3 [ X3) ‘ng} Ey [’Ye (Y-, Y| X0) |Y,0m}} (8.30)

0 0
S0 B [y (Yier, Vi 1X0) 70 (Yiy, Vi 1 X0) |V, ]

t=—n+1l=—n+1
—Ey [y (Ve 1, Y [X0) Y] B [0 (Vi 1, Vi 1X0) [V, ]
—Eg [0 (Ve 1, Y21 X0) 0 (Vi 1, Vi 1 X0) [V2,]

+Ey [’Ye (Y1, Y3 | Xy) |Y9m] Ey [’)’0 (Y, Y| X7) |Y9m]

7,Mm—00
HIL 0.
Les autres inégalités, similaires a (8.30) et qui avec (8.30) prouvent le lemme, peuvent
étre montrées avec de légéres adaptations. Pour prouver (8.30), en supposant que m >
n, il est suffisant de montrer que :

-13] [4]
p\Ea Yo Vi1, Y| Xe) e (Vio1, V1| X0) [ V2]

t=—m+1 I=t

— By [vo (Yie1, Y2 [ X2) v0 Vi, Y2 1 X0) [V, ][], — O (8.31)

(3] [5]
sup | B [0 (Vies, Y2 1X0) [V2, ] By [ (Vies, Vi 10 V2,
t

t=—m+1 |=

—Ep [0 (Vi 1, Vi [X2) [Y2, ] Eo [vo Vi, Yo [ X)) [V, 1], — 0 (8.32)

-[3] [4]
> >

t=—n+1 I=t

3‘1‘13 ‘EB [79 (Y1, Yy [ X3 ) 70 (Yio1, Y1 [ X0) ‘Y,ln}
€

—Ey [’Y@ (Yi-1, Yi [ X)) v (Yir, V1| X0) |Y_0,J ‘Hl —0 (8.33)
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5] [4]
> >

t=—n+1 =t

sup | By [70 (Vi 1, Y2 [X0) [Y0,] Bo [ve Vi, V2| X0) [V7,]

—Ey [0 (Ve 1, Y21 X0) [V, ] Ep [v0 (Vi 1, Vi1 X0) [YO,]]]], — O (8.34)
et pour 7 =0,1

P>

-[5]=-[3]

sup\Ea Yo (Yie1, Y [Xe) 70 (Y, i | X0) [Y7,,]

—Ep [ (Yier, Y | Xe) v (Yior, Y 1 X0) Y72, ]|, — 0 (8.35)

SUP|E0 Yo (Yie1, Y2 1 X0) [Y7,,] Eg [ve (Yie1, Vi 1X0) |Y7,,,]

L

Ji==[3]

— By [v9 (Yie1, Y2 | X2) |Y7,] B [ve (Yie1, Vi1 X0) |V, ]|, — O (8.36)

(3] 0
£x

Sup\Ea o (Y1, Yo [X0) 70 (Vi 1, Vi 1X0) |V, ]

t_—m+1

—Ey [79 (Yie1, Y2 | X2) |Y2,] B [0 Vi, Yo | 2X0) [Y2 )], — 0 (8.37)

0

2%

—Ey [ (Y1, Ya | X)) [Y2,] Eg [y (Y, Vi X) [V ][], — 0 (8:38)

pour n,m — oo.

Sup\Eo Yo (Ye1, i |1 X0) 90 (Y1, Vi X0) Y2, ]

Puisque nous avons obtenu les mémes inégalités que Bickel et al. [10], la démons-
tration est totalement similaire a la leur en remplacant dans leur preuve, pour tout
t € Z, vo (Y| Xy) par v (Yi1, Yi | X¢)

Par exemple, pour montrer (8.31), par le lemme 15, on a

211‘[/)|E0 Yo (Yi1, Y3 [ Xe) 7o (Yio1, Y1 | X0) ‘Y — Ey [’Ya (Y1, Y3 | Xe) v (YzflaY”Xl)‘Y_Om”
€
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N
< sup Z {7 (Yier, Yeles)| 7o (Yier, Yile;)|

bV S

Py (Xi=e, Xi=¢;|Y) =Py (Xy=e;, Xi =¢;|Y2)|}

0
scGw mmﬁwmhmwm)Gw mmﬁwmlmmm)lIememmmhm»

ie{1,---,N je{l,--,N
fev ¢ {1, gcv i {1, i—tvitl

< opltni
pour un 3 € )0, 1[. Donc la partie gauche de (8.31) est bornée par

3

-1 -1 —1
t

c p<cy plil<opt.

[]=[5] t=[3]

L’adaptation de Bickel et al. [10] aux autres inégalités est tout aussi facile.
|

Ainsi (HIn Ly (V4 ‘an)) est une “suite de Cauchy uniforme” dans L; (F) et le
résultat suivant est immédiat

3
3

wIS

t

[MIES

Lemme 18 [ existe une fonction continue (; (0) de V' dans Ly (Py) tel que

n—oo

sup [HIn Ly (Y1 [Y°,) = ¢ (9)]| =3 0

2%

On peut maintenant prouver le théoréme :

Théoréme 19 Sous les hypothéses (N), soit (0r,),cn. une suite aléatoire dans © telle

que 0, £ 0y quand n — oo, alors
n'Hn Ly, (YJ) =% -

lorsque n — o0.

Preuve Soit (; () la limite dans L; (Py) de
HInLy (Y, |Y5Y)
et soit V' C V un voisinage de . On a

n_lHln Lgn (Ybn) —_ n_l Z Ct (90)

t=1

lim sup Py (

n—o

>g>
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= limsup P, ( n Y {HInLg, (V|Y{™") =G (60)} > e)
< lim sup Py (nl Z sup {Hln Ly (Y} |Y0t*1) -G (00)}| > 5) + limsup Py (6,, ¢ V')
n—00 —1 geVv! n—00

et par 'inégalité de Markov et la stationnarité de (Y3),cz,

n

<limsupn ‘e ! Z

n—o0 =1

sup
oev’

HIn Ly (Y |Y%,) — G (o)

n

< limsupn ‘e ! Z

sup |HlnLa (V1 |Y—0t+1) -G (9)“
fev! 1

+limsupn~te? Z

n—00

sup [C1 (0) — G (60)]

n
: gev’

=1 1

:g_l

sup |1 (0) — ¢ (6o)]

ocv’

)
1

oil la derniére égalité est une conséquence du lemme 18. Soit (V})), c+> Vi € V' décrois-
sant vers {6y}, la continuité de ¢ (.) implique que

n'HlnLg, (Yg) —n "> G (60) =0
t=1

lorsque n — oo.

Maintenant, comme (Y;),.,, est ergodique et donc ((;),.y aussi, on a

n! ZQ (60) = T
t=1
pour une matrice J = Ey(; (6y). Cependant la condition (IN)-3c¢ implique que

Ey [~HIn ¢ (Yi — Fayy, (w0))] = Eo [(V In ¢ (Y1 — Fw), (yo)))Z]

donc \
Ey [Hin L, (% [Y2,)] = ~Ey [(V1n Ly, (¥i[¥2,))]

pour chaque n, donc J = -7, 1

On en déduit le théoréme

Théoréme 20 Supposons les hypothéses (N) vérifiées et que Jy est inversible, alors
nd (0n—00) -5 N (0,77)

lorsque n — o0.
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Preuve Elle est classiquement basée sur la formule de Taylor. Comme pour n assez
grand, on a @, € V, en notant [, (#) :=1n Ly (y}) on a

0 = Vi, (6) = Vi, (60) + Hl, (8,) (én _ 90)
ou 6, est un point du segment joignant y et én. On obtient donc
nt (6 —00) = [0~ Hly (8)] ' 03V, (60)

Le théoréme résulte alors des deux théorémes précédents M

8.3 Conclusion

Nous avons montré, sous des conditions aisément vérifiables, la consistance forte
et la normalité asymptotique de 'estimateur du maximum de vraisemblance pour le
modéle (8.1). On doit cependant noter que I’hypothése d’identifiabilité suppose de
connaitre exactement le nombre d’états cachés du modéle. Nous touchons 14 le point
“sensible” de ce modéle. En effet si on surestime le nombre d’états de la chaine de
Markov cachée, nous perdons l'identifiabilité et tout espoir d’avoir une matrice d’infor-
mation de Fisher définie positive. Ainsi, il n’est pas possible d’obtenir, par les mémes
méthodes que le chapitre 4, un critére d’identification presque siire du modéle. Il est
a noter cependant que Francq, Roussignol et Zakoian [29] ont montré pour un modéle
proche du nétre que minimiser un contraste pénalisé, avec un terme de pénalisation
qui tend vers 0 lorsque le nombre d’observations augmente, ne sous-estime pas le vrai
modéle.

Trouver le bon nombre d’états pour ce modéle reste donc un probléme ouvert et
fondamental pour pouvoir aller plus loin dans I’étude statistique de ce modéle.
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Chapitre 9

Etude des pics de pollution en niveau
d’ozone

9.1 Préambule

9.1.1 Situation actuelle

Aujourd’hui la pollution photochimique est devenue un probléme crucial dans la
plupart des cités modernes de grande taille. La croissance importante des principales
sources d’émission (transport, centrales thermiques, chauffage urbain, etc...) alliée a
des conditions météorologiques favorables conduisent a ’apparition dans ce milieu de
concentrations atmosphériques de polluants supérieures aux normes de la qualité de
I’air. C’est notamment le cas en France, des villes comme Paris, Lyon ou Strasbourg
enregistrent pendant plusieurs jours dans ’année des concentrations dépassant les seuils
d’alerte fixés par les pouvoirs publics. Face & cette situation, il devient nécessaire de
pouvoir prévoir a 'avance et en temps réel les pics de pollution susceptibles de se
produire.

Cet objectif peut s’atteindre en utilisant deux approches différentes

— Utiliser un modéle déterministe intégrant la modélisation des mécanismes d’évo-
lution chimique des composés incriminés

— Entreprendre une modélisation par des méthodes statistiques, n’utilisant pas les
équations mécanistiques précédentes.

9.1.1.1 Le modéle déterministe

L’utilisation des modéles déterministes dans la modélisation des processus pho-
tochimiques présente en général une difficulté importante qui tient aux limites de la
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paramétrisation des processus de diffusion turbulente lorsque le vent est trés faible. Ce-
pendant, les épisodes de pollution atmosphériques se rencontrent principalement dans
ces conditions. Mais, dans des conditions géographiques particuliéres comme celles du
tissu urbain, ces paramétres sont encore plus difficilement modélisables a 1’heure ac-
tuelle. Lorsque 'on tente d’utiliser ces modéles déterministes pour une prédiction en
temps réel, une autre difficulté surgit qui réside dans le temps de calcul nécessaire
aux sorties du modéle et la nécessité d’avoir recours a des calculateurs trés puissants.
Néanmoins de tels modéles sont disponibles actuellement.

9.1.1.2 Le modéle statistique

Des études préliminaires [22], [13| ont prouvé que les variations des polluants de
I’atmospheére, régies a la fois par la réactivité chimique et la dynamique de ’atmosphére,
sont bien mieux expliquées par des modéles non-linéaires et plus particuliérement des
réseaux de neurones. Un avantage des modéles statistiques est qu’une fois le modéle
ajusté, les temps de réponse pour la prévisions des pics sont plusieurs centaines de fois
inférieurs & ceux des modéles déterministes.

9.1.2 Mise en oeuvre de cette étude

Le but de cette étude est donc de modéliser les variations de concentration d’ozone
en milieu urbain. Nous souhaitons reproduire la variabilité des concentrations d’ozone
en fonction des paramétres chimiques et dynamiques du systéme. Ces prévisions sont
basés sur les observations en temps réel. On pense en effet que cette modélisation est
essentielle, pour pouvoir ensuite remplacer les observations météorologiques par les
prévisions atmosphériques et construire ainsi un modéle prédictif final.

9.1.2.1 Les données disponibles

Les données de base de 1’étude sont constituées, pour la chimie, des mesures enre-
gistrées par le réseau de surveillance AIRPARIF et pour les données météorologiques
observées, de celles des stations parisiennes de Météo-France. Il est important de pos-
séder une base de données suffisamment grande qui contienne le plus de situations
possible. La périodicité des variations des concentrations d’ozone, ainsi que la faible
fréquence d’occurrence des pics de pollution sur I’ensemble de ’année, nous impose de
travailler sur une base pluriannuelle la plus large possible. Les données retenus seront
ici les moyennes horaires des concentrations des polluants enregistrées de 1994 & 1997.

9.1.2.2 Les différentes modélisations

Dans un premier temps, nous travaillerons sur les moyennes journaliéres des don-
nées et nous essaierons de prévoir le maximum du taux d’ozone de la journée. Le
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principal inconvénient de cette méthode est le manque de données (moins de 1000).

Nous étudions ensuite cette série en utilisant toutes les données (i.e. les moyennes
horaires) et nous essaierons de prévoir ’ozone 24 heures plus tard. Le grand nombre de
données disponibles (environ 25000 ) nous permet de plus d’ajuster un modéle intégrant
des changements de régimes modélisés par une chaine de Markov cachée.

9.2 Etude sur les moyennes journaliéres

9.2.1 Les données
9.2.1.1 Les données a expliquer

La série regroupe la période du 1 avril au 30 septembre sur les années 1994 jusqu’a
1997. Il y a 701 observations du maximum horaire du taux de 1’ozone au cours de la
journée. Pour comparer nos résultats avec ceux du LISA a I'université de Créteil (labo-
ratoire qui nous fournit les données), nous estimons notre modéle sur les 550 premiéres
données. Aprés 'estimation et I'identification de notre modéle, on valide le modéle sur
les 151 données restantes. Nous travaillons sur les données centrées et normées. En
effet, bien que cette précaution ne soit pas utile en théorie, elle se révéle absolument
nécessaire dans la pratique, sinon on est confronté & des problémes numériques issus
essentiellement des phénoménes de saturation des fonctions d’activation sigmoidales
des unités cachées.

F1G. 9.1 — La série des maximums du taux d’ozone au cours de la journée
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9.2.1.2 Les données explicatives

Ces données ont été choisies par A. Dutot, chimiste au LISA. On donne ici leurs
descriptions suivies du symbole qui les représente sur le graphiques qui suivent.

— Le maximum horaire de I'ozone au cours du jour ¢ — 1 ('unité de temps est ici
le “jour”) : MAXO3(t — 1).

— Le rayonnement global : RGB.

— La vitesse moyenne du vent : VMV S.

— La température maximum de la journée : TEMPMAX.

— Le gradient de température sur 1, 2 et 3 jours. : GT'1, GT2 et GT3.

— La fréquence de la direction du vent suivant les intervalles d’angles (en degrés)
[0,45], [45,90], [90,135], [135,180], [180, 225], [225,270], [270, 315], [315, 360] :
FV0—45, FV45—90, FV90 — 135, FV135 — 180, FV180 — 225, FV225 — 270,
FV270 — 315 et FV315 — 360.

— Le taux de NO, (No, est la somme du monoxyde et du dioxyde d’azote) : NOzx.

Il faut prévoir le maximum d’ozone pour le jour ¢t : M AXO3(t).

9.2.2 Etudes préliminaires
9.2.2.1 Le modéle linéaire

La premiére chose & faire est d’estimer cette série par un modéle linéaire, pour véri-
fier qu’un modéle non-linéaire du type MLP améliore les estimations. Les erreurs spéci-
fiées correspondent a 1’écart-type (la racine carré de erreur quadratique moyenne). En
estimant la série avec un modéle linéaire (ARX 16) on obtient une erreur de 19.65 sur
la base d’apprentissage (les 550 premiéres données) et de 19.3 sur la base de validation
(les 151 derniéres données). Le découpage des données n’est pas réellement utile dans
le cas linéaire, il ne s’agit ici que de pouvoir comparer les résultats avec ceux du MLP.

9.2.2.2 Estimation par ’algorithme SSM (cf section 2.2.3)

Nous estimons notre modéle grace au programme REGRESS (cf annexe A) avec la
recherche automatique d’architecture. En effet, comme le nombre d’entrées est grand
par rapport au nombre d’observations on va ainsi essayer d’enlever les entrées non
pertinentes, ce qui permettra de réduire le nombre de parameétres.

La procédure d’identification est la suivante

— On fait 20 initialisations aléatoires pour chaque estimation préliminaire de re-
cherche de modéle dominant, les architectures dominantes auront alors k et £+ 1
unités cachées (cf A.1.2.1 et A.1.2.3).
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— On garde les 5 meilleurs MLP dominants, pour chaque architecture avec k et
k + 1 unités sur la couche cachée et on les élague avec I’algorithme SSM. On
obtient ainsi 10 MLP élagués.

La figure 9.2 représente ’architecture des 4 meilleurs MLP élagués, parmi les 10 obte-
nus.

Interprétation des résultats Aprés cette premiére procédure d’identification sur
les 550 premiéres données, les meilleurs MLP n’ont que deux unités sur la couche
cachée. Le trés faible nombre d’unités cachées s’explique par le fait du trop grand
nombre d’entrées et du trop petit nombre de données.

Il est important de remarquer que le retard du gradient de température a ¢t — 3,
la fréquence du vent pour les angles [225,270] et [135,180] ainsi que NOzx ne sont
pas explicatifs pour ce modéle puisqu’ils n’ont pas été retenus comme explicatifs par
l’algorithme pour les 4 meilleurs modéles. On va donc recommencer cette étude en
éliminant dés le début ces entrées inutiles.

La meilleure erreur sur la base de validation (exemples 551 — 701 ) est de 18.48
alors que l’erreur sur la base d’apprentissage (1 —550) était de 14.63. Ce comportement
de Perreur (bien plus petite sur la base d’apprentissage que de validation) est typique
d’un phénomeéne de “surapprentissage”. On peut quand méme remarquer que le modéle
neuronal améliore déja le modéle linéaire.
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F1G. 9.2 — Les meilleurs MLP fournis par “REGRESS” pour I’identification initiale
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9.2.3 Etude finale

On va recommencer l’identification sur la série ou les variables non explicatives
sont enlevées. Il reste ainsi 12 variables explicatives. Cette nouvelle estimation permet
un identification plus précise du modéle, car il y aura moins de paramétres de nuisance
au début de ’apprentissage.

9.2.3.1 Les résultats de la procédure

On lance de nouveau la procédure de recherche automatique de modéles avec la
méme procédure d’apprentissage que précédemment. Le fait d’enlever ces entrées, nous
permet de faire une estimation avec des MLP ayant jusqu’a 4 unités sur la couche
cachées en évitant au possible le surapprentissage. Les meilleurs MLP sont représentés
figure 9.3. On remarque que les entrées sont toute utiles, sauf pour un modéle qui est
d’ailleurs le meilleur.

9.2.3.2 Performances du meilleur modéle

Le meilleur MLP (celui qui a le meilleur BIC (cf section 2.2.3) sur la base d’ap-
prentissage) a maintenant une erreur sur la base de validation de 17.80, il a 4 unités
cachées et 30 paramétres. Son erreur sur la base d’apprentissage est de 15.48, il reste
donc un peu de surapprentissage méme aprés élagage. Il y a trop peu de données et le
critére d’information qui n’est justifié qu’asymptotiquement ne suffit pas. Néanmoins,
les résultats sont meilleurs que précédemment et meilleurs que le modéle linéaire. La
figure 9.4 représentent ’architecture du meilleur MLP. La figure montre ses prévisions
sur la base de validation. On peut remarquer que si les valeurs moyennes de la série
sont bien prévues, ce n’est pas le cas pour les pics. Comme on cherchait essentiellement
a prévoir les pics, ce modéle n’est pas totalement satisfaisant.
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F1G. 9.3 — Les meilleurs MLP fournit par “REGRESS” pour I'identification finale
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9.2.4 Conclusion de cette étude

Apreés comparaison avec les résultats du LISA, il apparait que les données n’étaient
pas adaptées au probléme. En effet le LISA obtient des résultats quasi identiques avec
une méthode différente. Leur modéle est bien plus complexe puisqu’il s’agit d’'un MLP
avec 16 entrées, deux couches cachées de, respectivement, 5 et 2 unités cachées (ce qui
correspond a 100 paramétres), alors que notre meilleur modéle (cf figure 9.4) a seule-
ment 12 entrées, une couche cachée de 4 unités et est élagué (ce qui correspond a 30
paramétres). Ils ont utilisé la méthode du “early stopping” pour éviter le surapprentis-
sage et une sur-pondération des pics pour essayer de modéliser les grands pics. Ainsi, ils
doivent donc régler plusieurs parameétres (découpage de la base d’apprentissage pour
le “early stopping”, stratégie de sur-pondération des pics) qui dépendent totalement
de la série étudiée pour mettre au point leur modéle. Leur méthode est donc moins
“universelle” que la nétre. Hélas, notre modéle, bien que plus parcimonieux, ne prévoit
pas mieux les pics de pollutions, c¢’est pourquoi, d’un commun accord avec le LISA,
nous avons recommencé une étude avec de nouvelles données, les données horaires.

9.3 Etude sur les moyennes horaires

9.3.1 Description des données

Ces données, fournies par le LISA, ont encore été sélectionnées par A. Dutot. On
dispose des données heure par heure de 1994 a 1997 pour les diverses variables. Il y a
des heures et des jours ot certains capteurs n’ont pas fonctionné, le nombres de données
non consécutives est de 623 pour 30677 observations.

Afin de pouvoir comparer nos résultats avec ceux du LISA, nous adoptons le méme
découpage que le leur. Ainsi, dans toutes les estimations, on utilise les données de
1994-1996 pour estimer le modéle (24474 données dont 559 non consécutives), une
fois 'apprentissage terminé, on validera les modéles sur les données de 1997 (6203
données dont 64 non consécutives). Le nombre de données est donc bien plus grand,
et les résultats basés sur des propriétés asymptotiques devraient donc étre meilleurs.
Cependant, cette nouvelle estimation basée sur les données horaires et non plus leur
moyenne journaliére nous oblige a faire une prévision a t + 24, ce qui complexifie la
tache. L’écart-type de la variable du taux d’ozone (O3 (t)) de la série utilisée pour
estimer le modéle est de 28.03, celle de la série pour valider le modéle estimé est de
33.72. On centre et normalise les données des deux séries séparément. Les variables
explicatives du taux d’ozone au temps ¢ (en heure) sont :

— L’heure en temps universel.

— Le sinus du jour de ’année.

— Le cosinus du jour de ’année.

— Une indicatrice du Week end (1 si jour du week-end, 0 sinon).
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— Le sinus de la direction du vent en degré géographique.

— Le cosinus de la direction du vent en degré géographique.

— La vitesse du vent.

— L’humidité relative.

— Le rayonnement global.

— La température de I'air.

— La pression atmosphérique.

— La concentration en NO, (la somme du monoxide et du dioxyde d’azote).
— La concentration d’ozone 24 heures avant (O3 (¢t — 24)).

La figure 9.5 montre la série dans son entier, on utilise ici toutes les données.

F1G. 9.5 — La série (centrée normée) des moyennes horaires de 1994 jusqu’a 1997
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9.3.2 Etude préliminaire

Nous commencons cette étude par ’estimation et I'identification d’'un modéle MLP
simple. On espére ainsi détecter d’éventuelles variables d’entrées inutiles. On utilise
le programme “Regress” et sa recherche automatique d’architecture pour estimer et
identifier un modéle MLP selon la méme procédure que section 9.2.2.2.

Le meilleur MLP obtenu a une couche cachée de 11 unités. Toutes les entrées (13)
sont largement connectées, il semble donc que toutes les variables explicatives soient
“utiles”. Le nombre de paramétres du modéle est de 129. Le MLP obtient les résultats
résumés dans le tableau 9.1. On rappelle que les données de 1994 jusqu’a 1996 ont servi
a 'estimation, alors que celle de 1997 n’ont jamais été vues par le modéle.
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On peut remarquer que l'erreur sur les données de 1997 est légérement plus élevée
que sur les données 1994-1996. Pourtant, le nombre important d’observations pour
I’estimation devrait éviter les phénoménes de surapprentissage. C’est certainement un
indice du changement de dynamique de la série. La figure 9.6 montre les prévisions de
ce MLP sur la série de validation sur les données 4000 — 5000 et 5000 — 6000. 11 s’agit
la d’une des parties de la série ou il y a le plus de pics. On peut encore remarquer que
ce modéle a du mal & prévoir les pics de pollution méme si il est assez bon pour prévoir
les valeurs moyennes.

TAB. 9.1 — Erreur et écart-type du MLP sur les bases.

Résultats du MLP | 1994-1996 | 1997 |
variance sur série centrée normée 0.12 0.164
écart-type sur la série brute 9.71 13.66
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9.3.3 Estimation par modéle hybride HMM /MLP
9.3.3.1 Motivations

Il est difficile de dire, en regardant la série, si la dynamique change au cours du
temps. En effet les données exogénes peuvent expliquer a elles seules les périodicités de
la série. Nous allons cependant ajuster un modéle & changements de régime markoviens,
car ce modéle doit en principe détecter d’éventuels changements.

9.3.3.2 Le modéle

On utilise un modéle avec deux experts. On suppose donc ici, qu’il y a au moins 2
régimes, qui vont étre modélisés par ces experts. L’innovation du modéle est supposée
normale, on pourra ainsi appliquer les algorithmes du chapitre 7. Nous avons vu lors
de I’étude théorique du modéle que 'on est un peu désarmé pour trouver une bonne
architecture. Nous ne pouvons pas automatiser la recherche d’architecture comme avec
le programme REGRESS. De plus, le modéle avec une chaine de Markov cachée de-
mande en principe de respecter la chronologie des données. Cependant comme il y a
seulement 2% de données non consécutives, on considére que la chronologie du modéle
est & peu prés respectée.

9.3.3.3 La procédure d’estimation

Nous avons estimé le modéle de la facon suivante :

— On maximise la log-vraisemblance par un algorithme du second ordre (BFGS),
ce qui est possible grace au calcul du gradient du chapitre 7. Pour éviter le
surapprentissage, on garde le modéle qui obtient la meilleure prévision au sens
des moindres carrés. Il n’y a pas de justification théorique a cette méthodologie,
mais c’est celle qui fournit les meilleurs résultats.

— On estimera des modéles avec de 3 jusqu’a 10 unités sur la couche cachée. Les
deux MLP “experts” ont le méme nombre d’unités cachées. Cela permet de limiter
le nombre d’estimations, car une estimation prend plus d’une journée de calcul
sur PC.

9.3.3.4 Les résultats du meilleur modéle

Le meilleur modéle est constitué de 2 MLP avec chacun 6 unités sur la couche
cachée. La matrice de transition estimée A pour la chaine de Markov cachée est

A_ (093 003
— 007 097
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Les variances associées a chaque état sont

0o = 0.04

Les résultats sur les deux séries (apprentissage et validation) sont résumés tableau
9.2.

TAB. 9.2 — Erreur et écart-type du modéle hybride sur les bases.
| Résultats du modele hybride | 1994-1996 | 1997 |
variance sur série centrée normée 0.078 0.089

écart-type sur la série brute 7.83 10.06

Si on compare ces résultat avec ceux du MLP seul (cf tableau 9.1), le modéle
hybride, HMM /MLP, améliore I’erreur de prévision de fagon significative et ce malgré
les données manquantes. En effet celle-ci est pratiquement divisée par deux sur la série
d’apprentissage et celle de validation. On notera que le nombre de paramétres n’est pas
beaucoup plus élevé que pour le modéle avec un seul MLP (188 paramétres ici, contre
129 pour le MLP simple).

9.3.3.5 La prévision des pics

Les figures 9.7 et 9.8 montrent les prévisions de ce modéle sur la série de validation
sur les données 4000—5000 et 5000—6000 ainsi que la probabilité conditionnelle de I’état
1 sachant les toutes les données. On remarque que pour un taux d’ozone relativement
faible, la probabilité de ’état 1 est faible (donc celle de 'état 2 est forte), par contre
c’est I'inverse pour les grandes valeurs. Il semble donc bien que la série change de
comportement au cours du temps.
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F1G. 9.7 — Série, prévisions sur 1997 (données 4000-5000) et probabilités conditionnelles
de 'état 1
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F1G. 9.8 — Série, prévisions sur 1997 (données 5000-6000) et probabilités conditionnelles

de l'état 1
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9.3.3.6 Comparaison de la prévision des pics des deux modéles

La figure 9.9 compare les prévisions du MLP simple et celle du modéle hybride

HMM/MLP. Le modéle avec changements de régime est meilleur sur une trés grande
majorité de pics.

F1G. 9.9 — prévision sur 1997 (données 4000-5000 et 5000-6000) du modéle hybride et
du MLP simple
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9.3.4 Conclusion

Plusieurs avantages sont apparus lors des tentatives de modélisation de la série des
taux d’ozone.
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— Les performances peuvent étre supérieures aux modéles qui ne modélisent pas
les changements de régime.

— Une interprétation des relations entre les données explicatives et expliquées par
les probabilités des régimes.

— Des possibilités de fournir des intervalles de confiance plus précis (par la variance
associée a chaque régime).

L’étude de cette série continue. Deux voies apparaissent pour améliorer ces résultats :

— Remplacer les données manquantes par des prévisions.
— Coupler les prévisions sur différents sites de pollutions et utiliser les outils déve-
loppés pour étudier des séries multidimensionnelles.
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Chapitre 10

Conclusions et perspectives

Cette thése est organisée autour de la prévision des séries temporelles par des mo-
déles paramétriques non-linéaires et apporte une réponse & la modélisation des séries
stationnaires par morceaux. On s’est restreint au cas des modéles de perceptrons mul-
ticouches, mais de nombreuses parties sont généralisables a tout autre modeéle paramé-
trique non-linéaire. Une attention particuliére est apportée aux problémes numeériques
et algorithmiques, car ceux-ci sont fondamentaux pour une utilisation pratique de ces
modéles. On étudie par exemple les apports du recuit simulé pour I'initialisation d’algo-
rithme d’optimisation différentielle. Hélas, cette méthode devra certainement attendre
une grande amélioration de la vitesse de calcul des ordinateurs, ce qui ne veux pas
forcément dire longtemps, & la vitesse a laquelle les technologies évoluent.

Il est important de remarquer que rien n’est plus pratique qu’une bonne théorie,
c’est pourquoi on précise les conditions assurant certaines propriétés asymptotiques
utiles dans les étapes d’estimation et d’identification des modéles autorégressifs paramé-
triques non-linéaires. On justifie notamment I'utilisation du critére BIC pour identifier
le modéle, et on améliore ’estimateur des moindres carrés dans le cas multidimension-
nel.

Le passage a des modéles intégrant des chaines de Markov cachées ajoute de nou-
velles difficultés, tant numériques que théoriques. Nous avons étudié particuliérement
les différentes facons de calculer les quantités utiles de ces modéles. Dans un premier
temps, nous avons introduit des estimateurs utiles pour appliquer I'algorithme E.M.
qui, grace a sa simplicité, est trés populaire pour ’estimation de ce genre de modéle.
Enfin, pour améliorer la vitesse de traitement de ces modéles, nous avons développé des
algorithmes plus rapides qui nous ont permis de travailler sur une série réelle regroupant
plusieurs dizaines de milliers d’observations.

Au dela de ces problémes numériques, on précise les conditions assurant certaines
propriétés asymptotiques utiles dans les étapes d’estimation des modéles autorégressifs
non-linéaires & changements de régime markoviens. Nous avons mis en évidence les
problémes théoriques qui restaient a résoudre et notamment le probléme épineux du
choix du nombre de régimes.
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Enfin nous avons appliqué les outils développés dans ce document & la prévision
des pics de pollution en niveau d’ozone. L’introduction d’une chaine de Markov cachée
améliore sensiblement le pouvoir prédictif du modéle et fournit des informations sur
les différences de comportement de la série au cours du temps.

A travers ces travaux, plusieurs aspects inhérents a la prévision de séries temporelles
sont apparues

1. La maitrise de la complexité du modéle qui assure de bonne capacité de généra-
lisation

2. La mise en évidence de régimes par l'introduction d’une chaine de Markov cachée.

Il est a noter que la plupart des idées de ce document peuvent étre généralisées immé-
diatement de deux fagons :

1. Remplacer les MLP par d’autres fonctions non-linéaires paramétriques

2. Remplacer ’hypothése de normalité du bruit par une autre densité pour les mo-
déles intégrant des chaines de Markov cachées.

Par contre, il est apparu une difficulté nouvelle, spécifique aux chaines de Markov
cachées, qui est la détermination du nombre d’états & prendre en considération. Les
outils classiques sont impuissants pour traiter ce genre de probléme, car si on surestime
le nombre d’états cachés, le modéle n’est plus identifiable et I’on perd tous les résultats
supposant que l’information de Fischer du modéle est définie positive. Ce probléme
reste donc ouvert. Néanmoins, des avancées sur les problémes de mélanges de lois (cf
Dacunha-Castelle et Gassiat [20]), qui peuvent étre vus comme un cas particulier de
chaines de Markov cachées, donne une voie pour traiter ce probléme. En effet, ces
auteurs traitent des test pour des modéles non-identifiables, mais I'adaptation de leur
méthode aux chaines de Markov cachées n’est pas encore totalement établie.

Ce document étudie aussi les formes d’estimations récursives, comme le gradient
stochastique. Nous nous sommes restreints & montrer I'intérét numérique de ce genre
de méthode sans pour autant en étudier les propriétés théoriques. Cette étude, bien que
certainement calculatoire, ne semble pas hors de portée. Mevel [50] étudie par exemple,
dans un cas particulier, les propriétés de ces algorithmes. On doit cependant noter que
ses hypothéses sont trés fortes et non vérifiées méme dans des cas relativement simples.

Une généralisation importante des modéles étudiés est de considérer un espace
d’états cachés non fini. On pourra par exemple étudier le cas ou il est compact avant
de passer a un ensemble général comme les ensembles polonais. Cela conduirait tout
naturellement aux modéles avec des MLP récurrents qui utilisent les erreurs de prévision
passées pour prévoir les valeurs venir. Ces modéles bien que déja largement utilisés
dans la pratique, manquent en effet cruellement d’outils théoriques qui pourrait guider
I'utilisateur notamment dans son choix d’architecture.
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Annexe A

Manuel de Regress et quelques autres
programines

A.1 Introduction

Ce programme utilise les réseaux de neurones pour faire de la régression non-linéaire
(ou linéaire si le MLP n’a pas de couche cachée). Il traite aussi bien des observations
indépendantes, que des séries temporelles, scalaires ou vectorielles. L’objectif est de
fournir un outil simple pour ajuster un modéle. La principale originalité de ce logiciel
est I'utilisation de méthodes statistiques pour identifier le modéle. Ainsi on n’utilise
pas la procédure du “Early Stopping” qui consiste & découper une base d’apprentissage
en 2 (un ensemble pour I'apprentissage et un ensemble pour tester la généralisation
du MLP au cours de l'apprentissage). La méthode utilisée ici est 1'algorithme SSM
(Statistical Stepwise, voir 2.2.3) qui est un raffinement de "I’Optimal Brain Dommage”,
associé a un critére d’information. Ce logiciel, écrit principalement en C++, est prévu
pour fonctionner sur de petits ordinateurs (PC ou tout autre ordinateur supportant
Linux ou autre Unix-Like). Les temps de calcul restent donc raisonnables pour des pro-
blémes statistiques de taille réelle (généralement entre quelques centaines et quelques
milliers de données), sachant qu'un temps de calcul raisonnable signifie ici de quelques
minutes & quelques heures. On pourra trouver ce programme (binaire Linux et sources)
a ladresse : ftp ://ftp.univ-parisl.fr/pub/SAMOS /joseph.

A.1.1 Problémes pour I'ajustement d’'un modéle

Lors de I'ajustement d’'un modéle, on est confronté a deux problémes principaux :

1. Les minima locaux pour la minimisation de la fonction de cofit.

2. Le surapprentissage.

Ce programme utilise les stratégies suivantes pour contourner ces problémes.
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ANNEXE A. MANUEL DE REGRESS ET QUELQUES AUTRES PROGRAMMES

A.1.1.1 Eviter les minima locaux

La stratégie employée ici est simple. D’une part, les principaux algorithmes d’ap-
prentissage (le gradient conjugué et le BFGS) utilisent volontairement des recherches
unidimensionnelles. Cela n’est pas trés efficace en temps de calcul, mais ’expérience
prouve que cette méthode est extrémement robuste vis a vis des minima locaux. En
outre le programme est prévu pour faire automatiquement plusieurs apprentissages
partant d’initialisations différentes (une dizaine suffira pour la plupart des cas). Les
deux méthodes combinées donnent des résultats trés satisfaisants pour un temps de
calcul raisonnable.

A.1.1.2 Eviter le surapprentissage

Le principe de parcimonie permet d’éviter le surapprentissage. Ainsi, si on n’utilise
que le nombre de parameétres nécessaires, il sera réduit & quasiment zéro. Pour enlever
des paramétres on détermine d’abord les paramétres les moins significatifs, on élague
le MLP et on utilise un critére d’information (BIC ou BIC* ! ) pour stopper 1’élagage.
L’algorithme SSM fonctionne bien si le modéle de départ n’est pas trop sur-paramétrisé.
Le logiciel utilise une stratégie simple pour déterminer a partir de quels modeéles (MLP
dominants) il faut commencer 1’élagage.

A.1.2 La stratégie d’identification

La recherche automatique ne fonctionne pour l'instant qu’avec des MLP ayant une
seule couche cachée. Il faut d’abord rechercher un MLP totalement connecté dominant
qui ne soit pas trop sur-paramétrisé. On commence donc par estimer différents MLP
qui ont de plus en plus d’unités sur la couche cachée. On procéde de la facon suivante
pour trouver de bons modéles dominants.

A.1.2.1 Recherche de MLP dominants

1. Soit k£ le nombre d’unités cachées du MLP, au départ on pose k£ = 0 ou un petit
nombre (au choix de l'utilisateur).

En notant Vr la vraisemblance gaussienne pour une série de longueur T, St la moyenne de la
norme au carré des erreurs, o une estimation de St et d le nombre de paramétres du modéle, on
définit le BIC par :

BIC:VT-l-dX#

et le BIC* (cf Mangeas [49]) par :

In (T
T

BIC*=87r+dxo
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2. Estimer les poids du MLP ayant k£ + 1 unités cachées. Calculer le critére d’infor-
mation du modeéle & £ 4 1 unités cachées.

3. Si le critére d’information est meilleur que celui du modéle & k£ unités cachées,
on remplace k par k+ 1 et on recommence a I’étape (2), sinon on garde les MLP
ayant k et k + 1 unités cachées pour les élaguer par ’algorithme SSM.

F1G. A.1 - Le meilleur MLP dominant a k+1 unités cachées

BIC (en fonction du nombres de paramétres)

Unités cachées

ko1 Kk K+1

Fi1c. A.2 — Le meilleur MLP dominant a k unités cachées

BIC (en fonction du nombre de paramétres)

Unités cachées

k-1 k k+1

On montre que le modéle minimisant le critére d’information (BIC (cf chapitre 4)
ou BIC* (cf Mangeas [49])) convergence asymptotiquement le vrai modéle.

A.1.2.2 Identification des modéles dominants

On utilise 'algorithme SSM pour élaguer les MLP dominants, I’élagation continuera
tant que le critére d’information s’améliore. On verra que les résultats sont sauvegardés
dans différents fichiers, un fichier résume les résultats et donne le nom du fichier ol est
sauvé le meilleur MLP.
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A.1.2.3 La pratique

Pour éviter les minima locaux, il faut, pour chaque architecture, faire plusieurs
initialisations aléatoires. L’utilisateur peut spécifier le nombre d’estimations N; a faire
par architecture pour la recherche de modéles dominants. Il donne aussi le nombre
Ny < N; de modéles dominants pour les deux architectures (avec k et k + 1 unités
cachées), qu'’il faut élaguer a I'aide de l’algorithme SSM. La stratégie se résume ainsi :

1. Recherche de modeles dominants
(a) On commence avec un petit nombre d’unités cachées (k = 1)

i. On fait V| estimations avec cette architecture, on sauvegarde le meilleur
(plus petit) BIC : BIC),

(b) On rajoute une unité cachée, on refait N; estimations on sauvegarde le
meilleur BIC : BICy,

(c) Si BICk41 < BICY on recommence 'étape (b). Sinon on passe a (2).
2. Identification des meilleurs modéles dominants

(a) On identifie les Ny meilleurs MLP avec k unités cachées
(b) On identifie les Ny meilleurs MLP avec k + 1 unités cachées

Les résultats des identifications et le nom du meilleur MLP sont sauvegardés dans un
fichier. Bien siir, le logiciel permet aussi de ne faire qu’une partie de cette stratégie. Il
contient aussi quelques petits utilitaires comme la visualisation des architectures des
MLP. C’est le sujet du chapitre suivant.

A.2 Utilisation du logiciel “Regress”

Pour lancer le logiciel, il faut I'avoir installé et taper “regress” dans une fenétre
d’émulation de terminal X (sous Linux, ce sont les programmes xterm ou rxvt). Dans
toute la suite, I'utilisateur fait apparaitre les fenétres en cliquant sur le bouton cité
“entre guillemets”, et clique généralement sur le bouton “fait” une fois les choix effectués.
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A.2.1 Formatage des données et création du perceptron initial

Lorsqu’on lance le programme, ’option “nouveau modeéle” permet de formater les
données et de créer un nouveau MLP.

Fia. A.3 — Définir un nouveau modéle

— i CEEREEE S

Régression non-linédaire connectionniste

IMLP feedforsard

identification statistiqgue

A propos charger un modéle | nouveau modéle quitter

A.2.1.1 Création de la base d’apprentissage

Le MLP ne peut lire que des fichiers de données spécialement formatées, c’est-a-
dire tels que les données en entrées et les sorties désirées se suivent sur une méme ligne
(comme dans le logiciel SNNS de I’Université de Stuttgart). La transformation d’un
fichier de données en un fichier formaté est implémentée dans ce logiciel, car c’est une
opération trés courante.

L’utilisateur doit donc fournir un fichier dont le format est indiqué & la section
suivante et demander dans une premiére phase de formater les données (cf figure A.4).
Le fichier formaté (ici marnel.fmt) peut étre réutilisé directement avec d’autres ar-
chitectures initiales (pourvu que le nombre d’entrées et de sorties du perceptron soit
correct). Notez que lorsqu’on formate les données, le nombre d’entrées et de sorties
du nouveau MLP apparait automatiquement (puisqu’il dépend du nombre de variables
explicatives, et du nombre de variables expliquées). Néanmoins si I'on veut formater
uniquement des données sans pour autant créer de nouveau modéle, il suffit de ne pas
appuyer sur la touche “créer MLP”. mais sur “fait” aprés avoir formaté les données.
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F1G. A.4 — Formatage de Données
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Le fichier de données créé par ’utilisateur On prend ’exemple d’un fichier que
s’appelle marnel, mais son nom pourrait étre quelconque.

Le principe est relativement simple, il faut que toutes les données soient écrites en
colonnes dans un fichier “ASCIT”. Les différentes colonnes doivent étre séparées par des
espaces, l'utilisateur doit alors rajouter trois lignes au début du fichier :

— Une ligne “entrées” avec le nom des variables explicatives suivi de 'intervalle des
retards éventuels.

— Une ligne “sorties” avec le nom des variables & expliquer (les retards sont impli-
citement 0)

— Une ligne “données” avec les noms des données dans ’ordre ot elles apparaissent
en colonnes.

Les séparateurs sont toujours des espaces. Par contre ces trois lignes ne doivent pas
commencer par un espace.

Ici les variables explicatives sont :

— TURLD avec les retards de 1 a 3 c’est-a-dire :
TURLD(t-1), TURLD(t-2), TURLD(t-3).

— DEBLD pour les retard 0 & 5 c’est-a-dire :
DEBLD(t), DEBLD(t-1), DEBLD(t-2), DEBLD(t-3), DEBLD(t-4),
DEBLD(t-5).

Les données a expliquer sont TURLD, implicitement au temps t, c’est-a-dire avec un
retard 0. Le retard des données a expliquer est toujours 0. Si on veut faire par exemple
des prévisions a plus long terme, il faudra décaler les entrées (variables explicatives)
dans le temps.

On donne toujours un intervalle pour les retards. Si on voulait uniquement les
retards 1, 4, 8 (des retards non consécutifs), il faudrait alors construire, dans le fichier
a formater, une colonne de données pour chaque retard. On remarquera aussi que le fait
de spécifier que la premiére colonne correspond a 'identifieur (cf figure [A.5], il s’agit du
champ “RANG”), permet au programme d’ignorer la premiére colonne, puisque cette
catégorie n’apparait ni dans les entrées ni dans les sorties.

Aprés avoir spécifié le nom des fichiers a lire et & sauver (ici on lit “marnel” et on
sauve dans “marnel.fmt”, cf figure A.4) on clique sur la touche “formater”. Le fichier

au format lisible par le MLP est créé et on verra alors apparaitre le nombre d’entrées
et de sorties du MLP

Remarque 23 On peut aussi saisir les dimensions du MLP directement a la main si
on ne formate pas de données. Le logiciel se contente de formater des données supposées
déja pré-traitées (stationnaires, centrées, normalisées...). Le pré-traitement doit étre
effectué par lutilisateur avant d’utiliser le logiciel.
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F1G. A.5 — Données de I'utilisateur, dans le fichier marnel
< T
File Edit Mule &pps Options Buffers Tools Help

P EEREEERERRR
Oper | Diked | Sae | Pent | Cut | Copw | Paste | Undo | Spell | Replace| WAl | Infa | Compile| Dabu

Brtrzes TURLD 1 3 DEBLD 0 § Al
sorties TURLD =
donnees RANG TURLD DEBLD
1 0322218 0.773325
0.0421012 0871293
0361165 1.00063

0 1.00063

-0435337 1.01523
-043429 09162391
0273122 0850151

it R AL S AN 1 g
Nacony----- AEmacs: mamel  (Fundamental)----L1--Top---=---=--nou---
Loading about..done

—1 " ocn = Cara

F1G. A.6 — Le nombre d’entrées et de sorties apparait automatiquement

2l Houveau modéle

- 0O X
‘ nouveau perceptran ‘
nombre de couches (cachées +1) couche cachée 1 couche cachée 4 haorne inf de la 1ol unif.
I Io Io =
couche cachee 2 EEUENS CEENES & baorne sup de la loi unif
b entrées et nb sorties determings Ig Ig
par le format des données |1
. couche cachée 3 couche cachée B
nhk entrées IS
ID ID graine du générateur
nb sorties |1 aléatnire
% tanh

Activation ID
- Sigm

| nouvelles donnéas |

choigissez un fichier de données & ouvrir

I.-"hDme.-"jD.-"ESTIMATIONIMARNEIMARNE1.-"marne1 lister | formater |

sauvegarde du fichier de données formate

IKtheKjDKESTIMATIONKMARNEKMARNE1Kmarne‘l fmt lister |

sauvegarde du mlp associé
I listar |

creer MLP cancel |
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A.2.1.2 Création du MLP initial

A ce stade, il suffit d’indiquer le nombre de couches cachées, et le nombre d’unités
par couches. Ensuite on peut spécifier la graine du générateur aléatoire, ainsi que
I’amplitude de la loi uniforme pour le tirage des poids, ce qui permet d’initialiser
plusieurs MLP de méme architecture avec des poids initiaux différents. Le MLP est
créé dés que 'on clique sur la touche “créer MLP”. Le MLP est sauvé dans le fichier
spécifié dans le champ (“sauvegarde du mlp associé”).

Il est indispensable de créer un MLP pour tout apprentissage. Méme si on veut
faire une recherche automatisée d’architecture optimale, un MLP initial (avec le bon
nombre d’entrées et de sorties) servira de “patron” au logiciel. Naturellement dans
ce cas, le nombre d’unités cachées pour le perceptron initial est indifférent puisque
le logiciel reconstruira un grand nombre de MLP suivant la stratégie d’identification
expliquée dans l'introduction. Aprés avoir formaté la base et créé un MLP initial, il
suffit de cliquer sur la touche “fait” pour retrouver la fenétre obtenue au lancement du
programme.

Fi1G. A.7 — Spécification des parameétres initiaux du MLP

N Houveau modéle - B
‘ nouveau perceptron ‘
nombre de couches (cachées +1) couche cachée 1 couche cachée 4 horne inf de la lai unif.

| 4 ID If1
= EEUENS CEENES & baorne sup de la loi unif
nb entrées et nb sorties détermings Ig Ig
par le format des données |1
. couche cachée 3 couche cachée B
nhk entrées 3
ID ID graine du générateur
nb sorties |1 aléatnire

. . @ tanh
Activation ID
o Sigm

| nouvelles donnéas |

choigissez un fichier de données & ouvrir

I.-"hDme.-"jD.-"ESTIMATIONIMARNEIMARNE1.-"marne1 lister | formater |

sauvegarde du fichier de données formate

IKtheKjDKESTIMATIONKMARNEKMARNE1Kmarne‘l fmt lister |

sauvegarde du mlp associé

QnmE.qDKESTIMATIONKMARNEKMARNE1.fmlpEssal lister |

m cancel |

A.2.2 Paramétres de I’estimation

Pour estimer un modéle a 1’aide du logiciel, il va falloir charger un modele, confi-
gurer le type d’apprentissage souhaité et le lancer. C’est le sujet des sections suivantes.
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A.2.2.1 Choisir le modéle

Pour ajuster le modéle il faut cliquer sur la touche “charger un modéle “ :

F1G. A.8 — Lancer un apprentissage

On voit apparaitre une nouvelle fenétre, il faut d’abord dire quel fichier de données
formatées il faut lire, quel MLP initial il faut charger, ainsi que le nom générique des
fichiers destinés a sauvegarder les MLP estimés et les résultats.

F1G. A.9 — Noms des fichiers a lire et & sauvegarder

Aprés avoir déterminé ot lire et sauver les fichiers, il faut choisir le type d’appren-
tissage.
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A.2.2.2 Type d’optimisation pour minimiser la fonction de cotit

Cliquer sur la touche “apprentissage initial” permet de faire apparaitre une nouvelle
fenétre ou 'on peut saisir et sélectionner les différents paramétres de I'apprentissage
pour le MLP, avant la procédure d’élagage.

F1G. A.10 — Paramétrage de 'apprentissage
Sl Aprentissage _____________________________________________[ENREPY

Algarithme d apprentissage

~ gradient batch simple pas 0.01 nb itérations |5E|

-~ Gradient conjugué

- Mewton BFGS Brent itérations max IED

% HNewton BFGS Fast

défaut done

On a le choix entre quatre types d’apprentissage :

— Le gradient simple

— Le gradient conjugué
— Le BFGS “Brent”

— Le BFGS “Fast”

Tous ces algorithmes sont de type batch, c’est-a-dire qu’ils minimisent la fonction
de coiit sur tous les exemples de la base a chaque itération. Ces apprentissages sont
détaillés dans le livre de Press [53].

Le gradient simple On peut donner le pas de descente le long de la direction du
gradient ainsi que le nombre d’itérations maximales & faire. Cet algorithme est géné-
ralement le moins efficace pour minimiser la fonction de coiit.

Le gradient conjugué C’est un algorithme robuste, plus rapide que le gradient
simple, mais moins que le BFGS. Il utilise une recherche unidimensionnelle de type
“Brent” (cf Press [53]).
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Le BFGS C(C’est I'algorithme en général le plus rapide, le “Brent” utilise une recherche
unidimensionnelle de type “Brent”, relativement cotiteuse en temps de calcul, le “Fast”
utilise une recherche unidimensionnelle plus rapide, mais peut-étre moins robuste. Le
BFGS “Fast” est ’apprentissage par défaut.

Nombre maximal d’itérations Le nombre maximal d’itérations est fixé par le
champ “itération max”. Si I'erreur ne diminue plus avant ce seuil, ’algorithme détecte
automatiquement le moment ou il faut s’arréter (cf paramétres avancés A.2.3.3)

A.2.2.3 Type de fonction de cofit

Cliquer sur la touche “fonction de codt”. On a le choix entre deux fonctions de cotit
qui sont équivalentes dans le cas ou la sortie est unidimensionnelle, mais différentes si
la sortie est vectorielle.

F1G. A.11 — Choisir la fonction de cofit

gl Fonction de coiit - O X

~, moindres camés 4% vraisemblance

fait |

La moyenne des carrés des erreurs résiduelles Ce sont les moindres carrés
classiques, c’est-a-dire la moyenne de la norme au carré des erreurs. Si la sortie est
scalaire, il est préférable de choisir cette fonction de cofit car ’algorithme ira plus vite.

Le maximum de vraisemblance Il s’agit du maximum de vraisemblance en sup-
posant la normalité de 1'erreur résiduelle. Cette fonction de cotit est équivalente aux
moindres carrés dans le cas de la sortie scalaire (I’algorithme ira toutefois moins vite),
mais elle est en général meilleure dans le cas vectoriel, puisqu’elle tient compte des
éventuels termes diagonaux de la matrice de covariance de 'erreur (cf chapitre 4). La
fonction minimisée par cet algorithme est le logarithme du déterminant de la matrice
de covariance de I’erreur.
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A.2.3 Paramétres de l'identification du modéle
A.2.3.1 Choix du critére d’information

Cliquer sur la touche “identification”.

Fia. A.12 — Identification

gl identification - B X
Critére d’information 4 BIC -~ BICT
nb itérations entre deux |_1
élagages
~ grad simple - grad conj

type d’optimisation
~ BFGS brent % BFGS fast

défaut | fait |

On rappelle qu’en notant Vr la log-vraisemblance (gaussienne) pour une série de
longueur 7', St la moyenne de la norme au carré des erreurs, ¢ une estimation de Sr
et d le nombre de paramétres du modéle, on aura le choix entre le BIC :

In(T)
T

BIC:VT+dX

et le BIC* :

In(T
BIC*:ST-i—dXJ#

On remarque que dans le cas de MLP a sortie scalaire V3 = In(Sr) . Le BIC* s’ap-
plique aux moindres carrés, et le BIC au maximum de vraisemblance. Néanmoins, dans
le cas de sortie scalaire, le BIC reste un critére valable, méme si on choisit les moindres
carrés comme fonction de coiit. C’est le critére par défaut. On donnera aussi le nombre
maximal d’itérations a effectuer pour minimiser la fonction de cotit entre deux éla-
gages (-1 correspond & un nombre d’itérations égal au nombre de paramétres, c’est le
réglage par défaut). On peut aussi choisir le type d’apprentissage pour cette phase de
I’apprentissage, c’est-a-dire lorsque les poids vont étre élagués par la méthode SSM.

A.2.3.2 La stratégie d’identification

Il faut d’abord cliquer sur la touche “stratégie d’apprentissage”.
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On peut alors modifier les champs suivants

Fia. A.13 — Stratégie d’apprentissage

Attention la recherche automatisé ne conceme que les MLP avec une couche cachée

nombre minimal d'unités |1 nb estim pour dominant {10

nombre maximal d'unités 100 nh estim pour élagage |3

home inf pour initialisation home sup pour initialisation |1

Ei

graine initiale pour alea | - muet 4 verbeux

A

-~ Bstimation seule ~ identification seule 4 estime et identifie

défaut fait

nombre minimal d’unités La recherche d’architectures dominantes commence avec
des MLP ayant ce nombre d’unités cachées.

nombre maximal d’unités La recherche d’architectures dominantes ne cherchera
pas de MLP ayant plus que ce nombre d’unités cachées.

nb estim pour dominant C’est le nombre d’initialisations différentes qui seront
faites pour optimiser chaque architecture. Une dizaine permet d’éviter les minima lo-
caux dans la grande majorité des cas (cela correspond au nombre N; dans A.1.2.3).

nb estim pour élagage C’est le nombre de MLP d’architectures dominantes qui
seront élaguées pour rechercher la meilleur architecture (cela correspond aux nombre
N, dans A.1.2.3)

borne inf et sup pour initialisation Pour chaque initialisation du MLP en début
d’apprentissage les poids sont tirés au hasard suivant la loi uniforme :

u[Borne inf, Borne sup]
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graine initiale pour aléa La graine initiale sera celle spécifiée. Cela permet, si on
a déja fait une étude, d’en recommencer une avec d’autres tirages aléatoires.

Choix entre muet et verbeux Le programme affichera bien plus de résultats en
mode verbeux. Il est plus facile de suivre la progression de I'estimation dans ce mode,
mais si I’apprentissage est trés long, cela risque de consommer de la mémoire.

Choix de I’apprentissage  On pourra alors choisir :

— Une estimation seule sans recherche de modéle dominant ni élagage. Les para-
métres spécifiés dans “type d’apprentissage” seront alors utilisés, le programme
effectuera le nombre d’estimations spécifiées dans “nb estim dominant”.

— Identification seule sans recherche de modéle dominant. Le programme lira le
fichier du MLP initial et effectuera une simple identification (SSM) & partir des
paramétres spécifiés dans “identification”.

— Une recherche totale du meilleur modéle (“estime et identifie”). Le programme
recherchera les modéles dominants en estimant les poids de ces MLP suivant les
parameétres spécifiés dans “apprentissage initial”, puis ils seront élagués suivant
ce qui a été spécifié dans “identification”.

Remarque 24 5%, on choisit “estimation seule” et que le nombre d’itérations mazximal
est fixé a zéro (cf A.2.2.2), le programme retourne la valeur de la fonction de coit sur
la base, sans modifier le MLP.

A.2.3.3 Parameétres avancés (il est conseillé de ne pas les modifier)

On peut fixer la valeur minimale, en dega de laquelle les progrés sur la fonction de
coiit sont considérés comme nuls (“seuil redem”) et le nombre de fois ou les passages sous
le seuil de redémarrage vont entrainer une réinitialisation de I’algorithme (“it. seuil”).
Le nombre de cycles (“nb cycle”) correspond au nombre maximal de redémarrages
autorisés. Si ce nombre est atteint, le programme considére que la minimisation stagne
et 'arréte pour le MLP en cours. Toutefois il est conseillé de garder les paramétres par
défaut, & moins de savoir ce que 'on fait.

A.2.4 Déroulement de la procédure d’estimation /identification
A.2.4.1 Lancer la procédure

On pourra noter que I’on peut sauver (ou charger) tous les paramétres de ’appren-
tissage dans un fichier grace aux champs “sauvegarder les paramétres d’apprentissage”

et “charger les paramétres d’apprentissage”. La sauvegarde et le chargement ne seront
effectifs qu’apreés avoir cliqué sur les touches “sauver” ou “charger”. Une fois toutes les
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options déterminées, il suffit de cliquer sur la touche “GO”’. Si on veut arréter ’ap-
prentissage, il faut cliquer sur la touche “STOP”. Les résultats sont sauvés au fur et a
mesure, seuls ceux de ’estimation en cours seront perdus. L’évolution de 1’apprentis-
sage (erreur résiduelle, élagage ) apparait dans la fenétre principale et permet de savoir
si ’apprentissage se passe bien. En cours d’apprentissage, on peut visualiser n’'importe
quelle architecture en remplissant le champ aprés la touche “visualiser le MLP” et en
cliquant sur cette touche.

F1G. A.14 — Fenétre de visualisation de ’apprentissage

| T 0%
fichier mip 3 fire narm générigue des fichiers de
IofEST\MATIONfM.'\RNEfMP«RNE.r‘mlp_essai lister | sauvegarde du mip
fichier de données formatées |JUIESTIMAT\ONIMARNEIMARNH/mlp_ﬂnal lister
I.fEST\MATIONﬂ’MARNE;’MARNETfmarne1.fmt lister
Sauvegarde les paramétres d’apprentissage
type apprentissage | fonction de coft | I lister sauver
Charger les paramétres dapprentissage
identification | stratégie dapprentissage | I lister charger
[N

GO résultats Wisualiser le MLP | lister STOP | cancel

A.2.4.2 Les différents fichiers sauvegardés

Les noms dépendent du nom générique de sauvegarde. Pour illustrer notre propos,
on supposera que celui-ci est “mlp _fin”, mais il peut étre quelconque.

Le MLP créé par les procédures “estimation seule” ou “identification seule”
Le MLP apres apprentissage sera sauvé dans le fichier portant le nom de sauvegarde
générique (ici “mlp fin”).

Les MLP créés par la procédure “estime et identifie” Le programme crée
des fichiers automatiquement sur la base du fichier générique. Ainsi si on donne le nom
“mlp_fin”, les MLP de chaque architecture dominante seront sauvés dans un fichier dont
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le nom suit la régle : “mlp _fin”4+”nombre d’unités cachées”+’C”+"graine du générateur
aléatoire” et apres élagage il aura en plus la terminaison ” _ssm”. Par exemple le MLP
dominant avec 3 unités cachées qui a été initialisé avec la graine 2 sera sauvé aprés
élagage sous la forme :“mlp fin3C2 ssm”.

Les résumés de résultats

estimation seule (cf A.2.3.2) L’erreur de ce mlp est conservée dans le fichier
avec 'extension “_err” (ici “mlp fin err”).

identification seule (cf A.2.3.2) L’erreur et le BIC de ce mlp sont conservés
dans le fichier avec I'extension “_bic” (ici “mlp fin bic”).

estime et identifie Le fichier “mlp fin _best ssm” donne un résumé des résul-
tats avec le nom du meilleur MLP, d’aprés le critére d’information.

A.2.5 Tester un modéle sur une base de données

Une fois qu’un modéle a été estimé, on peut étudier ses performances sur n’importe
quel jeu de données. On peut ainsi obtenir d’'un modéle les erreurs sur toute la base
d’apprentissage, ou sur une base de validation. Il suffit de rentrer son nom dans le
champ “fichier de MLP a lire”, le nom de la base formatée désirée dans le champ
“fichier de données formatées” de cliquer sur la touche “résultats” au lieu de “GO” et
le programme créera les fichiers résultats sans modifier le MLP.

Le fichier résultat (avec 'extension “_res” comportera sur chaque ligne le numéro
de I'observation, I'observation, la prévision du MLP, I’erreur entre I’observation et la
prévision. Le fichier avec ’extension “_res_ cov” regroupe toutes les évaluations utiles
(la covariance de ’erreur, son déterminant, sa trace).
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Fi1G. A.15 — Pour obtenir les résultats d’un modéle estimé

B cstmation - -

fichier mip & lire

IF'PEMENT{DOCJ’EXEMF‘LE/mIpiﬁnﬁc‘l7ssm lister |
fichier de données formatées
IELOF'F'EMENTfDOC.(EXEMF'LEKSErIEiexfmt lister |

Apprentissage initial I fonction de codt

identification I stratégie d'apprentissage

fonction de transfert % tanh

-~ sigmoide

nom générique des fichiers de
sauvegarde du mip

I lister |

Sauvegarde les paramétres d'apprentissage

I lister I sauwer I

Charger les paramétres diapprentissage

I lister I charger I

Avancer I

wl

GO | | résultats | visualiser le MLP | |

lister | sToFr | Tait |

F1G. A.16 — Fichier résultat

B onecsrosuiat T

File Edit Mule Apps Options Buffers Tools Help
: Abs | = * | 8

R =k @ &2 E gcf'| 1

Open | Dited | Saee | Print cut Copy | Paste | Undo | Spell | Replace | il Info | Compile| Debug | Mews

M -0494236 -0.522329 -0.0280331 Al

1 -0273122 -0491123 -0.218001 =

£ -0.632005 -0.410973 0.241032

3 -0.3065E5 -0.724087 -0.417562

4 0.159365 -0.240827 -0.400332

o 0153565 010954 -0.0500246

B -0.0310134 -0.0137906 0.071 2288

7 -0.738145 -0.1613 0.576635

8 -0.362406 -0.751317 -0.388905

9 -0.362406 -0.265154 0.0372524

10 -0.403467 -0.176036 022743

1 LahnaRd =aenfah -048015 i

Mocony----- #Emacs: resultat  (Fundamental)----1L1--Top---—-----=------—- - — - ——— - |

Wrote fhomedjo/ESTIMATIONMARNEMARMET/RESULT AT/ resultat
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A.3 Exemple d’identification d’un modéle

Voici un exemple, pour aider I'utilisateur a prendre en main le logiciel. Les données
se trouvent dans le répertoire EXEMPLE.

A.3.1 La série

On a simulé une série (y;), 1 < ¢ < 1000 a 'aide d’'un MLP dont le figure suivante
décrit I'architecture :

F1G. A.17 — MLP pour simulation

=l Architecture du réseau de neurones - E X

514t-1) .

511t-2)

52it-1)

52it-2)

terminer | imprimer | imprimer dans le fichier :  |[architecture.ps lister

C’est une série de R? |, Y; = (y;, v?)”. on note Furp(y, o, ¥7 o, y2_;) la fonction

du MLP appliquée au retards y; o, y2 ,, Y7 o, qui est donc une application continue de
R? — R?® . On remarque que le retard y; , n’intervient pas, puisque I’entrée correspon-
dante du MLP n’est pas connectée aux unités cachées. La matrice de covariance du

bruit (gaussien) est :
s_ (104 05
~\ 0.5 1.09

1 03
A‘(o.z 1 )

Le modéle correspond donc a 1’équation :

Y = AAT | avec
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Yl el
Vi = ( YtSLl ) = Frurp (Yo Vi 90 Ui 1) + A ( 85“ )
t+1 t+1

ou (gf), ¢ € {1, 2} sont i.i.d. N'(0,1) . On simule une série bidimensionnelle de longueur
1000. Cette série est sauvée dans le fichier “série_ ez”. On va maintenant modéliser cette
série a ’aide du logiciel.

A.3.2 Formater la série et créer un MLP initial

On va estimer la série en laissant un retard de 2 sur chaque dimension. On spécifie
donc que les entrées seront les retards d’ordre deux sur les deux dimensions. La figure
suivante montre les préambules adéquats.

F1G. A.18 — Le fichier a formater

LRl emacs: sere_gx OO (4

File Edit Apps Options Buffers Tools Help

. —t -

D= H S| 8 BB = 8| % =i
Open Dired Sale Frint cut Copy | Paste | Undo Spell | Replace hiladl Inifis
entrees ¥1 1 2 ¥2 1 2
sorties ¥1 ¥2
donness Y1 EQ
O —2.137339040453
O —2.137339040453
0.604325 -2 . 474172040473
3.859319 0.6000905955559555
=0.773281 0.45976102559505555
—0.82423 Q.77128209555559555
—0.0121132 0.44510055557
—1.11272 0.23391059555559555
—1.182852 —0.0%1219040430000%
—=1.79345 —-0.0226659040430000°7
—0.223743 —0.3163752040430001
—2.00%68 0.38330095557
0.251221 4.79566059555559555 i
————— XEmacks: Eerise ex 1Fundumentnl]————L3—4Bup———————————I

Wrote fhomefio/DEVELOPPEMENT /DOC serie ex

L1

Admettons que ’on sauve la série formatée dans le fichier “série_ ex.fmt”. On in-
dique au programme le nom du fichier et aprés avoir formaté la série on crée un MLP
initial avec 1 unités cachée (si on utilise la recherche automatique le nombre d’unités
cachées du MLP initial n’importe pas). On sauvera ce MLP dans le fichier “mlp_init”
(par exemple). La figure A.19 montre comment on remplit les champs pour ce nouveau
modéle.

Aprés avoir cliqué sur la touche “créer MLP”, cliquez sur “cancel” puis sur “charger
un modéle”.
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Fi1a. A.19 — Le nouveau modéle
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A.3.3 Paramétrer apprentissage

Aprés avoir spécifié le nom générique des fichiers de sauvegarde des MLP et des
fichiers résultats, on peut charger une configuration d’apprentissage toute faite en char-
geant le fichier “config app” grace au champ “charger les paramétres d’apprentissage”.
On peut vérifier alors comment sont configurées les différentes composantes de ’appren-
tissage en cliquant sur les touches “type d’apprentissage”, “identification”, “fonction de
cott” et “stratégie d’apprentissage”. Ici I'estimation se fait grace a l'algorithme BFGS
avec 50 itérations au maximum, la fonction de cofit est la vraisemblance, il y aura 50
itérations au maximum pour estimer le MLP entre 2 élagages, pour chaque architecture
le programme fera 10 estimations avec des initialisations différentes et il élaguera les 3
meilleurs MLP des architectures dominantes. Pour commencer 1’apprentissage cliquer
sur la touche “GO”.

A.3.4 Les fichiers de sauvegarde des résultats

A.3.4.1 Les MLP estimés

Si on veut visualiser une architecture, par exemple celle de “mlp fin3C1 _ssm”,
il faut rentrer le nom “mlp fin3C1_ssm” dans le champ apreés “visualiser le mip” et
cliquer sur cette touche.

A.3.4.2 Les performances des différents MLP

Le fichier regroupant les meilleurs MLP dominants obtenus sera sauvé sous le nom
de sauvegarde général avec l’extension “ ssm”. Si on veut voir les prévisions et les
erreurs d’'un MLP, il faudra entrer son nom dans le champ “fichier mip a lire”, entrer le
nom de la base sur laquelle le MLP doit étre évalué dans le champs “fichier de données
formatées” (donc ne rien changer s’il s’agit de la base d’apprentissage, ou modifier
le nom s’il s’agit d’une base de validation) et cliquer sur la touche “résultats”, comme
indiqué sur la figure A.20. Ici le fichier “mlp fin3cl ssm_res” contiendra les prévisions
du mlp, les données désirées et les erreurs, tandis que “mlp fin3cl ssm_res cov”
contiendra la matrice de covariance de I’erreur, sa trace, son déterminant et les différents
critéres d’information.
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Fi1a. A.20 — Obtenir les résultats d’'un MLP
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A.4 Programmes de simulations

Il est important de pouvoir simuler des séries temporelles pour tester un modéle
statistique ou probabiliste. Pour cela on dispose de deux programmes :

— “simulation mlp”
— “simulation__hyb”

le programme “simulation mlp” permet de simuler un modéle autorégressif, dont la
fonction de régression est un perceptron multicouches. Le programme “simulation _hyb”
permet de simuler un modéle autorégressif & changements de régime markoviens

Ces programmes n’ont pas d’interface graphique, il faut donc utiliser une ligne de
commande.

A.4.1 Simulation d’une série par perceptron multicouches

Le programme “simulation _mlp” prend en argument un nom de fichier, dans lequel
figurent tous les noms de fichiers utiles & la simulation. Nous ’appellerons par exemple
“config simu_mlp”, Pour lancer le programme, on tape donc dans une émulation de
terminal X, “simulation_mlp config_simu_mlp”.

A.4.1.1 Le format du fichier en argument

Il est composé des lignes suivantes :

Le fichier ou lire le MLP

Le fichier ot lire les conditions initiales
Le fichier ou lire I’écart type de ’erreur
Le nom du fichier ot sauvegarder la série

La longueur de la série simulée

S A e

La graine du générateur aléatoire
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La figure A.21 montre le fichier “config_simu_ mlp”.

FiG. A.21 — Le fichier “config _simu_mlp”

Sl emacs: config_simu_mip <0 X

File Edit Apps Options Buffers Tools Help

IFAEVVARNEeZN@

nlp init
cond_init
COVArlance
serie simu
1000

0

Ll

————— HEmacs: confilg simu nlp (Fundamental) ----Lo--All--------—-mmmm oo
{(No changes need to he saved)

A.4.1.2 Fichier ot lire le MLP

La premiére ligne donne :

— le nombre de couches (nombre de couches cachées +1) (NC)
— La dimension de I'entrée (NE)

— Les dimensions des couches cachées. (C;, 1 <i < NC — 1)

— La dimension de la sortie (V.S)

— La colonne qui suit donne les poids du MLP

Les poids sont classés de la facon suivante :
Les poids associés au biais de chaque couche (cachée et sortie), ce sont les (ijf‘l Ci+
NS) premiers poids.

Du poids 1 (connexion partant du biais sur la premiére couche cachée reliée a la
EBN sz 4 . NC-1 - . PN
premiére unité cachée) au poids ) ,"; ~ C; + NS partant du biais sur la sortie reliée &

la derniére unité de sortie.

Les poids sont notés couches aprés couches comme dans ’exemple suivant.
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Fiag. A.22 — Poids du MLP

W32
X2
W22

W3

w2
xal

TAB. A.1 — Le format du fichier correspondant au MLP

| 2 [2]3]2]
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A.4.1.3 Fichier conditions initiales

Comme le programme est congu pour simuler des séries multidimensionnelles, il
faut, sur la premiére ligne du fichier, indiquer la dimension de la série, les retards pris
en compte sur chaque dimension; puis sur la ligne suivante donner toutes les valeurs
initiales. Pour simuler une série tridimensionnelle, avec un ordre de régression de 1 sur
la premiére dimension, de 3 sur la deuxiéme, de 2 sur la troisiéme et toutes les valeurs
initiales & zéros, on devra donc écrire dans le fichier des conditions initiales :

A.4.1.4 Fichier écart-type

Il s'agit de la matrice M, tel que M x MT = X, est la covariance de l’erreur, on
indiquera d’abord dans le fichier ses dimensions, puis les coordonnées ligne par ligne.

Ainsi la matrice

I
EN TS
co Ut N
© o w

sera notée dans le fichier :

w

NN
ol U DN
©o|o|w

A.4.2 Simulation d’une série & changements de régime marko-
viens (modéles hybrides)

Le programme “simulation _hyb” prend en argument un nom de fichier, dans le-
quel figurent tous les noms de fichiers utiles a la simulation. Nous ’appellerons par
exemple “config_simu_hyb”, Pour lancer le programme, on tape donc dans une fenétre
d’émulation de terminal X : “simulation_hyb config_simu_hyb”.

A.4.2.1 Le format du fichier en argument

Il est composé des lignes suivantes :

1. Le fichier ou lire le modéle autorégressif a changements de régime markoviens (ici
“modele hyb”)
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2. Le fichier ou lire les conditions initiales

3. Le nom du fichier ol sauvegarder la série

4. La longueur de la série simulée

5. La graine du générateur aléatoire

Le seul fichier nouveau par rapport a la section précédente est “modéle hyb”.

FiG. A.23 — Format du fichier “config simu_hyb”

LR el emacs: config_simu_hyb <0 X
File Edit Apps Options Buffers Tools Help
SEEINEIVANEBZNS
nodele hyh Al
cond_1nit
serie 4MLE]
10000
0

¥

----- HEmacs: config sinu hyb

e e e B

A.4.2.2 Le fichier du modéle a4 changement de régime markovien

Le fichier général Ce fichier est composé de

— Le nombre de régimes

— Les différents fichiers ou lire les MLP qui sont les fonctions de régression du

modéle

— Les différents fichiers ou lire les covariances associées a chaque modéle de régres-

sion

— La matrice de transition de la chaine de Markov cachée.

Les fichiers MLP ont le format indiqué dans la section A.4.1.2.
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Nous donnons un exemple d’un modéle avec 4 régimes, le cas général s’en déduit
aisément.

F1G. A.24 — Format du fichier “model hyb” pour 4 régimes

PR RN emacs: modele_hyb < 0 X

File Edit Apps Options Buffers Tools Help

SEIHEYVANEeZN@

L

nlp 1nit

nlp init2
nlp init3
nlp initd
cov init

cov initd
cov_inita
cov_initd
nat_trans

————— HEmacs: nodele hyh e T ——————————
Loading efs-cu. .. done

Les fichiers covariances Il s’agit de la matrice Y, symétrique tel que la covariance
de Ierreur pour la simulation sera Coverreyr = £ X 27. On indiquera d’abord dans le
fichier sa dimension, puis les coordonnées au dessous de la diagonale ligne par ligne.

Ainsi la matrice

|
L o =
o ot
© o w

sera notée dans le fichier :

(3] | |

Y
619

W N =

On pourra trouver un exemple de ces fichiers dans le répertoire d’exemples.

Le fichier de la matrice de transition Il s’agit de la matrice A stochastique en
colonne. On indiquera d’abord dans le fichier ses dimensions, puis les coordonnées ligne
par ligne.
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Ainsi la matrice
095 0.05 0.1 0.01

0.01 0.9 0.02 0.01
0.02 0.02 0.8 0.02
0.02 0.03 0.08 0.96

sera notée dans le fichier :

0.9510.05| 0.1 |0.01
0.01] 0.9 |0.020.01
0.02 | 0.02 | 0.8 | 0.02
0.02 | 0.03 | 0.08 | 0.96

A.5 Appel des programmes par commande shell

Pour automatiser les estimations, il est pratique de pouvoir appeler les programmes
grace a une commande shell. C’est méme la seule facon de pouvoir utiliser le programme
d’estimation de modéle hybride.

A.5.1 “Regress”, en ligne de commande.

“Regress” utilise le programme “estimation mlp” pour faire les calculs. Le pro-
gramme “estimation_mlp” prend en argument un nom de fichier, dans lequel figurent
tous les noms de fichiers utiles qui sont saisis habituellement dans les champs de 'in-
terface graphique de “regress”.

A.5.1.1 Création d’un modéle

Il suffit de fournir en argument au programme “estimation_mlp” :

— Le nom du fichier ou sauvegarder le MLP créé

— La borne inférieure pour I'initialisation aléatoire des poids
— La borne supérieure pour l'initialisation aléatoire des poids
— La graine du générateur aléatoire

— Le nombre de couches

— Le nombre d’unités dans les différentes couches

A.5.1.2 Identification d’un modéle

Supposons que les paramétres de ’apprentissage sont écris dans le fichier “config_app”.

Pour lancer le programme, on tape dans une fenétre d’émulation de terminal X : “esti-
mation mlp config app”. Le ficher “config app” est composé des champs suivants tous
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séparés par une ligne de commentaire (elle doit obligatoirement exister). Les champs
correspondent aux parameétres de “Regress” (cf A.2)

Nom du MLP initial & lire

Nom du fichier de données a lire

Nom du fichier générique de sauvegarde

Type de I'algorithme (cf A.2.3.2) :

— 0 : estimation seule

— 1 : identification seule

— 2 : estimation et identification

Type de I'algorithme pour I’estimation initiale (cf A.2.2.2)

— 0 : gradient simple

— 1 : gradient conjugué

— 2 : BFGS “Brent”

— 3 : BFGS “Fast”

Type de l'algorithme pour I’estimation pendant ’élagage (cf A.2.3)
— 0 : gradient simple

— 1 : gradient conjugué

— 2 : BFGS “brent”

— 3 : BFGS “Fast”

Fonction de coiit (cf A.2.2.3)

— 0 : moindres carrés

— 1 : vraisemblance

Nombre d’itérations maximal pour 'apprentissage (cf A.2.2.2)

Seuil sous lequel les progrés sont considérés comme nuls (cf A.2.3.3)
Nombre d’itérations sous le seuil qui provoque un redémarrage (cf A.2.3.3)
Nombre de redémarrages maximal (cf A.2.3.3)

Pas d’apprentissage

(pour le gradient simple, cf A.2.2.2)

Type du BIC (cf A.2.3)

— 0 : BIC classique

— 1 : BIC* (voir [49])

Nombre d’itérations entre chaque élagage (cf A.2.3)

Nombre minimal d’unités pour la recherche automatique d’architecture (cf A.2.3.2)
Nombre maximal d’unités pour la recherche automatique d’architecture (cf A.2.3.2)
Nombre d’apprentissages pour le recherche du modéle dominant (cf A.2.3.2)
Nombre d’apprentissages pour 1’élagage (cf A.2.3.2)

Information lors de 'apprentissage (cf A.2.3.2)

— 1 : verbeux

— 0 : muet

borne inférieure pour l'initialisation aléatoire des poids (cf A.2.3.2)
borne supérieure pour l'initialisation aléatoire des poids (cf A.2.3.2)
graine initiale du générateur aléatoire (cf A.2.3.2)

fonction de transition des unités cachées
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— 0 : tangente hyperbolique
— 1 : sigmoide

Enfin, pour obtenir les résultats d’'un modéle sur une série, Il suffit d’appeler le pro-
gramme “estimation mlp” avec 2 arguments :

— Le nom du fichier ou lire le MLP (voir A.4.1.2)
— Le nom du fichier ou lire les données formatées.
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Fi1G. A.25 — Le fichier “config _app”

el emacs: config_app - 0O X

|F|IE Edit Apps Options Buffers Tools Help

SREFIELvAFEezZN®

A

# Nom du MLP a lire

shome /o0 /DEVELOPPEMENT /D0C /EXEMPLE /mlp_init

# Nom du fichier de données a lire

fhome £] 0 /DEVELOPPEMENT /DOC /EXEMPLE fserie_ex. fmt

# MNom du fichier de générique de sauvegarde

mlp fin

# Type de l'algorithme (estimation, identification...)
2

# Type de l'algorithme pour 1Y estimation

3

# Type de l'algorithme pour 1'estimation lors de 1 élagage
3

L

# fonction du colt vtilisée

# Nombre dfitération meximales pour 1Y apprentissage
50

# Seuil sows lequel le progrés est considérer comme nul

-1

# MNombre d’itération sous le seuill qui provogque un redémarrage
10

# Nombre de redémarrage maximal (qui stop L' apprentissage)
3

# Pas d'apprentissage (pour gradient simple)
0. 01[]

# Type du BIC utilisé (wrali BIC ou BIC*)
0

# MNombre d’itération entre chague élagage (-1 : nb iter ssm=nb parcam)
-1

# MNombre d'unité minimal pour la recherche automatigque d'architecture
1

# Nombre dfunité maximal pour la recherche automatique dfarchitecture
100

# Nombre dfapprentissage pour la recherche du modéle dominant
10

# MNombre d’apprentissage pour 1 élagage (<= nb estim dom)
3

# apprentissage werbeux =1, muet=0

1

# borne infériewre pour l'initialisation aléatoire des poids
-1

# borne supérieure pour l'initialisation aléatoire des poids
1

# graine initiale du générateur aléatoire
0

# fonction de transition des unités cachées (O=tanh, l=sig)

————— HEmacs: config app {Fundamental) —-—-L24--411-—--——--——-——————————————————_ |
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A.6 Estimation de modéles hybrides

Pour estimer ce type de modéle, il faut lancer le programme “estimation _mlp” avec
3 arguments :

— Le fichier de configuration de I’apprentissage
— Le nombre d’apprentissages, avec des initialisations aléatoires différentes.
— Le type d’estimation :

— Algorithme E.M. : 1

— estimation différentielle : 0

A.6.1 Le fichier de configuration de I’apprentissage

Le fichier de configuration de ’apprentissage est composé des champs suivants tous
séparés par une ligne de commentaire (elle doit obligatoirement exister). Nombre de
champs sont communs avec le fichier de la section A.5.1.2.

— Le nom du modéle initial & lire
— La série de données a lire
— Le fichier générique de sauvegarde
— Le type d’apprentissage
— 0 : gradient simple
— 1 : gradient conjugué
— 2 : BFGS “brent”
— 3 : BFGS “Fast”
— 4 : gradient stochastique
— Le nombre d’itérations maximal pour ’estimation
— Le pas du gradient simple (obligatoire, mais utilisé uniquement si ’apprentissage
est le gradient simple)
— Le nombre d’itérations E.M. (obligatoire, mais utilisé uniquement si I’apprentis-
sage est 1'algorithme E.M.)
— Seuil sous lequel les progrés sont considérés comme nuls
— Nombre d’itérations sous le seuil qui provoque un redémarrage
— Nombre de redémarrages maximal
— Information lors de "apprentissage
— 1 : verbeux
— 0 : muet
— borne inférieure pour l'initialisation aléatoire des paramétres des MLP
— borne supérieure pour l'initialisation aléatoire des paramétres des MLP
— graine initiale du générateur aléatoire
— fonction de transition des unités cachées
— 0 : tangente hyperbolique
— 1 : sigmoide
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— Sauvegarde des résultats
— 1 pour sauvegarder aussi les probabilités conditionnelles
— 0 pour ne pas les sauvegarder
— Affichage des paramétres aprés chaque itération
— 1 : tous les paramétres
— 0 : juste la matrice de transition
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F1G. A.26 — Fichier de configuration de I’apprentissage

Sl emacs: config_estim_hyh

-0 X

hle Edit Apps Options Buffers Tools

Help

EEIELVAFEo

# nom du modéle a lire

nodele hyh

# zerie & lire

serle_simu. fuk

# fichier générique de sauvegarde

Jhome /J0/TEST C++/3IMU HYE/RESULTAT/save_hyb
# type d'apprentissage

k

# nombre d'1itération

200

# pas du gradient (le cas échéant)[]
0.0

# iteration EM (le cas écheant)

10

# zeuil pour redémaccage (-1 = PREC)
-1

# nombre itération sous le sewil pour redémarrage
10

# nb redémarcage pour arrét

3

# parole

1

# horne 1nf pour init alea

-0.1

# borne sup pour init alea

# graine

I

# fct de transition des unit cachée (O=tanh, l=sig)

I

# 1 pour tout sauvegarder 0 pour suvavegarder seulement les résultats
I

# 1 pour tout afficher, 0 pour afficher seulement les matrices de transition

————— HEnacs: config estim hyh (Fundamental) ----L11--All---———-—-om -

L-|

(No changes need to be saved)

241




ANNEXE A. MANUEL DE REGRESS ET QUELQUES AUTRES PROGRAMMES

A.6.2 Les Fichiers sauvegardés

Les noms des fichiers sauvegardés sont construits sur le nom du fichier de sauvegarde
“générique”. Si celui-ci est par exemple : “save _hyb”, et qu’il y a 4 régimes pour le
modeéle, les fichiers sauvegardés seront :

— Les 4 modeéles de régression
— save__hyb__exp0
— save__hyb_expl
— save__hyb exp2
— save_hyb_exp3
— Les 4 covariances associées au modéle
— save__hyb _cov0
— save__hyb_covl
— save__hyb_cov2
— save__hyb cov3
— La matrice de transition
— save__hyb_trans
— Si la sauvegarde des probabilités conditionnelles des états a été demandée (voir
section précédente) :
— save_hyb_proba_state
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