
UNIVERSIT�E PARIS I - PANTH�EON-SORBONNE

TH�ESE DE DOCTORAT

Sp�ecialit�e :

Math�ematiques Appliqu�ees

Pr�esent�ee par

Sandie SOUCHET

Pour obtenir le grade de

Docteur en Sciences
(Arrêt�e du 30 mars 1992)

Titre : Estimation des param�etres d'une di�usion ergodique
observ�ee �a temps discret.

Sous la direction de

Xavier GUYON

Soutenue publiquement le mercredi 13 janvier 1999 devant le jury compos�e de :

Mesdames Laure ELIE

Danielle FLORENS-LANDAIS Rapporteur
Valentine GENON-CATALOT

Catherine LAREDO Rapporteur

Messieurs Peter BROCKWELL Rapporteur
Christian GOURIEROUX

Xavier GUYON



Table des mati�eres

Introduction 5

A Estimation param�etrique d'une di�usion ergodique discr�etis�ee 5
A.1 Estimation par fonction d'estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
A.2 Estimation par minimum de contraste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

A.2.1 Contraste bas�e sur des sch�emas de discr�etisation anticipatifs . . . . . . 7
A.2.2 Contraste associ�e �a un sch�ema de discr�etisation adapt�e �a l'ordre p . . 8

A.3 Estimation par minimum de contraste pour un pas de discr�etisation tendant
vers 0 et une d�erive irr�eguli�ere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

A.4 Estimation d'un CAR(p) incompl�etement observ�e �a partir des �equations de
Yule-Walker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

A.5 Etudes exp�erimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

B Estimation de la pr�ecision associ�ee �a un �echantillonnage syst�ematique et
m�ethodes transitives 13

Bibliographie 16

Estimation param�etrique d'une di�usion ergodique discr�etis�ee 20

1 Sch�emas de discr�etisation anticipatifs et estimation du param�etre de d�erive
d'une di�usion 20

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.2 Pr�esentation des sch�emas d'approximation : trap�eze, Simpson . . . . . . . . . 22
1.3 Le cas d'une d�erive lin�eaire en � :

Sch�ema du trap�eze et Estimation par variable instrumentale . . . . . . . . . . 24
1.3.1 La m�ethode d'estimation par variables instrumentales . . . . . . . . . 25
1.3.2 R�esultats asymptotiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.4 Le cas d'une d�erive g�en�erale :
Sch�ema du trap�eze et Estimation des Moments g�en�eralis�es . . . . . . . . . . . 29
1.4.1 Propri�et�es asymptotiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.4.2 Adaptation de la m�ethode au sch�ema de Simpson . . . . . . . . . . . . 37

1.5 Etude exp�erimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
1.5.1 Processus de Ornstein-Uhlenbeck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
1.5.2 Processus de Cox-Ingersoll-Ross . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
1.5.3 Cas d'une d�erive non lin�eaire en x : di�usion Log-Normale . . . . . . 43

1



Bibliographie 47

Annexes 49

A D�emonstration de la propri�et�e 2 : sch�ema d'approximation de Simpson . . . . 49
B D�emonstration du lemme 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
C D�emonstration du lemme 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
D D�emonstration du lemme 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
E D�emonstration du lemme 8 : d�eveloppement de �� (��) . . . . . . . . . . . . . 60
F Sch�ema d'approximation d'Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2 Sch�ema d'approximation adapt�e �a l'ordre p et estimation du param�etre de
d�erive d'une di�usion. 66

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
2.2 Sch�ema d'approximation �a l'ordre p pour une fonctionnelle de la solution . . 67
2.3 R�esultats asymptotiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.3.1 Construction du contraste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
2.3.2 Calcul de l'�ecart entre �p;� et �0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.3.3 Convergence de b��p;n vers �p;� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

2.3.4 Normalit�e asymptotique de b��p;n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.4 Etude exp�erimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

2.4.1 Processus de Ornstein-Uhlenbeck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
2.4.2 Processus de Cox-Ingersoll-Ross . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

Bibliographie 83

Annexes 84

A D�emonstration du lemme 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
B D�emonstration du lemme 7 : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
C D�emonstration du lemme 8 : d�eveloppement de Kp (�p;�) en fonction de � . . 89

C.1 D�eveloppement de T p (�p;�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
C.2 Majoration de Sp (�p;�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3 Estimation du param�etre de d�erive d'une di�usion sous des conditions d'ir-

r�egularit�e de la d�erive. 93
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
3.2 R�esultat d'approximation d'Euler pour les mod�eles �a seuil . . . . . . . . . . . 94
3.3 Hypoth�eses et r�esultats pr�eliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
3.4 Etude de la consistance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
3.5 Vitesse de convergence et normalit�e asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . 101
3.6 Applications : Mod�ele CTAR(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
3.7 Estimation du param�etre de seuil pour les chaines de Markov . . . . . . . . . 114

Bibliographie 116

Annexes 118
A D�emonstration du lemme 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
B D�emonstration de la propri�et�e 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
C D�emonstration de la propri�et�e 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

2



D D�emonstration du lemme 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
E D�emonstration du lemme 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
F D�emonstration du lemme 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
G D�emonstration du th�eor�eme 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
H D�emonstration de la propri�et�e 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
I Sch�ema de la d�emonstration du th�eor�eme 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

I.1 Pr�eliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
I.2 Consistance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
I.3 Normalit�e asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4 Estimation d'un CAR(p) incompl�etement observ�e �a partir des �equations
de YULE-WALKER 134

4.1 Introduction : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
4.2 Rappels et r�esultats pr�eliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
4.3 Estimation du param�etre �a partir des �equations de Yule-Walker . . . . . . . . 138
4.4 Estimation des param�etres d'un CAR(2) �a partir du sch�ema du trap�eze. . . . 142
4.5 Estimation du coe�cient de di�usion � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
4.6 Etude Exp�erimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

Bibliographie 149

Annexes 150
A D�emonstation du lemme 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
B D�emonstration du th�eor�eme 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
C D�emonstration du lemme 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
D D�emonstration du lemme 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
E D�emonstration du lemme 3 : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
F D�emonstration du lemme 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
G D�emonstration du lemme 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
H D�emonstration du th�eor�eme 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
I D�emonstration du th�eor�eme 4 : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

Estimation de la pr�ecision associ�ee �a un �echantillonnage syst�ematique et
m�ethodes transitives 174

5 Precision of systematic sampling and transitive methods 174
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
5.2 Unbiased estimator of integral characteristics . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
5.3 Mean squared error expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
5.4 Discrete approximations of the extension term . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
5.5 Extension term estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
5.6 Robust extension term estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
5.7 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

3



Introduction

4



A Estimation param�etrique d'une
di�usion ergodique discr�etis�ee

On consid�ere l'�equation di��erentielle stochastique suivante :

dYt = f (�0; Yt) dt+ � (Yt) dWt (1)

o�u (Wt)t�0 est un mouvement Brownien standard issu de 0 et �0 2
�
�, � �etant un compact de

Rd. La fonction de d�erive f et le coe�cient de di�usion � sont suppos�es connus et v�eri�ent
les conditions usuelles qui assurent, pour toute condition initiale, l'existence d'une unique
solution forte stationnaire et ergodique Y = (Yt)t2[0;T ]. Le param�etre de d�erive �0 est inconnu
et l'on d�esire l'estimer.
On note par ailleurs P�0 la loi du processus sous la loi stationnaire ��0 et E�0 l'esp�erance sous
P�0 .

Dans le cas o�u l'on dispose d'une observation continue de la trajectoire de Y sur [0; T ], les
principaux r�esultats ont �et�e donn�es par Lipster et Shiryaev [34] et Kutoyants [33]. Consid�erant
la log-vraisemblance en temps continu,Z T

0

f (�; Yt)

�2 (Yt)
dYt � 1

2

Z T

0

f2 (�; Yt)

�2 (Yt)
dt (2)

ils montrent que, lorsque T ! +1, l'estimateur du maximum de vraisemblance est consistant
et asymptotiquement normal et e�cace avec une vitesse en

p
T .

Cependant, il parait peu r�ealiste de pouvoir disposer d'une observation continue du processus
solution. En cons�equence, on supposera dans tout ce travail que l'estimation du param�etre
de d�erive repose sur une observation discr�ete de Y : (Yk�)k=0;n avec � > 0 petit mais �x�e
(Chapitres 1, 2 et 4), o�u encore (Ykhn)k=0;n avec hn ! 0 lorsque n! +1 (Chapitre 3).

Dans le cas d'une di�usion unidimensionnelle, Dacunha-Castelle et Florens-Zmirou [12]
montrent que l'estimateur du maximum de vraisemblance associ�e �a l'observation (Yk�)k=0;n
est consistant et asymptotiquement normal et e�cace avec la vitesse

p
n�, lorsque n! +1.

Toutefois, les densit�es de transition ne sont en g�en�eral pas explicites et la m�ethode d'estimation
est di�cile �a mettre en oeuvre.

A.1 Estimation par fonction d'estimation

Dans le cas o�u le coe�cient de di�usion d�epend �egalement de �0, des auteurs tels que
Kessler, Sorensen et Bibby proposent des proc�edures d'estimation bas�ees sur les fonctions
d'estimation Gn (�) =

Pn
k=1 g

�
�; Y(k�1)�; Yk�

�
et l'estimateur associ�e b�n est alors la solution

de l'�equation Gn (�) = 0.
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Dans [6], Bibby et Sorensen consid�erent des fonctions d'estimation martingales de la forme
Gn (�) =

Pn
k=1 g

�
�; Y(k�1)�

� �
Yk� �m

�
�; Y(k�1)�

��
, o�u m (�; x) est l'esp�erance conditionnelle

de Y� sachant Y0 = x sous �. Di��erents crit�eres d'optimalit�e d�evelopp�es par Godambe et Heyde
[17] conditionnent le choix de g. Bibby [5] et Kessler [28] �etudient des fonctions d'estimation
martingales plus g�en�erales mais qui font �egalement intervenir des quantit�es conditionnelles
en g�en�eral non explicites et qui doivent en cons�equence être estim�ees. Dans [31], Kessler et
Sorensen proposent des fonctions d'estimation martingales bas�ees sur les fonctions propres
du g�en�erateur de la di�usion. Dans ces di��erents cas, b�n est consitant et asymptotiquement
normal avec une vitesse de l'ordre de

p
n.

Dans [30], Kessler propose des fonctions d'estimation non martingales de la forme Fn (�) =Pn
k=1 h

�
�; Y(k�1)�

�
, o�u h (�0; �) est d'int�egrale nulle par rapport �a la mesure invariante de la

di�usion ��0 . L�a encore, l'estimateur obtenu est consistant et asymptotiquement normal �a la
vitesse

p
n.

A.2 Estimation par minimum de contraste

La m�ethode d'estimation la plus courante demeure l'estimation par minimum de contraste
(d�e�nition 3.2.7. de [11]). Les di��erentes approches visant �a la construction de contrastes
Un (�) reposent en g�en�eral sur une approximation de la log-vraisemblance discr�ete exacte.

Dans [36] et [37], Pedersen propose une estimation consistante pN (x; �; �; �) de la proba-
bilit�e de transition �a pas �, p (x; �; �; �), lorsque N ! +1. Il construit ainsi une suite de
contrastes (Un;N (�; �))N qui converge �a n �x�e vers la log-vraisemblance discr�ete du mod�ele.
L'estimateur associ�e est asymptotiquement e�cace. Pour un pas d'observation �n tendant vers
0, Prakasa-Rao [39] et Yoshida [46] obtiennent, �a partir de la discr�etisation de la vraisemblance
continue (2), des estimateurs de �0 consistants lorsque n�n ! +1 et asymptotiquement e�-
caces lorsque n�3n ! 0. Dans [29], Kessler approxime la vraisemblance exacte par celle d'un
processus gaussien dont les moments sont des d�eveloppements en �n �a l'ordre p des moments
conditionnels, bas�es sur les it�er�es du g�en�erateur in�nit�esimal de la di�usion. Si n�n ! +1 et
n�pn ! 0, l'estimation associ�ee est alors optimale.

La construction de contrastes peut �egalement r�esulter de l'utilisation de sch�emas d'ap-
proximation de la di�usion. Dans [16], Florens-Zmirou utilise le sch�ema d'approximation
d'Euler qui coupl�e aux Moindres Carr�es, donne le contraste :

Un (�; �) =
1

n�

nX
k=1

 
Yk� � Y(k�1)� � �f

�
�; Y(k�1)�

�
p
��
�
Y(k�1)�

� !2

(3)

L'estimateur du minimum de contraste b�n = inf�2� Un (�; �n) est alors consistant, lorsque
n�n ! +1 et �n ! 0, et asymptotiquement normal et e�cace, si de plus n�3n ! 0.
Le cas o�u le pas d'observation est �xe est aussi �etudi�e. L'estimateur est �egalement convergent
et asymptotiquement normal �a la vitesse

p
n�, non pas pour �0 mais pour ��, o�u �� est l'unique

minimum de la fonction de contraste U (�; �) associ�ee �a Un (�; �). De plus, �� approche �0 �a
un biais explicite en � et la variance asymptotique est l'inverse de l'information de Fisher �a
un facteur (1 + o (1)) pr�es.
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A.2.1 Contraste bas�e sur des sch�emas de discr�etisation anticipatifs

Nous adoptons une d�emarche identique dans le Chapitre 1, Sch�emas de discr�etisation

anticipatifs et estimation du param�etre de d�erive d'une di�usion[44]. La m�ethode
d'estimation est bas�ee sur l'utilisation de sch�emas d'approximation anticipatifs : le sch�ema du
trap�eze et le sch�ema de Simpson. Le sch�ema discret exact du trap�eze s'�ecrit :

8t � 0; Yt+� = Yt +
�

2
(f (�0; Yt) + f (�0; Yt+�)) + �t + ~Wt (4)

o�u �t est un OP�0

�
�3
�
et
�
~Wt

�
t�0

est une suite de variables de carr�e int�egrable telles que

E�0

�
~Wt j Ft

� p.s.
= 0, (Ft)t�0 �etant la �ltration naturelle associ�ee �a Y (propri�et�e 1, p.22).

Pour le sch�ema du trap�eze, et contrairement au sch�ema d'Euler, la variable explicative
(f (�; Yt) + f (�; Yt+�)) est corr�el�ee au bruit ~Wt. L'utilisation des Moindres Carr�es engendre
alors un biais syst�ematique dans la proc�edure d'estimation. Pour lever cette di�cult�e, une
solution classique utilis�ee en �econom�etrie consiste �a remplacer la variable explicative par un
instrument, en l'occurence @

@�f (�; Yt), qui a la caract�eristique d'être d�ecorr�el�e du bruit tout
en �etant li�e �a la variable explicative. Dans le cas o�u la fonction f est lin�eaire par rapport �a
�, f (�; �) = � � f (�). cette m�ethode d'estimation est appel�ee m�ethode par Variable instrumen-
tale. Bergstrom [3] et Sargan [42] sont les premiers �a l'utiliser, dans le cadre d'une di�usion
gaussienne et multidimensionnelle. La m�ethode d'estimation des moments g�en�eralis�es �etend
la m�ethode par variable instrumentale dans le cas o�u l'hypoth�ese de lin�earit�e n'est pas v�eri��ee
(cf. [20] [22]; [19]).

Le contraste obtenu en couplant le sch�ema d'approximation du trap�eze �a la m�ethode des
moments g�en�eralis�es est :

Un (�; �) =

"
1

n�

nX
k=1

@

@�
f
�
�; Y(k�1)�

� Yk� � Y(k�1)� � �
2

�
f
�
�; Y(k�1)�

�
+ f (�; Yk�)

�
��2

�
Y(k�1)�

� !#2
(5)

Nous appuyant sur la loi des grands nombres et le th�eor�eme central limite �enonc�e par Florens-
Zmirou pour les di�usions ergodiques (lemme 2 et th�eor�eme 1 de [16]), nous montrons que
l'estimateur du minimum de contraste converge vers �� (th�eor�eme 2, p.33) et est asympto-
tiquement normal avec une vitesse de l'ordre de

p
n� (th�eor�eme 4, p.35), �� �etant l'unique

minimum de la fonction de contraste U associ�ee �a Un. Nous montrons que �� approche �0
avec un biais explicite de l'ordre de �2 (th�eor�eme 3, p.35). De plus, la variance asymptotique
est, �a un facteur (1 +O (�)) pr�es, l'inverse de l'information de Fisher.

Une d�emarche identique est mise en oeuvre pour le sch�ema de Simpson :

8t � 0; Yt+2� = Yt +
�

6
(f (�0; Yt) + 4f (�0; Yt+�) + f (�0; Yt+2�)) + �t + ~W 1

t + ~W 2
t (6)

o�u �t est un OP�0

�
�5
�
et
�
~W 1
t

�
t�0

et
�
~W 2
t

�
t�0

sont deux suites de variables de carr�e int�egrable

telles que : E�0

�
~W 1
t j Ft

� p.s.
= 0 et E�0

�
~W 2
t j Ft+�

� p.s.
= 0 (propri�et�e 2, p.24).

L'estimateur obtenu est convergent avec un biais explicite de l'ordre de �4, l'e�cacit�e
asymptotique �etant pr�eserv�ee �a un facteur (1 +O (�)) pr�es (th�eor�eme 5, p.38).
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A.2.2 Contraste associ�e �a un sch�ema de discr�etisation adapt�e �a l'ordre p

La m�ethode d'estimation mise en oeuvre dans le Chapitre 2, Sch�ema d'approximation

adapt�e �a l'ordre p et estimation du param�etre de d�erive d'une di�usion, r�esulte cette
fois de l'association des Moindres Carr�es et d'un sch�ema d'approximation adapt�e �a l'ordre

p de la di�usion. Ce sch�ema repose sur une approximation de l'int�egrale
R (k+1)�
k� f (�; Ys)ds

bas�ee sur les it�er�es du g�en�erateur de la di�usion. Si on note A�0 le g�en�erateur in�nit�esimal de

la di�usion et Al
�0
son li�eme it�er�e, le sch�ema (exact) consid�er�e est donn�e par :

8t � 0; Yt+� � Yt =
p�1X
l=0

�l+1

(l + 1)!
Al
�0
f (�0; Yt) + �pt + �pt (7)

o�u �t est une variable d'ordre �p+1 et �pt est une variable de carr�e int�egrable telle que

E [�pt j Ft]
p:s:
= 0. Le contraste est alors :

Up
n (�; �) =

1

n�

nX
k=1

 
Yk� � Y(k�1)� �Mp

�
Y(k�1)�; �; �

�
��2

�
Y(k�1)�

� !2

(8)

Mp (x; �; �) =

p�1X
l=0

�l+1

(l + 1)!
Al
�f (�; x)

Pour � dans un voisinage de 0, la fonction de contraste associ�ee �a Up
n (�; �) admet un unique

minimum �p;� qui approche �0 �a �
p pr�es (lemme 1, p.74). Lorsque n ! +1, l'estimateur du

minimum de contraste converge vers �p;� (th�eor�eme 2, p.75) et est asymptotiquement e�cace
�a un facteur (1 + O (�)) pr�es (th�eor�eme 3, p.76).

Il faut signaler que la proc�edure d'estimation expos�ee pr�ec�edemment rejoint celle d�evelop-
p�ee par Kessler dans [29] pour un d�eveloppement �a l'ordre � de la variance conditionnelle.

A.3 Estimation par minimum de contraste pour un pas de
discr�etisation tendant vers 0 et une d�erive irr�eguli�ere

Dans le Chapitre 3, Estimation du param�etre de d�erive d'une di�usion sous des

conditions d'irr�egularit�e de la d�erive, nous consid�erons une fonction de d�erive de la
forme f (�0; x) = f (x� �0), o�u f est une fonction de classe C2 sur R� f0g. Nous limitant
au cas o�u le coe�cient de di�usion est constant, on suppose que f 0 et f 00 admettent des
limites �nies �a gauche et �a droite en 0 avec f 0 (0+) 6= f 0 (0�) : on dit alors que f est un
�el�ement de C2

0 . Sous cette hypoth�ese, le mod�ele �etudi�e appartient �a la classe plus g�en�erale des
mod�eles r�eguliers : de d�erive x ! f (�; x) continue et di��erentiable en moyenne quadratique
par rapport �a �. Dans [33], Kutoyants montre que, pour un mod�ele r�egulier, l'estimateur
du maximum de vraisemblance associ�e �a une observation continue du processus stationnaire
ergodique sur [0; T ] est optimal (T ! +1). Notre but est �egalement de fournir une estimation
optimale de �0 pour f dans C2

0 mais bas�ee sur une observation discr�etis�ee �a pas �n (�n ! 0)
du processus. Nous utilisons pour cela le contraste d�eriv�e des moindres carr�es appliqu�es au
sch�ema d'approximation d'Euler, d�e�ni en (3). Dans le cas o�u f est de classe C2 sur R,
les r�esultats obtenus par Florens-Zmirou [16] impliquent que, si n�n ! +1 et n�3n ! 0,
l'estimateur du minimum de contraste est consistant, asymptotiquement normal et e�cace.
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Nous montrons que ces r�esultats restent valables lorsque f est dans C2
0 , si l'on suppose de

plus que f est lipschitzienne.
La v�eri�cation des conditions classiques, qui assurent la consistance de l'estimateur lorsque

n�n ! 0 et �n ! 0 (th�eor�eme 3.2.8., [11]), utilise une loi forte des grands nombres (lemme
3, p.97) bas�ee sur l'hypoth�ese suivante de contractivit�e du g�en�erateur de la di�usion : si
P t
�0
(x; dy) = P�0 (Yt 2 dy j Y0 = x), il existe � > 0 telle que, pour toute fonction h v�eri�ant

��0 (h) = 0 et ��0
�
h2
�
< +1, on a :����P t

�0
(h)
����
L2(��0)

� exp (��t) jjhjjL2(��0)
(9)

Du fait du caract�ere Lipschitz de f , des conditions su�santes simples assurent cette hypoth�ese
de contractivit�e (cf. proposition 9, [21], p.801).

On montre �egalement que si n�3n ! 0, b�n est asymptotiquement normal avec une vitesse
de l'ordre

p
n�n (th�eor�eme 2, p.101). Ce r�esultat ne peut être obtenu par la m�ethode classique

qui consiste �a �etudier le d�eveloppement de Taylor de la d�eriv�ee du contraste (cf.x 3.3.4. de
[11]) : p

n�n

�
@

@�
Un

�b�n�� @

@�
Un (�0)

�
Nous allons ainsi travailler directement sur le contraste en nous inspirant des m�ethodes d�e-
velopp�ees par Ibragimov et Has'minskii [25]. Plus pr�ecis�ement, nous allons �etablir un d�eve-
loppement local du contraste autour de �0, qui satisfait une condition LAN (local asymptotic
normality). Le sch�ema de d�emonstration comporte deux �etapes.

(i) Nous commen�cons par d�eterminer la vitesse de convergence de b�n vers �0. Reprenant
des arguments d�evelopp�es par Chan dans le cadre d'un mod�ele �a seuil �a temps discret

[9], on montre que, si n�n ! 0 et (n�n) est born�ee, la suite
�p

n�n

�b�n � �0��
n
est

tendue.

On �etudie alors le contraste localement en �0+
up
n�n

. Dans ce but, on introduit la variable Zn

d�e�nie par Zn (u) = n�n

�
Un

�
�0 +

up
n�n

�
� Un (�0)

�
, dont nous exhibons une d�ecomposition

de la forme :

Zn (u) = 2I (0)u�n + I (0)u2 +	n (u)

Dans une situation standard de d�erivabilit�e, I (0)�n serait identi��ee �a
p
n�n

@
@�Un (�0).

(ii) Nous montrons alors que Zn satisfait une condition LAN.
En e�et, nous appuyant sur le th�eor�eme central limite pour les suites triangulaires
(th�eor�eme 2.8.43. [11]), nous montrons que, lorsque n�n ! +1 et �n ! 0, �n converge

en loi vers la loi Normale N
�
0; 1

I(0)

�
avec I (0) =

R
(f 0)2 (x� �0)��0 (dx).

Nous montrons de plus que 	n est une fonction continue presque sûrement telle que,
lorsque n�n ! +1 et n�3n ! 0, on a pour tout B > 0 :

sup
juj�B

j	n (u)j
P�0�! 0

La normalit�e asymptotique de b�n r�esulte alors d'une adaptation du th�eor�eme 1.2 de Ibragimov
et Has'minskii [25] (th�eor�eme 4, p.103). Ce th�eor�eme �etablit en e�et la normalit�e de l'estima-
teur du maximum de vraisemblance lorsque la vraisemblance du mod�ele consid�er�e satisfait
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une condition LAN. On obtient ainsi le r�esultat de convergence en loi de b�n :p
n�n

�b�n � �0� L(P�0)�! N
�
0;

1

I (0)

�
Dans ce même chapitre, nous traitons �egalement le cas des mod�eles autor�egressifs �a temps

discret de la forme :

Xn = f (Xn�1 � �0) + en

o�u f est continue et pr�esente le même type d'irr�egularit�e que la d�erive dans le contexte pr�e-
cedent. (en)n est une suite de variables ind�ependantes, identiquement distribu�ees et centr�ees,
telle que en est ind�ependante de Fn�1 = � (X0; X1; � � � ; Xn�1). Ici, f n'est plus suppos�ee
lipschitzienne mais sous-lin�eaire : il existe � 2 ]0; 1[ et K > 0 telles que
jf (x)j � � jxj+ K. Sous des conditions suppl�ementaires qui assurent que la châ�ne de Mar-
kov est r�ecurrente positive, l'estimateur des Moindres Carr�es Conditionnels est consistant et
asymptotiquement normal avec une vitesse standard (th�eor�eme 7, p.115). Ceci r�epond �a la
question pos�ee par Chan ([9], p.524) : " Another problem is to work out the limiting distribu-
tion of the CLSE when the autoregressive function is continuous". Rappelons que le contexte
�etudi�e par Chan est di��erent puisque �0 est aussi un point de discontinuit�e pour la fonction
d'autor�egression : dans ce cas, la vitesse et la loi asymptotique ne sont plus standards.

A.4 Estimation d'un CAR(p) incompl�etement observ�e �a par-
tir des �equations de Yule-Walker

Dans le Chapitre 4, la classe de processus consid�er�ee est celle des CAR(p) ([7],[23]). Un
CAR(p) de param�etre � = (�0; � � � ; �p�1; �) est un processus X = (X (t))t�0 d�erivable �a

l'ordre (p� 1) tel que, si on note X(j) sa d�eriv�ee �a l'ordre j, Y (t) = t
�
X (t) ; � � � ; X(p�1) (t)

�
est l'unique solution stationnaire de l'�equation di��erentielle stochastique p-dimensionnelle
suivante :

dY (t) = AY (t)dt+ �bdW (t) (10)

o�u (W (t))t�0 est un mouvement brownien standard unidimensionnel, Y (0) est ind�ependant
de W , et A et b sont respectivement une matrice de dimensions p � p et un vecteur de Rp

d�e�nis par :

A =

0BBBBBB@
0 1 0 � � � 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 � � � 0 1
��0 ��1 � � � � � � ��p�1

1CCCCCCA ; b =

0BBBBB@
0
0
...
0
1

1CCCCCA
Si toutes les racines du polynôme caract�eristique de A, P (z) = zp + �p�1zp�1 + � � � + �0,
admettent une partie r�eelle n�egative, (10) admet une unique solution stationnaire et on a :

dX(p�1) (t) +
h
�0X (t) + � � �+ �p�1X(p�1) (t)

i
dt = �dW (t) (11)
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Le probl�eme de l'estimation du param�etre � = (�0; � � � ; �p�1) �a partir d'une observation
continue et compl�ete de Y sur [0; T ], c'est-�a-dire une observation continue de X et de ses
d�eriv�ees jusqu'�a l'ordre (p� 1), est �etudi�e par Bartlett [1] [2], Dzhaparidze [15], Dinh Tuan
[13], Priestley [40]. Le cas o�u le processus est observ�e �a temps discret est �etudi�e par de
nombreux auteurs, signalons Bartlett [1], Durbin [14], Phillips [38], Bergstrom [4], Jones [27]
et Robinson [41].

Dans [24], Hyndman propose une m�ethode d'estimation bas�ee sur les �equations de Yule-
Walker associ�ees au mod�ele. Dans le cas des mod�eles autor�egressifs �a temps continu, ces
�equations font intervenir les fonctions de covariance d�eriv�ees (Dj;k) qui sont d�e�nies par :

8 (j; k) 2 f0; 1; � � � ; p� 1g ; Dj;k (h) = E�0

h
X(j) (h)X(k) (0)

i
Dj;p (h)

L2(P�)
= lim

T!+1
1

T

Z T

0
X(j) (t+ h)dX(p�1) (t)

Les �equations de Yule-Walker sont obtenues en multipliant l'�equation (11) par X(j) (t + h) et
en passant �a l'esp�erance sous P� . On obtient alors, pour tout j = 0; � � � ; p� 1 et tout h 2 R:

Dj;p (h) + �p�1Dj;p�1 (h) + � � �+ �0Dj;0 (h) = 0 (12)

La param�etre � satisfait ainsi le syst�eme constitu�e des p � 1 �equations pr�ec�edentes. Pour
h quelconque et �x�e, il su�t donc d'estimer correctement les (Dj;k (h)) pour obtenir une
estimation satisfaisante de �.

Pour une observation continue et compl�ete de Y sur [0; T ], Hyndman propose d'estimer
Dj;k (0) par :

8 (j; k) 2 f0; 1; � � � ; p� 1g ; Dj;k =
1

T

Z T

0
X(j) (t)X(k) (t) dt

Dj;p (0) =
1

T

Z T

0
X(j) (t) dX(p�1) (t)

Ces estimateurs �etant consistants, il obtient par l'interm�ediaire des �equations de Yule-Walker
en h = 0, une estimation asymptotiquement normale de � �a la vitesse

p
T .

Lorsque X , la premi�ere composante de Y , est seule observ�ee et cela �a des temps dis-
crets �equidistants de �, les d�eriv�es successives du CAR(p) doivent être estim�ees. Si on note

�X (t+ �) = X (t+ �)�X (t) et �(j) le ji�eme it�er�e de cet op�erateur, une estimation naturelle
de X(j) (t) est ��j�(j)X (t + j�). Les estimateurs des (Dj;k (0)) sont alors de la forme :

bDj;k =
��(j+k)

np

np�1X
i=0

�(j)X (ip� + j�)�(k)X (ip� + k�) ; np =

�
n

p

�
Cependant, comme le remarque Hyndman [24] dans le cas d'un CAR(2) et comme nous le
montrons plus g�en�eralement pour un CAR(p), bDp�1;p pr�esente un biais syst�ematique. Plus
pr�ecisemment, nous montrons que :

bDp�1;p
P�;�! C (p)Dp�1;p (0)

o�u C (p) 6= 1 est une constante ind�ependante de � et de (�; �) (lemme 3, p.138).
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Nous rem�edions �a ce probl�eme en estimant les �equations de Yule-Walker, non pas en h = 0
mais en h = � (p� 1) �. Les estimateurs empiriques des (Dj;k (� (p� 1) �)) sont donn�es par :

~Dj;k =
��(j+k)

n2p�1

n2p�1�1X
i=0

�(j)X (i (2p� 1) � + j�)�(k)X (i (2p� 1) � + (p� 1) � + k�) ; n2p�1 =
�

n

2p� 1

�
et l'estimateur �n de � est d�e�ni comme la solution du syst�eme d'�equations suivant :

8j = 0; � � � ; p� 1; ~Dj;p + �np�1 ~Dj;p�1 + � � �+ �n0 ~Dj;0 = 0

Nous montrons que cet estimateur converge vers �� qui approche � �a un biais explicite de
l'ordre de � (lemme 5, p.139, th�eor�eme 2, p.141).

Dans le cas d'un CAR(2), nous proposons une m�ethode qui permet de r�eduire le biais
d'estimation associ�e �a �. Cette m�ethode d'estimation est bas�ee sur l'utilisation du sch�ema
anticipatif bi-dimensionnel du trap�eze associ�e au CAR(2). � est alors estim�e �a �2 pr�es (th�eo-
r�eme 4, p.144).

Nous nous int�eressons en�n �a l'estimation du param�etre �2. La m�ethode d'estimation
repose sur le r�esultat suivant :

Dp�1;p = ��
2

2

Il su�t donc de d�ebiaiser bDp�1;p (l'estimateur naturel de Dp�1;p (0)) par le facteur explicite
C (p) pour obtenir une estimation de �2 �a � pr�es (th�eor�eme 5, p.145).

A.5 Etudes exp�erimentales

Chacun des chapitres pr�ec�edents se terminent par une �etude exp�erimentale par simula-
tions. Les m�ethodes d'estimation sont mises en oeuvre pour des mod�eles de di�usion classiques
tels les mod�eles de Ornstein-Uhlenbeck et Cox-Ingersoll-Ross pour les deux premiers chapitres,
mais aussi pour une di�usion log-normale dans le Chapitre 1. Dans le Chapitre 3, les appli-
cations num�eriques portent sur un CTAR(1) (cf. [8],[7] et [23]) �a raccordement continu. Pour
le Chapitre 4, les r�esultats th�eoriques sont test�es pour un CAR(2).

La di�usion est simul�ee sur [0; T ] �a partir d'un sch�ema d'Euler de pas �n 0:005 ou 0:0001.
On calcule alors ind�ependament N estimateurs (N = 100 ou N = 200). La moyenne et la
variance empiriques ainsi obtenues sont compar�ees �a leur valeur th�eorique. Cette proc�edure
est e�ectu�ee pour di��erentes valeurs de T (T = 200; 400; 600).
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B Estimation de la pr�ecision
associ�ee �a un �echantillonnage
syst�ematique et m�ethodes
transitives

Dans le Chapitre 5 Precision of systematic sampling and transitive methods 1, on
consid�ere Q une quantit�e d�eterministe inconnue qui s'�ecrit sous la forme :

Q =

Z
R

f (x)dx

o�u f est une fonction appel�ee fonction de mesure. En outre, f est suppos�ee (m; p)-r�eguli�ere
par morceaux, c'est-�a-dire que f est �a support born�e et est d�erivable par morceaux jusqu'�a
l'ordre m+ p telle que :

{ pour tout k = 0; � � � ; m� 1, f (k) est continue sur R

{ pour tout k = m; � � � ; m+ p, f (k) peut être discontinue sur Df (k) qui est un ensemble

�ni de points, avec pour tout x 2 Dh(k) , un saut Sf (k) (x) = f (k) (x+)� f (k) (x�) �ni.
Q est estim�ee empiriquement �a partir de mesures e�ectu�ees selon un mode op�eratoire sys-
t�ematique et uniforme. On dispose ainsi de donn�ees de la forme ff (UT + kT ) ; k 2Zg, o�u
T > 0 est �x�e et U est une variable uniform�ement distribu�ee sur [0; 1[. L'estimateur empirique,bQT = T

P
k2Zf ((U + k)T ), est alors sans biais.

L'estimation bas�ee sur l'�echantillonnage syst�ematique est particuli�erement utilis�ee dans
le domaine de la st�er�eologie. Un probl�eme classique est l'estimation du volume Q d'un objet
tridimensionnel �a partir de coupes s�eri�ees : l'objet est d�ebit�e en sections �equidistantes et
parall�eles selon une orientation d�etermin�ee. Dans ce cas, f (x) repr�esente l'aire de la coupe
de hauteur x et bQT est l'estimateur dit de Cavalieri ([45],[10]). Lorsque l'objet consid�er�e est,
par exemple, un ellipso��de, la fonction de mesure est alors (1;1)-r�eguli�ere par morceaux. Si
Q repr�esente maintenant le volume d'un t�etra�ede dont une des faces est parall�ele aux plans
de coupe, f est dans ce cas (0;1)-r�eguli�ere par morceaux.

L'inconv�enient principal attach�e �a cette m�ethodologie r�eside dans la corr�elation des don-
n�ees obtenues qui rend di�cile l'�evaluation de la pr�ecision de l'estimateur bQT .
Une premi�ere approche consiste �a mod�eliser la structure de cette corr�elation. Une m�ethode

1. A paraitre dans " Journal of Statistical Planning and Inference". En collaboration avec Kiên Kiêu, Unit�e
de Biom�etrie, INRA, F78026, Saint-Cyr, et Jacques Istas, Unit�e de Biom�etrie, INRA, F78352 Jouy-en-Josas.
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alternative a �et�e d�evelopp�ee par Matheron sous le nom de M�ethodes transitives [35]. Cette m�e-

thode consiste �a approximer l'�ecart quadratique moyen MSE
�bQT

�
en se basant sur le compor-

tement du covariogramme g de f au voisinage de 0, g �etant d�e�ni par g (y) =
R
R
f (x+ y) f (x)dx.

Matheron montre en e�et que l'�ecart quadratique moyen peut être exprim�e en fonction de g
(�equation (5.7), p.180) :

MSE
h bQT

i
= T

X
k2Z

g (kT )�
Z
R

g (y)dy (13)

La m�ethode consiste alors �a d�evelopper l'expression pr�ec�edente en fonction de T et �a ap-

proximer MSE
h bQT

i
par la partie contribuante du d�eveloppement obtenu. On utilise pour

cela une g�en�eralisation de la formule d'Euler-Mac Laurin pour les fonctions r�eguli�eres par

morceaux ([43], [32]). En particulier, si g est (2m+ 1; 1)-r�eguli�ere par morceaux, MSE
h bQT

i
s'�ecrit alors, �a un o

�
T 2m+2

�
pr�es, comme la somme d'un terme d'extension E (T ) (�equation

(5.11), p.181) et d'un terme oscillant Z (T ) aussi appel�e Zitterbewegung (cf.[35]). Ces termes
sont d�e�nis par :

E (T ) = �2T 2m+2P2m+2 (0)g
(2m+1)

�
0+
�

(14)

Z (T ) = �T 2m+2
X

c 2 Dg(2m+1)

c 6= 0

P2m+2

� c
T
�
h c
T

i�
sg(2m+1) (c) (15)

o�u P2m+2 est le polynôme de Bernoulli d'ordre (2m+ 2). Les expressions pr�ec�edentes font
donc intervenir le degr�e de r�egularit�e et les sauts du covariogramme qui n'est pas directement
observ�e. Nous montrons cependant que, si la fonction de mesure f est (m; p)-r�eguli�ere par
morceaux, alors g est (2m+1; p)-r�eguli�ere par morceaux. Les sauts de g peuvent de plus être
exprim�es en fonction de ceux de f (cf. (5.9)-(5.10), p.181)

Le Zitterbewegung est un terme qui oscille autour de 0. Dans un cas simple de fonction
de mesure al�eatoire, Kiêu [32] a montr�e que Z (T ) est n�egligeable devant E (T ). En pratique,
on n�eglige le Zitterbewegung. Ainsi, en premi�ere approximation

MSE
h bQT

i
' �2T 2m+2P2m+2 (0) g

(2m+1)
�
0+
�

Cependant, g(2m+1) (0+) est inconnu et va être approxim�e par une combinaison lin�eaire des
(g (iT ))i=0;n2m+1

, o�u n2m+1 d�epend du degr�e de r�egularit�e du covariogramme. Ceci ne fait que
d�eplacer le probl�eme dans la mesure o�u les g (iT ) sont �egalement inconnus. Toutefois, g (iT )
peut être estim�e de mani�ere satisfaisante par bgi = T

P
k2Zf (UT + kT ) (UT + (k + i)T ).

L'estimateur obtenu bEm (T ) est de la forme (cf. x 6.2 de [32]) :

bEm (T ) = T

n2m+1X
i=0

�ibgi
La proc�edure d�ecrite pr�ec�edemment permet donc d'obtenir une estimation du terme d'exten-
sion E (T ) d�e�ni en (14) qui est la composante principale de l'�ecart quadratique moyen debQT .
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Cette m�ethode pr�esente cependant un inconv�enient majeur puisqu'elle suppose que le
degr�e de r�egularit�em de la fonction de mesure est connu. Nous proposons donc de lui associer
une m�ethode d'estimation de m. Dans ce but, nous adaptons une m�ethode d�evelopp�ee par
Istas et Lang [26] pour estimer le degr�e de r�egularit�e de processus gaussiens discr�etement
observ�es.

La proc�edure d'estimation de m repose sur la propri�et�e suivante : si M est un entier �x�e a

priori tel que m �M alors E
�bEM (T )

�
= cmE (T ) o�u cm est une constante ind�ependante de

T . Donc, même si l'estimateur est biais�e, on conserve un d�eveloppement de l'ordre de T 2m+2.

Si on note bEM (2T ) = 2T
Pn2m+1

i=0 �ibgi, on a ainsi : E
�bEM (2T )

�
' 22m+2E

�bEM (T )
�
. Un

estimateur naturel associ�e �a la relation pr�ec�edente est alors :

bmT =

"
1

2 ln (2)
ln

 bEM (2T )bEM (T )

!
� 1

2

#

Si m est inf�erieur �a l'entier que l'on s'est �x�e a priori, l'estimateur obtenu converge en pro-
babit�e vers m lorsque T tend vers 0.
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Chapitre 1

Sch�emas de discr�etisation
anticipatifs et estimation du
param�etre de d�erive d'une di�usion

1.1 Introduction

Nous abordons dans ce travail le probl�eme de l'estimation du param�etre de d�erive d'une
di�usion ergodique observ�ee �a des instants �equidistants de pas � > 0 constant et petit.

Le probl�eme d'estimation param�etrique pour les di�usions a fait l'objet de nombreux
travaux, que l'on peut classer en fonction du type d'observations disponibles.

Si l'on note [0; T ] l'intervalle d'�etude et si l'on dispose d'une observation continue de la
trajectoire du processus, l'estimateur du maximum de vraisemblance est consistant, asymp-
totiquement normal et e�cace avec la vitesse

p
T , lorsque T tend vers l'in�ni ([16], [15]).

Cependant, le recours �a une observation discr�ete du processsus parâ�t plus r�ealiste. L�a
encore, on distingue le cas d'un pas d'observation constant � > 0 de celui o�u les temps
d'observation sont asymptotiquement denses dans R+.
Dans un cadre asymptotique du type T = nhn ! 1; hn ! 0; nhpn ! 0, Florens-Zmirou [5],
Prakasa-Rao [18] et Yoshida [23] proposent des proc�edures d'estimation optimales issues de la
discr�etisation de la vraisemblance continue; Kessler [11] donne une approximation gaussienne
de la vraisemblance. Pedersen propose une m�ethode d'�evaluation num�erique des densit�es de
transition tout en controlant les propri�et�es th�eoriques de l'estimation ([19], [20]).

Dans le cas o�u le pas d'observation � est constant, Dacunha-Castelle et Florens-Zmirou [4]
ont prouv�e que l'estimateur du maximum de vraisemblance est consistant et asymptotique-
ment e�cace �a la vitesse

p
n�, quand n!1. Mais on ne dispose pas, en g�en�eral, de la forme

analytique des densit�es de transition du processus : un autre point de vue est de consid�erer
des estimateurs issus de fonctions d'estimation (Bibby et Sorensen [2]; Kessler [12] [13]; [22]).
Dans [5], Florens-Zmirou construit un contraste �a partir du sch�ema d'Euler approchant le
sch�ema discret exact. Nous adopterons une d�emarche identique mais en utilisant des sch�emas
anticipatifs.
Soit (
;A; P ), un espace de probabilit�e et W un mouvement brownien unidimensionnel stan-
dard issu de 0 d�e�ni sur cet espace. On munit l'espace pr�ec�edent de la �ltration naturelle
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F = fFtgt�0 associ�ee �a W . On consid�ere alors l'�equation di��erentielle stochastique :

dYt = f (�0; Yt) dt+ � (Yt) dWt; Y0 = x (1.1)

o�u f : Rp �R! R et � : R! R sont des fonctions connues et �0 2 Rp est le param�etre �a
estimer.
Supposons que (1.1) admette une unique solution forte de condition initiale x, not�ee Y =
(Yt)t�0 (Karatzas et Shreve [10]). La relation entre deux observations successives est :

Y(k+1)� = Yk� +

Z (k+1)�

k�
f (�0; Yt) dt+

Z (k+1)�

k�
� (Yt)dWt

Florens-Zmirou utilise l'approximation �f (�0; Yk�) de l'int�egrale
R (k+1)�
k� f (�0; Yt)dt et obtient

ainsi le sch�ema d'Euler :

Y(k+1)� = Yk� + �f (�0; Yk�) + �k� + ~Wk�

Sous certaines hypoth�eses,
�
~Wk�

�
k�0

est une suite de variables centr�ees, de carr�e int�egrable, et

�k� est une variable en O
�
�2
�
qui correspond �a l'erreur commise en approchant l'int�egrale par

�f (�0; Yk�). La m�ethode d'estimation des moindres carr�es associ�ee au sch�ema d'approximation
d'Euler �a pas � donne une estimation de �0 avec un biais de l'ordre de � ([5] et annexe F).

Cependant, des r�esultats d'analyse classique nous montrent qu'il existe des m�ethodes plus
�nes permettant de mieux approcher l'int�egrale d'une fonction d�eterministe, m�ethodes o�u
l'erreur commise est inf�erieure �a un O

�
�2
�
. On peut citer la m�ethode du trap�eze (m�ethode

�a deux points), la m�ethode de Simpson (m�ethode �a trois points) ou encore la m�ethode de
Bode (m�ethode �a cinq points). Elles donnent respectivement, sous de bonnes conditions de
r�egularit�e pour f (cf. [17]) :Z a+�

a
f(x)dx =

�

2
(f(a) + f(a+ �)) +O

�
�3
�

Z a+2�

a

f(x)dx =
�

3
(f(a) + 4f(a+ �) + f(a+ 2�)) +O

�
�5
�

Z a+4�

a
f(x)dx =

�

45
(14f(a) + 64f(a+ �) + 24f(a+ 2�) + 64f(a+ 3�) + 14f(a+ 4�)) + O

�
�7
�

D'o�u l'id�ee de transposer ces approximations �a notre contexte, �a savoir construire de
nouveaux sch�emas d'approximation en les couplant �a une m�ethode d'estimation adapt�ee a�n
d'obtenir un biais d'estimation d'un ordre sup�erieur �a � et ceci, sans perte d'e�cacit�e.

La paternit�e de cette id�ee revient aux �econom�etres (cf. Bergstrom [1], Sargan [21]): utilisant
le sch�ema du trap�eze coupl�e avec la m�ethode d'estimation par variable instrumentale (V.I.),
ils obtiennent un contrôle du biais en �2 pour une di�usion vectorielle gaussienne ergodique
Y , de d�erive lin�eaire en � : f (�; Yt) = � Yt, � �etant une matrice de dimensions r � r et Yt un
vecteur de Rr. Dans le cas d'un mod�ele de di�usion unidimensionnel (1.1), nous montrons que,
sous des conditions tr�es g�en�erales, le sch�ema anticipatif du trap�eze (resp. de Simpson) coupl�e
�a la m�ethode d'estimation des moments g�en�eralis�es (G.M.M.) (Hansen [8],[9]; Gourieroux et
Monfort [7]) permet d'a�ner le contrôle du biais qui est alors en �2 (resp. �4), cela sans perte
d'e�cacit�e.
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Dans le paragraphe 2, nous pr�esentons les sch�emas exacts obtenus en utilisant l'approxi-

mation du trap�eze et l'approximation de Simpson pour l'int�egrale
R (k+1)�
k� f (�; Yv)dv.

La section 3 est consacr�ee �a l'�etude des propri�et�es asymptotiques de l'estimateur issu de ces
sch�emas d'approximation coupl�es �a la m�ethode d'estimation par variable instrumentale, dans
le cas particulier o�u la d�erive f (�0; y) est lin�eaire en �0, f (�0; y) =

Pp
i=1 fi (y) �

i
0. Dans le

paragraphe 4, utilisant la m�ethode des moments g�en�eralis�es, nous �etendons ces r�esultats pour
une d�erive f (�0; y) non n�ecessairement lin�eaire en �0. La section 5 est une �etude exp�erimentale
qui illustre les r�esultats pr�ec�edents pour trois mod�eles de di�usion particuliers.

1.2 Pr�esentation des sch�emas d'approximation : trap�eze, Simp-
son

Soit l'�equation di��erentielle stochastique d�e�nie par :

dYt = f (Yt)dt+ � (Yt)dWt; Y0 = y (1.2)

Supposons que (Y;W ) ; (
;F ; P ) ; fFtgt�0 soit une solution faible de (1.2) [10].
Commen�cons par introduire quelques notations. Pour tout p 2 N�, Cp (R) repr�esente l'espace
des fonctions p fois continument d�erivables sur R. Pour toute fonction g dans Cp (R), g0, g00 et
g(k) sont respectivement les d�eriv�ees �a l'ordre 1, 2 et k de g en x. NotonsA le g�en�erateur in�ni-
t�esimal associ�e �a (1.2) d�e�ni par : 8h 2 C2 (R), Ah = fh0+ 1

2�
2h00; Al repr�esente alors le li�eme

it�er�e de A. La notation abr�eg�ee, l = m; r, se lit l 2 fm; � � � ; rg. Si B =
�
Bi
k

�
k;i

est une ma-

trice, k repr�esente l'indice des lignes et i celui des colonnes; tB est la matrice transpos�ee de B.

Propri�et�e 1 : Sch�ema du trap�eze

Supposons que f 2 C4 (R) et � 2 C2 (R). Alors :

8t � 0; Yt+� = Yt +
�

2
(f (Yt) + f (Yt+�)) + �t + ~Wt (1.3)

avec :

�t =
1

2

Z t+�

t
(t + � � v) (t � v)A2f (Yv)dv

~Wt =

Z t+�

t
� (Yv)

�
1 +

1

2
(t + � � v) (t � v) (Af)0 (Yv) +

�
�

2
+ t � v

�
f
0
(Yv)

�
dWv

Si de plus, pour l = 0; 1, E

�R t
0

h�
Alf

�0
�
i2
(Yv)dv

�
< 1 et E

�R t
0 �

2 (Yv)dv
�
< 1, alors�

~Wt

�
t�0

est une suite de variables de carr�e int�egrable telles que E
�
~Wt j Ft

� p.s.
= 0:

D�emonstration:
La d�emonstration repose sur le r�esultat suivant d'interversion de l'ordre d'int�egration entre

int�egrale de Riemann et int�egrale stochastique : soit
�R t

0 JvdWv

�
t�0

une martingale locale
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continue et g une fonction continue sur R; alors, on obtient, par application de la formule de
Ito pour les martingales locales [10] :Z t+�

t

�Z t+�

v
g(u)du

�
JvdWv =

Z t+�

t

�Z u

t
JvdWv

�
g(u)du (1.4)

Z t+�

t

�Z v

t
g(u)du

�
JvdWv =

Z t+�

t

�Z t+�

u
JvdWv

�
g(u)du (1.5)

Posons :

Rt =

Z t+�

t
f (Yv)dv � �

2
(f (Yt) + f (Yt+�))

=
1

2

Z t+�

t
[f (Yv)� f (Yt)]dv � 1

2

Z t+�

t
[f (Yt+�)� f (Yv)]dv

Par application de la formule de Ito, on obtient :

Rt =
1

2

Z t+�

t

�Z v

t
Af (Yu)du

�
dv +

1

2

Z t+�

t

�Z v

t

�
f
0
�
�
(Yu) dWu

�
dv

� 1

2

Z t+�

t

�Z t+�

v
Af (Yu) du

�
dv � 1

2

Z t+�

t

�Z t+�

v

�
f
0
�
�
(Yu)dWu

�
dv

Par (1.4) et (1.5), on a :

Rt =

Z t+�

t

�
t +

�

2
� u
�
Af (Yu)du+

Z t+�

t

�
t+

�

2
� u
��

f
0
�
�
(Yu)dWu

Or : Z t+�

t

�
t +

�

2
� u

�
du = 0

Donc :Z t+�

t

�
t +

�

2
� u
�
Af (Yu)du =

1

2

Z t+�

t

�
t+

�

2
� u
�
[Af (Yu)�Af (Yt)]du

� 1

2

Z t+�

t

�
t+

�

2
� u
�
[Af (Yt+�)�Af (Yu)]du

De mani�ere similaire, on obtient :Z t+�

t

�
t+

�

2
� u

�
Af (Yu) du =

1

2

Z t+�

t

(t+ � � v) (t� v)A2f (Yv)dv

+
1

2

Z t+�

t
(t+ � � v) (t� v)

�
(Af)

0
�
�
(Yv)dWv

Ceci permet d'�ecrire :

Yt+� = Yt +
�

2
(f (Yt) + f (Yt+�)) +Rt +

Z t+�

t
� (Yv)dWv
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ce qui n'est autre que le sch�ema du trap�eze (1.3). 2

On constate que l'erreur �t est en O
�
�3
�
, ce qui est conforme �a l'approximation d'une int�egrale

ordinaire par la m�ethode du trap�eze. De même, la transposition de la m�ethode de Simpson �a
notre probl�eme donne un r�esultat conforme �a celui attendu o�u l'erreur �t est un O

�
�5
�
.

Propri�et�e 2 : Sch�ema de Simpson

Supposons que f 2 C8 (R) et � 2 C6 (R). Alors :

8t � 0; Yt+2� = Yt +
�

3
(f (Yt) + 4f (Yt+�) + f (Yt+2�)) + �t + ~Wt (1.6)

avec:

�t =
1

4!

Z t+�

t

(v � t)3
�
v � t� 4�

3

�
A4f (Yv) dv

+
1

4!

Z t+2�

t+�
(t+ 2� � v)3

�
t+

2�

3
� v

�
A4f (Yv)dv

~Wt = ~W 1
t + ~W 2

t

~W 1
t =

Z t+�

t
� (Yv)

"
1 +

3X
k=0

(�1)k (v � t)k
(k+ 1)!

�
t+

(k + 1)�

3
� v

��
Akf

�0
(Yv)

#
dWv

~W 2
t =

Z t+2�

t+�
� (Yv)

"
1 +

3X
k=0

(t + 2� � v)k
(k + 1)!

�
t + 2� � (k + 1)�

3
� v
��

Akf
�0
(Yv)

#
dWv

Si de plus, pour l = 0; 3, E

�R t
0

h�
Alf

�0
�
i2
(Yv)dv

�
< 1 et E

�R t
0 �

2 (Yv)dv
�
< 1, alors�

~W 1
t

�
t�0

et
�
~W 2
t

�
t�0

sont des suites de variables de carr�e int�egrable qui v�eri�ent

E
�
~W 1
t j Ft

� p.s.
= 0 et E

�
~W 2
t j Ft+�

� p.s.
= 0

La d�emonstration de cette propri�et�e est donn�ee en annexe A.

1.3 Le cas d'une d�erive lin�eaire en � :
Sch�ema du trap�eze et Estimation par variable instrumen-
tale

Dans la suite, on supposera que la fonction de d�erive d�epend d'un param�etre �0 2 Rp.
Pour l'estimation de �0 bas�ee sur le sch�ema d'approximation d'Euler (cf. [5] et annexe F), le
contraste employ�e est celui des moindres carr�es. Si nous utilisons le sch�ema d'approximation
du trap�eze, le caract�ere anticipatif de ce sch�ema conduit �a un biais syst�ematique dans la
proc�edure d'estimation par moindres carr�es.

Si le mod�ele est lin�eaire en �, une alternative classique utilis�ee en �econom�etrie est l'esti-
mation par variable instrumentale ([1], [7]) : pour un bon choix de l'instrument, instrument
que l'on substitue alors �a la variable explicative corr�el�ee au r�esidu, elle fournit une estimation
convergente l�a o�u les moindres carr�es conduisent �a un biais syst�ematique.

Pour estimer le param�etre d'une di�usion vectorielle gaussienne, dYt = �0Yt dt + dWt,
Bergstrom et Sargan ([1], [21]) ont eu l'id�ee d'utiliser le sch�ema du trap�eze associ�e �a une
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m�ethode d'estimation par V.I. Dans ce cas, la d�erive f (�; y) = � y est doublement lin�eaire, en
� et en y. Nous examinerons ici le cas d'une di�usion pour laquelle la d�erive s'�ecrit ��f (y), sans
hypoth�eses de lin�earit�e en y. Il est int�eressant de mettre l'accent sur cet exemple �a plusieurs
titres :

- Il permet, d'une part, de comprendre le choix du contraste qui sera retenu dans le cas
d'une d�erive g�en�erale f (�; y), sans condition de lin�earit�e ni en � ni en y. Comme nous
le verrons au paragraphe 4, ce choix (estimation des moments g�en�eralis�es, G.M.M.)
coincidera avec celui de l'estimation par V.I. dans le cas lin�eaire en �.

- D'autre part, dans le cas lin�eaire, les hypoth�eses (not�ees H 1) assurant de bonnes pro-
pri�et�es asymptotiques sont simpli��ees par rapport au cas g�en�eral.

- En�n, la lin�earit�e permet d'obtenir une expression explicite et lin�eaire dans les obser-
vations de l'estimateur par V.I. Ceci rend alors la m�ethode num�eriquement tr�es simple.

1.3.1 La m�ethode d'estimation par variables instrumentales

Consid�erons l'e.d.s. d�e�nie par :

dYt = �0 � f (Yt) dt + � (Yt)dWt; Y0 = x (1.7)

avec �0 � f (Yt) =
Pp

i=1 fi (Yt) �
i
0 . On suppose que f1; � � � ; fp et � sont des fonctions connues,

d�e�nies de R dans R, �2 �etant de plus strictement positive sur R. Soit Y une solution de (1.7).
Pour i = 1; p et k = 1; n, on note :

X i
k =

fi (Yk�) + fi
�
Y(k�1)�

�
2�
�
Y(k�1)�

� ; Xk =
�
X1
k ; � � � ; Xp

k

�
; X =

�
X i
k

�
k;i

Yk =
Yk� � Y(k�1)�
��
�
Y(k�1)�

� ; Y = t (Y1; � � � ; Yn)

Dans le sch�ema d'approximation du trap�eze d�eriv�e du sch�ema exact (1.3) , le fait que la
variable explicative Xk et le bruit blanc ~W(k�1)� soient corr�el�es conduit �a un biais syst�ematique
dans l'estimation des moindres carr�es : l'estimateur, �n =

�
tXX

��1 �tXY �, doit être adapt�e.
La m�ethode d'estimation par V.I. consiste �a remplacer la variable explicative Xk par un
instrument ~Xk d�ecorr�el�e de ~W(k�1)�, mais bien li�e �a Xk. Dans le cas pr�esent, il est naturel de

choisir ~Xk =
�
~X1
k ; � � � ; ~Xp

k

�
avec ~X i

k =
fi(Y(k�1)�)
�(Y(k�1)�)

. Comme on le verra, ce choix est bon car il

permet de pr�eserver l'e�cacit�e asymptotique �a un facteur (Ip +O(�)) pr�es. L'estimateur par
V.I. est d�e�ni par (cf. [1], [7]) :

�In =
�
t ~XX

��1 �
t ~XY

�
avec :

~X =
�
~X i
k

�
k;i

t ~XX =

 
nX

k=1

~X i
kX

j
k

!
1�i;j�p

; ~X i
kX

j
k =

fi
�
Y(k�1)�

�
2�2

�
Y(k�1)�

� �fj �Y(k�1)��+ fj (Yk�)
�

t ~XY = t

 
nX

k=1

~X1
kYk; � � � ;

nX
k=1

~Xp
kYk

!
; ~X i

kYk =
fi
�
Y(k�1)�

�
��2

�
Y(k�1)�

� �Yk� � Y(k�1)��
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1.3.2 R�esultats asymptotiques

Nous donnerons ici une preuve succinte des r�esultats du th�eor�eme 1. Ceux-ci seront d�e-

montr�es dans le cadre g�en�eral au paragraphe 4. On note, s (y; �0) = exp
�
�2 R yx0 �0�f(z)

�2(z)
dz
�
, la

d�eriv�ee de la fonction d'�echelle associ�ee �a l'�equation (1.7).

Hypoth�eses H 1 : Sch�ema du trap�eze, d�erive lin�eaire en �

H 1.1 Pour tout i = 1; p, fi est de classe C
4 sur R et � est de classe C2 sur R et v�eri�e :

8 x 2 R; �2 (x) > 0

Il existe de plus K > 0 telle que : 8i = 1; p; 8x 2 R; jfi(x)j+ j� (x)j � K (1 + jxj). Sous
ces conditions, (1.7) admet une unique solution forte (Yt)t�0 non explosive pour toute
condition initiale Y0 = x [10].

H 1.2 Z 1

0
s(x; �0)dx =

Z 0

�1
s(x; �0)dx =1 et

Z 1

�1

�
s (x; �0)�

2(x)
��1

dx = C (�0) <1

(Yt)t�0 est alors r�ecurrente positive sur R pour � = �0, de loi invariante :

��0 (dy) =
�
C (�0) s (y; �0)�

2(y)
��1

dy

On note P�0 la loi du processus stationnaire et E�0 l'esp�erance sous P�0 . Si �
t
�0
(x; dy) =

P�0 (Yt 2 dy j Y0 = x), Qt
�0
= ��0 
�t�0 est alors la loi de (Y0; Yt) en r�egime stationnaire.

H 1.3 On note c�0 (x) =
(�0�f)2(x)
2�2(x) + (�0�f)0(x)

2 � �0(x)(�0�f)(x)
�(x) + (�0)2(x)

8 .
On suppose que :

min

�
lim

x!+1 c�0 (x) ; lim
x!�1 c�0 (x)

�
= c�0 > 0

H 1.4 La loi invariante ��0 admet des moments de tous ordres et v�eri�e :

8r 2 N;
Z jxjr
�8(x)

d��0(x) <1

H 1.5 Pour tout i = 1; p, les d�eriv�ees successives de fi jusqu'�a l'ordre 4 sont �a croissance
polynomiale, ainsi que �0 et �00.

H 1.6 H�0 =
�
E�0

h
fi(Y0)fj(Y0)

�2(Y0)

i�
1�i;j�p

est inversible.

H 1.7 Si, pour tout i = 1; p, E�0

h
fi

�
(�0 �f)(Y0)�(��f)(Y0)

�2(Y0)

�i
= 0, alors � = �0.

Quelques remarques s'imposent :

- Les conditions (H 1.2), (H 1.3) et (H 1.4) ne sont pas sp�eci�ques au caract�ere lin�eaire en
� de la fonction de d�erive. Elles seront reprises dans l'�etude du cas g�en�eral au paragraphe
4.

- Notons L2
0 (��0) =

�
f 2 L2 (��0) ; ��0 (f) = 0

	
. D'apr�es [12], sous (H 1.1), (H 1.2) et

(H 1.3), il existe � > 0 telle que :

8f 2 L2
0;
�����t�0 (f)����L2(��0)

� exp (��t) jjf jjL2(��0)
(1.8)
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- Si ��0 admet des moments de tous ordres, une condition su�sante, pour que l'hypoth�ese
(H 1.4) soit satisfaite, est que infx2Rj� (x)j > 0 ( mod�ele de Ornstein-Uhlenbeck).
Comme nous le verrons lors de l'�etude exp�erimentale, (H 1.4) est v�eri��ee pour le mod�ele
de Cox-Ingersoll-Ross sous certaines conditions sur �0.

- En fait, il est su�sant que (H 1.4) soit satisfaite pour un entier r assez grand : (H
1.4) et (H 1.5) doivent assurer certaines conditions d'int�egrabilit�e par rapport �a Q�0

indispensables �a l'�etablissement des r�esultats asymptotiques.

Pour tout i = 1; p et tout j = 1; p, on d�e�nit les fonctions suivantes :

Mi;j(v) = E�0

�
fi (Y0) fj (Yv)

�2 (Y0)

�
; Ni(v) = E�0

"
fi (Y0)

�
A2
�0
(�0 � f)

�
(Yv)

�2 (Y0)

#

Qi;j(v) = E�0

"
(fifj) (Y0)

�
�2 (�0 � f)0

�
(Yv)

�4 (Y0)

#
; Pi;j(v) = E�0

�
(fifj) (Y0)

�2 (Yv)

�4 (Y0)

�
Lemme 1 Sous (H 1), Ni est continue sur R

+ et Mi;j, Qi;j et Pi;j sont de classe C
1 sur R+� .

On a en particulier :

8v 2 R+; M 0
i;j (v) = E�0

�
fi (Y0)

(A�0fj) (Yv)

�2 (Y0)

�
; P 0i;j (v) = E�0

"
(fifj) (Y0)

�
A�0�

2
�
(Yv)

�4 (Y0)

#
De plus, Mi;j, Qi;j et Pi;j sont d�erivables �a droite en 0 avec :
limh!0M

0
i;j (h) =M 0

i;j (0
+), limh!0 P

0
i;j (h) = P 0i;j (0

+), limh!0Q
0
i;j (h) = Q0

i;j (0
+).

Ce r�esultat est important car il conditionne l'ensemble des d�eveloppements e�ectu�es par la
suite. Nous en donnerons une justi�cation dans le cas g�en�eral.
On note :

M�0 =
�
M 0

i;j

�
0+
��

i;j
=

�
E�0

�
fi (Y0)

(A�0fj) (Y0)

�2 (Y0)

��
i;j

(1.9)

P�0 =
�
P 0i;j

�
0+
��

i;j
=

 
E�0

"
(fifj) (Y0)

�
A�0�

2
�
(Y0)

�4 (Y0)

#!
i;j

(1.10)

tN�0 = (Ni (0))i =

 
E�0

"
fi (Y0)

�
A2
�0
(�0 � f)

�
(Y0)

�2 (Y0)

#!
i

(1.11)

Sous (H 1), �a � �x�e et proche de 0, on va voir que l'estimation par V.I. converge vers une
valeur ��, o�u �� est une fonction explicite de �0 et de �. Pour cela, on consid�ere le syst�eme
lin�eaire suivant : h

t ~XY
i� � ht ~XXi� � = 0 (1.12)

avec :h
t ~XY

i�
=

�
E�0

�
fi (Y0)

�
Y� � Y0
��2 (Y0)

���
i

et
h
t ~XX

i�
=

�
E�0

�
Mi;j(�) +Mi;j(0)

2

��
i;j

Lemme 2 Sous (H 1), il existe �0 > 0 tel que pour tout �, 0 < � � �0, (1.12) admet une
unique solution :

�� =

�h
t ~XX

i���1 h
t ~XY

i�
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Nous d�emontrerons ce r�esultat dans le cas g�en�eral trait�e dans le paragraphe suivant.
Les propri�et�es asymptotiques de l'estimateur par V.I. reposent en�n sur les r�esultats d'ergo-
dicit�e et de normalit�e asymptotique suivants (cf. lemme 3.2 de [2]; [5]) :

Lemme 3 Sous (H 1.1),(H 1.2) et (H 1.3), si g : R2 ! R v�eri�e Q�
�0

�
g2
�
< 1, alors :

1

n

nX
k=1

g
�
Yk� ; Y(k�1)�

� L2(P�0)�! Q�
�0
(g)

Si de plus, Q�
�0
(g) = 0, on a :

1p
n

nX
k=1

g
�
Yk� ; Y(k�1)�

� D(P�0)�! N
�
0; V �

�0

�
o�u V �

�0
=
R �
g2 (x; y) + 2g (x; y) [U� (g)] (y)

�
Q�
�0
(dx; dy) avec U� (g) (x) =

P+1
k=1 �

k�
�0
(g) (x).

Th�eor�eme 1 Sous (H 1), pour H�0 d�e�nie en (H 1.6), P�0 en (1.10) et N�0 en (1.11), et
pour tout �, 0 < � � �0, on a lorsque n! +1 :

�In =
�
t ~XX

��1 �
t ~XY

� P�0�! �� et
p
n�
�
�In � ��

� D(P�0)�! Np (0; V� (�0))

avec :

�� � �0 = � �
2

12
H�1
�0
N�0 + o

�
�2
�

V� (�0) = H�1
�0

�
Ip +

�

2
P�0H

�1
�0

+ o
�
�2
��

Comme nous l'avons soulign�e, H�0 �etant l'information de Fisher, l'e�cacit�e asymptotique est
pr�eserv�ee �a un facteur en (Ip +O (�)) pr�es.
D�emonstration:

1. Par application du lemme 3, lorsque n ! 1, 1
n
t ~XX

L2(P�0)!
h
t ~XX

i�
. Or, d'apr�es le

lemme 2, on sait que pour � 2 ]0; �0],
h
t ~XX

i�
est inversible. On en d�eduit que pour

n assez grand, t ~XX est inversible et donc que �In =
�
t ~XX

��1 �
t ~XY

�
existe. Pour

montrer la convergence de �In vers ��, il su�t alors d'appliquer �a nouveau le lemme 3 :

1
n
t ~XY

L2(P�0)!
h
t ~XY

i�
. On obtient alors :

�In
P�0!
�h

t ~XX
i���1 �h

t ~XY
i��

= ��

2. L'�ecart entre �� et �0 se calcule en utilisant la d�ecomposition du trap�eze (1.3) :

�� =

�h
t ~XX

i���1 �h
t ~XX

i�
�0 +B�

�
= �0 +

�h
t ~XX

i���1
B�

avec tB� =

�
E�0

�
fi (Y0)

�0
��2 (Y0)

��
i
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Par application du lemme 1, B� = � �2

12N�0 + o
�
�2
�
et
h
t ~XX

i�
= H�0 +

�
2M�0 + o (�),

M�0 �etant d�e�nie en (1.9). Le d�eveloppement de B� sera donn�e dans le cas g�en�eral lors

de la d�emonstration du th�eor�eme 3, celui de
h
t ~XX

i�
dans le lemme 7. On a donc le

r�esultat annonc�e pour le biais asymptotique.

3. On utilise �a nouveau le lemme 3 pour prouver la normalit�e asymptotique. Celle-ci r�esulte
directement des r�esultats suivants :

p
n�
�
�In � ��

�
=

�
1

n
t ~XX

��1r �

n

�
t ~XY � t ~XX��

�
avec : r

�

n

�
t ~XY � t ~XX��

� D(P�0)�! Np (0;�� (��)) et
1

n
t ~XX

P�0�!
h
t ~XX

i�
On obtient donc :

p
n�
�
�In � ��

� D(P�0)�! Np (0; V� (�0)) ; V� (�0) =

�h
t ~XX

i���1
�� (��)

�
t
h
t ~XX

i���1
Or, �� (��) = H�0 +

�
2P�0 + o (�) (cf. lemme 8) et

h
t ~XX

i�
= H�0 +

�
2M�0 + o (�). On a

ainsi le d�eveloppement annonc�e pour V� (�0). 2

1.4 Le cas d'une d�erive g�en�erale :
Sch�ema du trap�eze et Estimation des Moments g�en�eralis�es

Ce paragraphe est consacr�e �a l'�etude du cas g�en�eral, sans n�ecessit�e de lin�earit�e en � pour
la fonction de d�erive. Dans la suite, on notera f� (x) = f (�; x).
Soient U un ouvert de Rp et V un ouvert de R. On dit que (�; x)! g (�; x) est de classe Cm;k

sur U � V si :

1. (�; x)! g (�; x) est continue sur U � V .

2. Pour tout x 2 V , � ! g (�; x) admet des d�eriv�ees partielles jusqu'�a l'ordre m en tout
point de U et ses d�eriv�ees partielles sont continues sur U � V . Pour tout i = 1; p, on
note @

@�i
g (�; x) la i�eme d�eriv�ee partielle de g (:; x) au point �.

3. Pour tout � 2 U , x ! g (�; x) est d�erivable jusqu'�a l'ordre k sur V et ses d�eriv�ees
succesives sont continues sur U � V . On note alors g0 (�; x), g00 (�; x) et g(l) (�; x), les
d�eriv�ees �a l'ordre 1, 2 et l de g (�; :) au point x.

On dit aussi que (�; x)! g (�; x) est de classe Cm;1 sur U �R+ si :

{ Les points 1 et 2 de la d�e�nition pr�ec�edente sont v�eri��es en rempla�cant V par R+.

{ Pour tout � 2 U , x! g (�; x) est d�erivable sur R+� et d�erivable �a droite en 0. La fonction
(�; x) ! g0 (�; x) est continue sur U � R+� . De plus, pour tout � 2 U et toute suite
((�n; xn))n � U � R+� telle que (�n; xn) ! (�; 0), on a : limn!1 g0 (�n; xn) = g0 (�; 0+),
g0 (�; 0+) �etant la d�eriv�ee �a droite de g (�; �) en 0.

On va utiliser la m�ethode d'estimation des moments g�en�eralis�es (G.M.M.) ([9],[8]; [7]). Cette
m�ethode g�en�eralise au cas non lin�eaire la m�ethode des V.I.
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Notons :

V� = t
�V1

� ; � � � ;Vp�
�
; V i�(y; x; �) =

@

@�i
f�(x)

 
y � x� �

2 (f�(x) + f�(y))

��2(x)

!
(1.13)

Vn (�) =
1

n

nX
k=1

V�
�
Yk� ; Y(k�1)�; �

�
; V i

n (�) =
1

n
V i�
�
Yk� ; Y(k�1)�; �

�
(1.14)

L'estimateur des moments g�en�eralis�es, b�n, associ�e �a V� et �a la matrice de poids l'identit�e de
dimension p, est d�e�ni par :

b�n = inf
�2�

Un (�) ; Un (�) =
tVn (�) IpVn (�) = jjVn (�)jj22

On v�eri�e ais�ement que �In et b�n coincident dans le cas d'un mod�ele lin�eaire puisqu'alors
Un
�
�In
�
= 0. Nous allons montrer que b�n converge vers une limite �� que l'on peut caract�eriser,

et est asymptotiquement normal et e�cace �a un facteur (Ip + O (�)) pr�es. Dans le cas des
mod�eles lin�eaires, pour � petit, �� est l'unique solution explicite d'un certain syst�eme lin�eaire.
Dans le cas g�en�eral, nous allons montrer que, lorsque � est petit, �� est l'unique solution de
l'�equation E�0 [V� (Y�; Y0; �)] = 0.

1.4.1 Propri�et�es asymptotiques

Soit � un sous ensemble compact de Rp tel que �0 2 �
�. Soit U(�) un ouvert de Rp tel

que � � U(�).

Hypoth�eses H 2 : Sch�ema du trap�eze et G.M.M.

H 2.1 f�0 est de classe C4 sur R, � est de classe C2 sur R et v�eri�e :

8 x 2 R; �2 (x) > 0

De plus, il existe K > 0 telle que : 8x 2 R; jf�0(x)j+ j� (x)j � K (1 + jxj).
H 2.2 -.3 -.4 On maintient (H 1.2), (H 1.3) et (H 1.4) en rempla�cant le cas �ech�eant �0 � f

par f�0 .

H 2.5 1. Pour tout x 2 R, � ! f� (x) est de classe C4 sur U(�). Cette fonction et ses
d�eriv�ees partielles successives jusqu'�a l'ordre 4 sont �a croissance polynomiale en x,
uniform�ement en � sur U(�).

De plus, f� (x),
@
@�i
f� (x) et

@2

@�j@�i
f� (x) sont continues sur U(�)�R.

2. Pour � 2 U(�), x ! f�(x) est deux fois d�erivable sur R. La fonction (�; x) !
A�0f� (x) est continue sur U(�)�R et est �a croissance polynomiale en x, unifor-
m�ement en � sur U(�).
De plus, pour tout x 2 R, � ! A�0f� (x) est de classe C1 sur U(�).

3. Pour tout i = 1; p et tout � 2 U(�), x! @
@�i
f�0 (x) est de classe C2 sur R.

De plus, x! �
A�0

�
@
@�i
f�0
��
(x) est �a croissance polynomiale en x.

4. Les fonctions f 0�0 , (A�0f�0)
0, A2

�0
f�0 et A�0

�
�2f 0�0

�
sont �a croissance polynomiale

en x, ainsi que �0 et �00.
H 2.6 -.7 (H 1.6) et (H 1.7) sont maintenues en rempla�cant dans la d�e�nition de H�0, fi

par @
@�i
f�0 .
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Par souci de simplicit�e, nous avons suppos�e que (H 2.1) est v�eri��ee sur R. Il se peut cependant
que ces hypoth�eses ne soient satisfaites que sur un intervalle de R, I = ]l; r[, c'est le cas du
mod�ele de Cox-Ingersoll-Ross dont nous d�etaillons l'�etude dans le paragraphe 5.
Dans tous les cas, la continuit�e des fonctions et le fait que �2 > 0 assurent, pour toute
condition initiale x 2 I , l'existence et l'unicit�e en loi d'une solution de (1.1) avant un temps
d'explosion ([10], th�eor�eme 5.15, p.341). Dans le cas o�u I = R, l'hypoth�ese de croissance
polynomiale faite sur f�0 et � rend la solution faible non explosive ([10], probl�eme 5.3.15
). Par contre, si I est strictement contenu dans R, ce r�esultat s'obtient en supposant que
limy!l+

R x0
y s (x; �0) dx = �1 et limy!r�

R y
x0
s (x; �0)dx = +1 ([10], proposition 5.5.22).

Bien que l'existence et l'unicit�e d'une solution faible non explosive soient su�santes, nous
obtenons l'existence et l'unicit�e d'une solution forte non explosive. Pour �etablir le sch�ema du
trap�eze, nous supposons en e�et que f�0 et � sont respectivement de classe C4 et C2 sur R:
elles v�eri�ent donc une condition de lipschitz locale sur R. En se r�ef�erant au th�eor�eme 5.2.5 et
au corollaire 5.3.23 de [10], (1.1) admet alors une unique solution forte pour toute condition
initiale x 2 R.

On note pour tout i = 1; p :

8� > 0; Vi (�; �) = E�0

�V i� (Y�; Y0; �)� (1.15)

Vi (�; 0) = E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2 (Y0)

��
(1.16)

Pour tout i = 1; p et tout j = 1; p, on red�e�nit les fonctionsMi;j , Qi;j , Pi;j etNi introduites
lors du paragraphe pr�ec�edent en rempla�cant �0 � f par f�0 et fi par

@
@�i
f�0 :

Mi;j(v) = E�0

"
@
@�i
f�0 (Y0)

@
@�j

f�0 (Yv)

�2 (Y0)

#
; Ni(v) = E�0

"
@

@�i
f�0 (Y0)

�
A2
�0
f�0
�
(Yv)

�2 (Y0)

#

Qi;j(v) = E�0

"
@

@�i
f�0 (Y0)

@

@�j
f�0 (Y0)

�
�2f 0�0

�
(Yv)

�4 (Y0)

#

Pi;j(v) = E�0

�
@

@�i
f�0 (Y0)

@

@�j
f�0 (Y0)

�2 (Yv)

�4 (Y0)

�
Nous commencerons par �enoncer un lemme technique qui permet d'�etablir la r�egularit�e de
ces fonctions (cf. lemme 1) et celle de (�; �) ! Vi (�; �) pour tout i = 1; p (cf. lemme 5). Le
contrôle de la r�egularit�e des Vi est indispensable pour la caract�erisation de �� : en utilisant le

lemme 5, nous allons montrer que pour � �x�e et petit, il existe un unique �� dans
�
� tel que

pour tout i = 1; p, Vi (��; �) = 0 (cf. lemme 6).

Lemme 4 Soient (�; x)! h (�; x) et (�; x)! g (�; x) deux fonctions d�e�nies sur U(�)�R,
�a croissance polynomiale en x uniform�ement en � sur U(�) et telles que : g est continue sur
U(�)�R et, pour tout x 2 R, � ! h (�; x) est continue sur U(�).
Sous (H 2.1), (H 2.2) et si ��0 admet des moments de tous ordres, la fonction d�e�nie sur
U(�)�R+ par (�; �)! m (�; �) = E�0 [h (�; Y0) g (�; Y�)] est continue sur U(�)�R+.

Si on suppose de plus que, pour tout x 2 R, � ! h (�; x) est de classe C1 sur U(�),
que g est de classe C1;2 sur U(�) � R et que leurs d�eriv�ees partielles, ainsi que A�0g, sont
�a croissance polynomiale en x uniform�ement en � sur U(�), alors, (�; �) ! m (�; �) est de
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classe C1;1 sur U(�)�R+ avec :

@

@�i
m (�; �) = E�0

�
@

@�i
h (�; Y0) g (�; Y�) + h (�; Y0)

@

@�i
g (�; Y�)

�
m0 (�; �) = E�0 [h (�; Y0) (A�0g) (�; Y�)]

La d�emonstration de ce r�esultat est donn�ee en annexe B. Le lemme 1 est donc une cons�equence
de ce r�esultat. Notons :

M�0 =

 
E�0

"
@

@�i
f�0 (Y0)

�
A�0

@
@�j
f�0
�
(Y0)

�2 (Y0)

#!
i;j

(1.17)

P�0 =

 
E�0

"
@

@�i
f�0 (Y0)

@

@�j
f�0 (Y0)

�
A�0�

2
�
(Y0)

�4 (Y0)

#!
i;j

(1.18)

tN�0 =

 
E�0

"
@

@�i
f�0 (Y0)

�
A2
�0
f�0
�
(Y0)

�2 (Y0)

#!
i

(1.19)

Outre la r�egularit�e de (�; �) ! Vi (�; �), le lemme qui suit permet d'�etablir deux d�eveloppe-
ments qui seront utilis�es ult�erieurement.

Lemme 5 Sous (H 2), pour tout i = 1; p, (�; �)! Vi (�; �) est de classe C2;1 sur U(�)�R+

et on a :

Vi (�0; �) = � �
2

12
Ni (0) + o

�
�2
�

(1.20)

@

@�j
Vi (�0; �) = �1

2
(Mi;j (�) +Mi;j (0)) +O

�
�2
�

(1.21)

De plus, � ! V 0
i (�; 0

+) est de classe C1 sur U(�).

La d�emonstration de ce lemme est donn�ee en annexe C. Montrons alors que le cadre choisi
s'inscrit dans celui de l'estimation par minimum de contraste comme d�e�ni dans [3] (d�e�nition
3.2.7.).

Lemme 6 Sous (H 2), il existe �0 > 0 tel que pour tout �, 0 < � � �0, U (�; �) =
Pp

i=1 (Vi (�; �))
2

admet un unique minimun �� = � (�) 2 �
� qui v�eri�e U (��; �) = 0 et lim�!0 � (�) = �0 .

U (�; �) est la fonction de contraste associ�ee au processus de contraste Un (�).

Dans le cas lin�eaire, cette caract�erisation de �� correspond �a celle du lemme 2. Il su�t en e�et
de remarquer que pour une d�erive lin�eaire en �, on a :

V (�; �) = t (V1 (�; �) ; � � � ; Vp (�; �)) =
h
t ~XY

i�
�
h
t ~XX

i�
�

D�emonstration :

1. Pour tout � 2 U(�), Un (�) est Fn�-mesurable et U (�; �) est positive.

2. Montrons que, pour tout � 2 U(�), Un (�)
P�0�! U (�; �). Les hypoth�eses (H 2.1),

(H 2.4) et (H 2.5) impliquent que V i�(y; x; �) 2 L2
�
Q�
�0

�
. Sous (H 2), par application

du lemme 3, on obtient pour tout i = 1; p :

8� 2 U(�) ; V i
n (�)

L2(P�0)�! Vi (�; �)

32



D'o�u :

8� 2 �; Un (�)
L1(P�0)�! U (�; �)

3. Il nous reste �a montrer que pour � petit, U (�; �) admet un unique minimum �� dans
�
�.

Soit, pour tout i = 1; p, V i la fonction d�e�nie sur U(�)�R par :

8� 2 U(�) ; si � > 0; V i (�; �) = Vi (�; �)

si � � 0; V i (�; �) = Vi (�; 0) + � V 0
i

�
�; 0+

�
En utilisant le lemme 5, on montre que pour tout i = 1; p, V i est de classe C1

sur U(�) � R. Notons V la fonction d�e�nie de U(�) � R dans Rp par V (�; �) =
t
�
V 1 (�; �) ; � � � ; V p (�; �)

�
: V est de classe C1 sur

�
� � R avec V (�0; 0) = V (�0; 0) = 0,

�0 �etant unique (H 2.7). De plus, si on note D�V 0 la di��erentielle de � ! V (�; 0), on a :
D�V 0 (�0) = �H�0 . Or, d'apr�es (H 2.6), H�0 est inversible. Par application du th�eor�eme
des fonctions implicites, il existe " > 0 et �0 > 0 tels que pour tout �, j�j < �0, il existe

un unique �� dans la boule ouverte, B (�0; ") �
�
�, qui v�eri�e V (��; �) = 0 et �� = � (�).

� est de plus d�erivable en 0. En particulier pour tout �, 0 < � < �0, il existe un unique

�� 2
�
� tel que U (�� ; �) = 0 et �� = � (�) avec lim�!0 � (�) = �0.

Un (�) et U (�; �) v�eri�ent donc bien les conditions de la d�e�nition 3.2.7. de [3]. 2

Etude de la convergence de b�n
Th�eor�eme 2 Sous (H 2), pour tout �, 0 < � � �0, b�n P�0�! ��

D�emonstration :
La d�emonstration repose sur la v�eri�cation des hypoth�eses du th�eor�eme 3.2.8. de [3].
Sous (H 2), �a � �x�e, 0 < � � �0, � ! Vi (�; �) et � ! V i

n (�) sont de classe C
2 sur U(�); il en

est donc de même pour Un (�) et U (�; �).
Une condition su�sante pour obtenir le point 2 du th�eor�eme 3.2.8. est qu'il existe une suite
de variables al�eatoires (Zn) telle que :

1. pour tout � > 0, pour tout (�; �) 2 �2 tels jj� � �jj2 � �,
jUn (�)� Un (�)j � Zn�.

2. Zn
P�0�! Z, Z �etant une constante ind�ependante de �.

Montrons que tel est le cas. Pour tout (�; �) tels que jj� � �jj2 � �, on a :

jUn (�) � Un (�)j �
pX

i=1

����V i
n (�)

�2 � �V i
n (�)

�2��� � 2p

pX
i=1

240@ pX
j=1

Di;j
n

1ACi
n

35 �
avec :

Di;j
n =

1

n

nX
k=1

sup
�2�

���� @@�j V i� �Yk� ; Y(k�1)�; ��
���� et Ci

n =
1

n

nX
k=1

sup
�2�

��V i� �Yk�; Y(k�1)�; ����
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Or, sous (H 2.1), (H 2.4) et (H 2.5), on a :

(y; x)! sup
�2�

���� @@�j V i� (y; x; �)
���� 2 L2

�
Q�
�0

�
et (y; x)! sup

�2�

��V i� (y; x; �)�� 2 L2
�
Q�
�0

�
Par application du lemme 3, on obtient :

Di;j
n

L2(P�0)�! Di;j = E�0

�
sup
�2�

���� @@�j V i� (Y� ; Y0; �)
�����

Ci
n

L2(P�0)�! Ci = E�0

�
sup
�2�

��V i� (Y�; Y0; �)���
o�u Ci et Di;j sont des constantes ind�ependantes de �. Pour Zn et Z d�e�nies par :

Zn = 2p

pX
i=1

240@ pX
j=1

Di;j
n

1ACi
n

35 L1(P�0)�! Z = 2p

pX
i=1

240@ pX
j=1

Di;j

1ACi

35
et � �etant suppos�e compact, les conditions du th�eor�eme 3.2.8. sont donc bien satisfaites. 2

Evaluation de l'�ecart �� � �0

Th�eor�eme 3 Sous (H 2), pour H�0 d�e�nie en (H 2.6) et N�0 en (1.19) et pour �,
0 < � � �0, on a :

�� = �0 +B�0�
2 + o

�
�2
�
avec B�0 = � 1

12
H�1
�0
N�0

D�emonstration :
Sous (H 2), �a � �x�e, 0 < � � �0, � ! Vi (�; �) est de classe C

2 sur U(�). De plus Vi (��; �) = 0.
Par application du th�eor�eme des accroissements �nis, il existe ti 2 ]0; 1[ tel que ��;i =
ti�0 + (1� ti) �� v�eri�e :

Vi (��; �) = 0 = Vi (�0; �) +

pX
j=1

@

@�j
Vi (��;i; �)

�
�j� � �j0

�
(1.22)

D'apr�es le lemme 6, lorsque � ! 0, �� ! �0 et donc ��;i ! �0. En utilisant le lemme 5, on a
lorsque � ! 0 :

@

@�j
Vi (��;i; �)! @

@�j
Vi (�0; 0) = �Mi;j (0)

On peut donc �ecrire :

@

@�j
Vi (��;i; �) = �Mi;j (0) + o (1)

D'apr�es (1.20), (1.22) s'�ecrit alors :

0 = � �
2

12
N�0 � (H�0 + o (1)) (�� � �0) + o

�
�2
�

L'hypoth�ese (H 2.6) conduit alors au r�esultat annonc�e. 2

34



Normalit�e asymptotique de b�n
On note pour tout �, 0 < � � �0 :

H�
�0

=

�
@

@�j
Vi (��; �)

�
i;j

(1.23)

�� (��) = T� (��) + 2R� (��) (1.24)

avec :

T� (��) =
�
E�0

h
�V i� (Y�; Y0; ��)Vj� (Y�; Y0; ��)

i�
i;j

et, si on note Vj� (��) = Vj� (�; �; ��)

R� (��) =
�
E�0

h
�V i� (Y�; Y0; ��)Gj

� (Y�)
i�

i;j
; Gj

� = U�

�
Vj� (��)

�
U� �etant d�e�nie dans le lemme 3.

Notons que dans le cas des mod�eles lin�eaires en �, H�
�0
et �

h
t ~XX

i�
coincident.

Th�eor�eme 4 Sous (H 2), pour H�0 d�e�nie en (H 2.6) et P�0 en (1.18), il existe �1, 0 < �1 �
�0, tel que pour tout �, 0 < � � �1, on a lorsque n!1 :

p
n�
�b�n � ��� D(P�0)�! Np (0; V� (�0)) ; V� (�0) = H�1

�0

�
Ip +

�

2
P�0H

�1
�0

+ o (�)

�
H�0 �etant l'information de Fisher asymptotique, b�n est un estimateur asymptotiquement
e�cace de �� �a un facteur (Ip + O (�)) pr�es.
D�emonstration:

Sous (H 2), pour � �x�e, 0 < � � �0, on sait que �� 2
�
� et que Un (�) est de classe C3 sur

U(�). Notons pour tout � 2 � :

DUn (�) = 2 t (DVn (�))Vn (�) ; DVn (�) =

�
@

@�j
V i
n (�)

�
i;j

D2Un (�) =

 
2

pX
i=1

�
@2

@�k@�j
V i
n (�)

�
V i
n (�) + 2

pX
i=1

�
@

@�j
V i
n (�)

��
@

@�k
V i
n (�)

�!
j;k

Rn =

Z 1

0

�
D2Un

�
�� + s

�b�n � ���� �D2Un (��)
�
ds

L'application de la formule de Taylor avec reste int�egral donne :

p
n�DUn

�b�n� = 0 =
p
n�DUn (��) +

�
D2Un (��) +Rn

�p
n�
�b�n � ��

�
Pour H�

�0
d�e�nie en (1.23) et �� (��) en (1.24), la normalit�e asymptotique de b�n r�esultera des

trois propri�et�es suivantes :

p
n�DUn (��)

D(P�0)�! Np (0; K (��)) ; K (��) = 4 tH�
�0
�� (��)H

�
�0

(1.25)
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D2Un (��)
P�0�! 2 tH�

�0H
�
�0 (1.26)

o�u H�
�0
est inversible, et :

Rn

P�0�! 0 (1.27)

1. Montrons (1.25). Il su�t de v�eri�er que :

p
n�Vn (��)

D(P�0)�! Np (0;�� (��)) et tDVn (��)
L2(P�0)�! tH�

�0

Sous (H 2.1), (H 2.4) et (H 2.5), pour tout T 2 Rp, tT V� (y; x; ��) 2 L2
�
Q�
�0

�
. Par

application, du lemme 3, on obtient :

tT
p
n�Vn (��)

D(P�0)�! N �0;t T�� (��)T�
Donc :

p
n�Vn (��)

D(P�0)�! Np (0;�� (��))

La convergence en probabilit�e de tDVn (��) =
�
1
n

Pn
k=1

@
@�j
V i�
�
Yk� ; Y(k�1)�; ��

��
j;i

est

obtenue en appliquant le lemme 3. En e�et, sous (H 2.1), (H 2.4) et (H 2.5), (y; x; ��)!
@
@�j
V i� (y; x; ��) 2 L2

�
Q�
�0

�
. On a alors :

tDVn (��)
L2(P�0)�!

�
@

@�j
Vi (�� ; �)

�
j;i

= tH�
�0

2. Montrons (1.26). On d�eduit de ce qui pr�ec�ede que :

t (DVn (��))DVn (��) =

 
pX
i=1

�
@

@�j
V i
n

@

@�k
V i
n

�
(��)

!
j;k

L1(P�0)�! tH�
�0
H�
�0

(1.28)

D'autre part, (H 2.1) (H 2.4) et (H 2.5) impliquent que, pour tout (j; k),

(y; x)! @2

@�k@�j
V i� (y; x; ��) 2 L2

�
Q�
�0

�
. Appliquant le lemme 3, on obtient :

@2

@�k@�j
V i
n (��)

L2(P�0)�! E�0

�
@2

@�k@�j
V i� (Y� ; Y0; ��)

�
<1

En outre, V i
n (��)

L2(P�0)�! Vi (��) = 0. On a donc :

pX
i=1

�
@2

@�k@�j
V i
n (��)

�
V i
n (��)

L1(P�0)�! 0 (1.29)

(1.26) est alors une cons�equence de (1.28) et (1.29). De plus :

Lemme 7 Sous (H 2), pour H�0 d�e�nie en (H 2.6) et M�0 d�e�nie en (1.17), on a :

8�; 0 < � � �0; H
�
�0 = �H�0 �

�

2
M�0 + o (�)

De plus, il existe �1, 0 < �1 � �0, tel que pour tout �, 0 < � � �1, H�
�0

est inversible.
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La d�emonstration de ce lemme est donn�ee en annexe D.

3. Il nous reste �a �etablir (1.27). Par application de la formule de Rolle, on a pour tout i
et tout j :����Z 1

0

�
@2

@�i�j
Un

�
�� + s

�b�n � ����� @2

@�i�j
Un (��)

�
ds

���� � pX
k=1

Di;j;k
n

���b�kn � �k� ���
avec :

Di;j;k
n = sup

�2�

���� @3

@�k@�j@�i
Un (�)

����
Sous (H 2.1) (H 2.4) et (H 2.5), Di;j;k

n est une variable positive, ind�ependante de � qui,
d'apr�es le lemme 3, converge en probabilit�e vers une constante �nie. La convergence en
probabilit�e de b�n vers �� entraine celle de Rn vers 0.

Ces r�esultats impliquent que pour tout �, 0 < � � �1, �1 �etant d�e�ni au lemme 7 :

p
n�
�b�n � ��� D(P�0)! Np (0; V� (�0)) ; V� (�0) =

�
H�
�0

��1
�� (��)

�
tH�

�0

��1
Or :

Lemme 8 Sous (H 2), pour tout �, 0 < � � �0, on a :

�� (��) = H�0 +
�

2
P�0 + o (�)

Ce lemme est d�emontr�e en annexe E. On obtient ainsi :

V� (�0) = (�H�0)
�1
�
H�0 +

�

2
P�0

�
(�H�0)

�1

+

�h
Ip + (H�0)

�1H�
�0

i �
H�
�0

��1��
H�0 +

�

2
P�0

�
t

�h
Ip + (H�0)

�1H�
�0

i �
H�
�0

��1�
+ o (�)

Or, d'apr�es lemme 7, on a :

lim
�!0

H�
�0
= �H�0 et

1

�

h
Ip + (H�0)

�1H�
�0

i
= �1

2
H�1
�0
M�0 + o (1)

On obtient donc :

V� (�0) = H�1
�0

�
Ip +

�

2
P�0H

�1
�0

+ o (�)

�
2

1.4.2 Adaptation de la m�ethode au sch�ema de Simpson

La m�ethode d'estimation des moments g�en�eralis�es peut être adapt�ee au sch�ema d'approxi-
mation de Simpson associ�e �a la d�ecomposition (1.6). On d�e�nit pour tout i = 1; p :

eV i
n (�) =

2

n

n
2X

k=1

eV i� �Y2k� ; Y2k��1; Y2(k�1)�; ��
eV i� (z; y; x; �) =

@

@�i
f� (x)

 
z � x� �

3 (f�(x) + 4f�(y) + f�(z))

2��2(x)

!
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Soit eUn (�) =
Pp

i=1

�eV i
n (�)

�2
et e�n = inf �2� eUn (�) l'estimateur des moments g�en�eralis�es.

Moyennant quelques adaptations dans les hypoth�eses, on peut montrer que cet estimateur
converge vers �0, �a un biais en O

�
�4
�
, et qu'il est asymptotiquement normal et e�cace �a un

facteur (Ip +O (�)) pr�es.

Hypoth�eses H 3 : Sch�ema de Simpson et G.M.M.

H 3.1 (H 2.1) est maintenue avec f�0 et � respectivement de classe C8 et C6 sur R.

H 3.2 -.3 -.4 -.6 -.7 On reprend �a l'identique (H 2.2), (H 2.3), (H 2.4), (H 2.6) et (H
2.7).

H 3.5 On maintient (H 2.5.1) (H 2.5.2) et (H 2.5.3). (H 2.5.4) est remplac�ee par (H
3.5.4) : Pour tout l = 0; 3,

�
Al
�0
f�0
�0

et A4
�0
f�0 sont �a croissance polynomiale en x,

ainsi que celles de � jusqu'�a l'ordre 6.

Pour tout i et tout j, Mi;j Qi;j et Pi;j sont d�e�nies comme dans le paragraphe pr�ec�edent. On

remplace par contre Ni par eNi et N�0 par
eN�0 avec :

eNi(v) = E�0

"�
@

@�i
f�0 (Y0)

� �
A4
�0
f�0
�
(Yv)

�2 (Y0)

#

t eN�0 =

 
E�0

"
@

@�i
f�0 (Y0)

�
A4
�0
f�0
�
(Y0)

�2 (Y0)

#!
i

(1.30)

On d�e�nit de plus pour tout i = 1; p :

8� > 0; eVi (�; �) = E�0

heV i� (Y2�; Y�; Y0; �)i (1.31)

eVi (�; 0) = E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2 (Y0)

��
(1.32)

Th�eor�eme 5 Sous (H 3), pour H�0 d�e�nie en (H 3.6), P�0 en (1.18), eN�0 en (1.30) et eVi en
(1.31)-(1.32), il existe �1 > 0 tel que pour tout �, 0 < � � �1 :

1. Il existe un unique e�� 2 �
� qui v�eri�e, pour tout i = 1; p, eVi �e�� ; �� = 0 et

e�� � �0 = � �4

180
H�1
�0
eN�0 + o

�
�4
�

2. Lorsque n!1, on a :

e�n P�0�! e��
p
n�
�e�n � e��� D(P�0)�! Np

�
0; eV� (�0)� ; eV� (�0) = H�1

�0

�
Ip + �P�0H

�1
�0

+ o (�)
�

38



1.5 Etude exp�erimentale

Ce paragraphe est consacr�e �a la mise en oeuvre des m�ethodes d�ecrites pr�ec�edemment et ceci
pour trois mod�eles de di�usion. Pour les deux premiers (Ornstein-Uhlenbeck, (O.U.) et Cox-
Ingersoll-Ross, (C.I.R.)) la d�erive est lin�eaire dans le param�etre et a�ne en x. Pour le troisi�eme
(L.N.), la fonction de d�erive f�(x) = �x ln(x)+ 1

2x n'est plus lin�eaire en x. D'autre part, outre
les m�ethodes du trap�eze et de Simpson, il est possible d'utiliser le sch�ema de Bode �a cinq
points (cf. x1). Bien que nous n'ayons pas �etudi�e l'estimateur des moments g�en�eralis�es associ�e,
son comportement asymptotique empirique est noti��e pour les trois mod�eles choisis. Nous
comparerons les r�esultats associ�es aux sch�emas anticipatifs �a ceux obtenus par la m�ethode
des moindres carr�es et le sch�ema d'Euler (cf. annexe F).
Nous indicerons par e; t; s et b, les quantit�es se rapportant respectivement au sch�ema d'Euler,
du trapeze, de Simpson et de Bode. On va illustrer exp�erimentalement quelques unes des
propri�et�es annonc�ees pour b�n: convergence vers �� , �ecart entre b�n et �0, biais th�eorique et
empirique, variance asymptotique. Pour cela, on simule la di�usion sur un intervalle [0; T ]
en utilisant un sch�ema d'Euler sur une grille �ne de pas 0:005. Puis, on estime le param�etre
par la m�ethode des moments g�en�eralis�es pour les sch�emas t, s, b et par les moindres carr�es
pour e, ceci pour un choix (�; n), n� = T avec T = 40 et � 2 f0:01; 0:1g, T = 400 et
� 2 f0:1; 1g, T = 4000 et � = 1. On rep�ete 100 fois cette exp�erience a�n de calculer la

moyenne et l'�ecart quadratique moyen empiriques not�ees respectivement m
�b�n� = 1

n

P100
i=1
b�in

et eqm
�b�n� = 1

100

P100
i=1

�b�in � �0

�2
.

1.5.1 Processus de Ornstein-Uhlenbeck

On consid�ere l'e.d.s. suivante :

dYt = ��0Ytdt+ dWt; Y0 = x (1.33)

(1.33) admet une unique solution forte, �a trajectoires continues :

Yt = exp (��0t)
�
x+

Z t

0
exp (�0s) dWs

�
Si �0 > 0, (Yt)t�0 est r�ecurrente positive sur R, de loi invariante ��0 = N

�
0; 1

2�0

�
. On v�eri�e

facilement (H 1), (H 3) et (H 4) (cf. annexe F). On montre de plus que : Al
�0
f�0(x) = (��0)l+1 x

et

M(v) =
exp (��0v)

2�0
; P (v) = �Q(v) = 1

2�0

�N(v) = ��0
2
exp (��0v) ; N(v) =

�20
2
exp (��0v) ; eN(v) =

�40
2
exp (��0v)
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La variance asymptotique th�eorique de
p
T
�b�n � ��

�
est encore not�ee V� (�0). Pour le sch�ema

d'Euler (cf. annexe F), on a :

b�en = �1

�

Pn
k=1 Y(k�1)�

�
Yk� � Y(k�1)�

�Pn�1
k=0 (Yk�)

2

�e� = �1

�
(exp (��0�)� 1) = �0 � �20

2
� + o (�)

V e
� (�0) = 2�0 (1� �0� + (�))

Pour le sch�ema du trap�eze, on a :

b�tn = �2

�

Pn
k=1 Y(k�1)�

�
Yk� � Y(k�1)�

�Pn
k=1 Y(k�1)�

�
Yk� + Y(k�1)�

�
�t� = �2

�

�
exp (��0�)� 1

1 + exp (��0�)
�
= �0 � �30

12
�2 + o

�
�2
�

V t
� (�0) = 2�0 (1 + o (�))

Pour le sch�ema de Simpson :

b�sn = �3

�

Pn
2
k=1 Y2(k�1)�

�
Y2k� � Y2(k�1)�

�
Pn

2
k=1 Y2(k�1)�

�
Y2(k�1)� + 4Y2k��1 + Y2k�

�
�s� = �3

�

�
exp (�2��0)� 1

exp (�2��0) + 4 exp (���0) + 1

�
= �0 � �50

180
�4 + o

�
�4
�

V s
� (�0) = 2�0 (1 + o (�))

Pour le sch�ema de Bode :

b�bn = �45

�

Pn
4
k=1 Y4(k�1)�

�
Y4k� � Y4(k�1)�

�
Pn

4
k=0 Y4(k�1)�

�
14Y4(k�1)� + 64Y(4k�3)� + 24Y(4k�2)� + 64Y(4k�1)� + 14Y4k�

�
�b� = �45

�

�
exp (�4�0�)� 1

14 + 64 exp (��0�) + 24 exp (�2�0�) + 64 exp (�3�0�) + 14 exp (�4�0�)
�

= �0 � 2�70
945

�6 + o
�
�6
�

On choisit : Y0 = 0, �0 = 1. On constate que les estimateurs associ�es aux sch�emas anticipatifs
am�eliorent le biais empirique et l'�ecart quadratique moyen obtenus avec le sch�ema d'Euler
pour l'ensemble des partitions de T , (�; n), sauf lorsque n = 4000 et � = 0:01.
Lorsque � = 0:1 et n = 400, c'est la valeur relativement faible de T , T = 40, qui d�et�eriore
le biais empirique. Dans les cas o�u � = 1 (T = 400 ou T = 4000), le biais vient de la
di��erence entre �� et �0 : pour les sch�emas d'Euler et du trap�eze, on constate que l'�ecart entre
l'estimation et �0 coincide avec ����0. L'in
uence de � et du type de sch�ema de discr�etisation
apparait bien d�es que T est su�samment grand.
On remarque en�n que les r�esultats obtenus pour le sch�ema de Bode, dans le cas o�u � = 1,
sont moins bons que ceux associ�es aux deux autres sch�emas anticipatifs.
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� �e� �t� �s� �b�
0.01 0.995017 0.999992 1 1

0.1 0.951626 0.999167 0.999999 1

1 0.632121 0.92434 0.995067 0.998659

Tab. 1.1 { Mod�ele de O.U. : comparaison des valeurs �� pour les quatre sch�emas.

� n m
�b�en� m

�b�tn� m
�b�sn� m

�b�bn�
T = 40 0.1 400 0.846248 0.884295 0.928478 0.919213

0.01 4000 1.012309 1.017524 1.019922 1.012849

T = 400 1 400 0.638412 0.940662 1.007697 1.063251

0.1 4000 0.956130 1.004378 1.004885 1.001454

T = 4000 1 4000 0.634981 0.930612 1.004823 1.015734

Tab. 1.2 { Mod�ele de O.U. : comparaison des moyennes empiriques pour 100 r�ealisations.

� n eqm
�b�en� eqm

�b�tn� eqm
�b�sn� eqm

�b�bn�
T = 40 0.1 400 0.03527 0.02707 0.01996 0.02

0.01 4000 0.01295 0.01336 0.01591 0.02165

T = 400 1 400 0.1325 0.01223 0.03111 0.1359

0.1 4000 0.00613 0.00515 0.00552 0.0065

T = 4000 1 4000 0.13339 0.005546 0.00276 0.0118

Tab. 1.3 { Mod�ele de O.U. : comparaison des �ecarts quadratiques moyens pour 100 r�ealisa-
tions.
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1.5.2 Processus de Cox-Ingersoll-Ross

On consid�ere l'e.d.s. suivante :

dYt = b0 � a0Ytdt+
p
YtdWt; Y0 = x

� = (b; a) ; �(x) =
p
x et f =t (f1; f2) avec f1(x) = �x et f2(x) = 1.

f est C1 sur R et lipschitzienne, � est C1 sur R�+ et h�olderienne de rapport 1
2 . L'e.d.s.

admet donc une solution forte unique, �a trajectoires continues. Si b0 � 1
2 et a0 > 0, la

di�usion est r�ecurrente positive sur R�+, de loi invariante ��0 = � (2b0; 2a0), admettant des
moments de tous ordres. On v�eri�e sans di�cult�e que, d�es que b0 > 2, (H 1), (H 3 ) et (H 4)
sont satisfaites et que :

M1;1(v) =
b0
a0
; M1;2(v) = �1; M2;1(v) =

exp (�a0v)� 2b0
2b0 � 1

; M2;2(v) =
2a0

2b0 � 1

N1(v) = 0; N2(v) =
a30

2b0 � 1
exp (�a0v)

P1;1(v) =
b0
a0
; P1;2(v) = P2;1(v) =

exp (�a0v)� 2b0
2b0 � 1

; P2;2(v) = 2
a0b0 (b0 � exp (�a0v))
(2b0 � 1) (b0 � 1)

Qi;j(v) = �a0Pi;j(v)

Pour le sch�ema d'Euler, on a :

ae� = �1

�
(exp (�a0�)� 1) = a0 � a20

2
� + o (�)

be� =
b0
a0
a� = b0 � b0a0

2
� + o (�)

Pour le sch�ema du trap�eze :

at� = ��
2

exp (�a0�)� 1

exp (�a0) + 1
= a0 � a30

12
�2 + o

�
�2
�
; bt� =

b0
a0
at� = b0 � b0a

2
0

12
�2 + o

�
�2
�

Pour le sch�ema de Simpson :

as� = �3

�

�
exp (�2�a0)� 1

exp (�2�a0) + 4 exp (��a0) + 1

�
= a0 � a50

180
�4 + o

�
�4
�

bs� =
b0
a0
a� = b0 � b0a

4
0

180
�4 + o

�
�4
�

En�n, pour le sch�ema de Bode, on a :

ab� = �45

�

�
exp (�4a0�)� 1

14 + 64 exp (�a0�) + 24 exp (�2a0�) + 64 exp (�3a0�) + 14 exp (�4a0�)
�

= a0 � 2a70
945

�6 + o
�
�6
�

bb� =
b0
a0
a� = b0 � 2b0a60

945
�6 + o

�
�6
�
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Bien qu'il soit possible de calculer le d�eveloppement �a l'ordre 1 en � des di��erentes variances
asymptotiques, nous nous contenterons de donner leur terme principal commun :

H�1
�0

= (2b0� 1)

 
2a0

2b0�1 1

1 b0
a0

!
:

On choisit : Y0 = 3, (a0; b0) = (1; 3). L'am�elioration apport�ee par le sch�ema du trap�eze par
rapport au sch�ema d'Euler est particuli�erement nette pour T = 400 avec � = 1 et T = 4000.
Lorsque T = 40, l'impr�ecision des r�esultats obtenus s'expliquent par la faible valeur de T .
L'in
uence de � sur la variance asymptotique est d'autant plus forte que la discr�etisation
associ�ee au sch�ema anticipatif est importante et que la valeur de T est faible. Ceci explique
en particulier que l'�ecart quadratique moyen et le biais empirique soient moins satisfaisants
pour le sch�ema de Simpson et le sch�ema de Bode que pour le sch�ema du trap�eze lorsque � = 1
et T = 400.

1.5.3 Cas d'une d�erive non lin�eaire en x : di�usion Log-Normale

Soit l'e.d.s. :

dYt =

�
��0 ln (Yt)Yt + 1

2
Yt

�
dt+ YtdWt; Y0 = x

Cette �equation admet une unique solution forte �a trajectoires continues (cf. [14], p.125) :

Yt = exp

�
exp (��0t) ln (x) + exp (��0t)

Z t

0
exp (�0s)dWs

�
On montre que �t�0 (x; �) est une loi log-normale de param�etre

�
ln (x) exp (��0t) ; 1�exp(�2�0t)2�0

�
.

Si �0 > 0, la di�usion est r�ecurrente positive de loi invariante ��0 log-normale de param�etres�
0; 1

2�0

�
. Dans ce cas, f� (x) = ��0 ln (x)x + 1

2x ne v�eri�e pas l'int�egralit�e de (H 2), (H

3) et (H 4) : en particulier, l'hypoth�ese de croissance polynomiale faite sur f�0 n'est pas
satisfaite. Cependant, puisque la transition �t�0 est explicite, on peut prouver l'ensemble des
r�egularit�es requises pour l'obtention des r�esultats asymptotiques. On a ainsi, en notant �(v) =
1�exp(��0v)

2�0
:

M (v) =

�
exp (��0v)

2�0
� �2 (v)

�
exp (� (v))

P (v) =

�
1

2�0
+ 4�2 (v)

�
exp (4�(v))

R (v) = �(v) exp (�(v))
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a� (a0 = 1) b� (b0 = 3)

� ae� at� as� ab� be� bt� bs� bb�
0.01 0.995 0.999 1 1 2.985 2.999 3 3

0.1 0.951 0.999 0.999 1 2.854 2.997 2.999 3

1 0.632 0.924 0.995 0.998 1.896 2.772 2.985 2.995

Tab. 1.4 { Mod�ele de C.I.R. : comparaison des valeurs (a�; b�) pour les quatre sch�emas.

an (a0 = 1) bn (b0 = 3)
� n m (aen) m

�
atn
�

m (asn) m
�
abn
�

m (ben) m
�
btn
�

m (bsn) m
�
bbn
�

T = 40 0.1 400 1.097 1.1659 1.171 1.177 3.235 3.429 3.4447 3.464

0.01 4000 1.0759 1.102 1.099 1.101 3.208 3.279 3.268 3.274

T = 400 1 400 0.644 0.957 1.052 1.175 1.932 2.867 3.151 3.521

0.1 4000 0.967 1.016 1.016 1.007 2.903 3.050 3.049 3.024

T = 4000 1 4000 0.633 0.926 1.006 1.011 1.897 2.776 3.015 3.030

Tab. 1.5 { Mod�ele de C.I.R. : comparaison des moyennes empiriques pour 100 r�ealisations.

an (a0 = 1)
� n eqm (aen) eqm

�
atn
�

eqm (asn) eqm
�
abn
�

T = 40 0.1 400 0.0734 0.0938 0.1 0.128

0.01 4000 0.0869 0.0846 0.086 0.0884

T = 400 1 400 0.129 0.0147 0.045 0.29

0.1 4000 0.0065 0.0062 0.0082 0.0089

T = 4000 1 4000 0.135 0.0064 0.003 0.0169

Tab. 1.6 { Mod�ele de C.I.R. : comparaison des �ecarts quadratiques moyens pour le param�etre
a0 pour 100 r�ealisations.

bn (b0 = 3)
� n eqm (ben) eqm

�
btn
�

eqm (bsn) eqm
�
bbn
�

T = 40 0.1 400 0.581 0.7 0.78 1.02

0.01 4000 0.1125 0.72 0.73 0.747

T = 400 1 400 1.16 0.134 0.412 2.65

0.1 4000 0.053 0.054 0.065 0.074

T = 4000 1 4000 1.219 0.061 0.032 0.145

Tab. 1.7 { Mod�ele de C.I.R. : comparaison des �ecarts quadratiques moyens pour le param�etre
b0 pour 100 r�ealisations.
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Les estimateurs associ�es aux quatre sch�emas d'approximation vont converger respectivement
vers :

�e� =
1

�

R (�)

M(0)
= �0 +

1

2

�
�0 � �20

�
� + o (�)

�t� =
2

�

�
1� �

4

�
R (�)

M (0) +M (�)
= �0 +

�
� �

3
0

12
+
�20
4
� �0
16

�
�2 + o

�
�2
�

�s� =

�
3
� � 1

2

�
R (2�)� 2R (�)

M(0) + 4M (�) +M (2�)
= �0 +

1

12

�
� �

5
0

15
+ �40 �

65�30
4

+
13�20
3

� �0
48

�
�4 + o

�
�4
�

�b� =

�
45
� � 7

�
R (4�)� 32R (3�)� 12R (2�)� 32R (�)

14M(0) + 64M (�) + 24M (�2) + 64M (�3) + 14M (�4)

= �0 +
�0

30240

��7 + 252�0 � 2800�20 + 11200�30 � 14448�40 + 4032�50 � 64�60
�
�6 + o

�
�6
�

On choisit : Y0 = exp
�
1
4

�
et �0 = 1. Si, comme pour le mod�ele de C.I.R. les sch�emas anticipatifs

n'am�eliorent pas sensiblement les r�esultats obtenus par le sch�ema d'Euler pour des valeurs
importantes de � et faibles de T , le sch�ema du trap�eze semble un bon choix en situation de
discr�etisation assez g�en�erale.
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� �e� �t� �s� �b�
0.01 0.999979 1 1 1

0.1 0.998 1.001 1 1

1 0.867 1.0569 1.0268 0.990

Tab. 1.8 { Di�usion Log-Normale : comparaison des valeurs �� pour les quatre sch�emas.

� n m
�b�en� m

�b�tn� m
�b�sn� m

�b�bn�
T = 40 0.1 400 1.100 1.107 1.117 1.215

0.01 4000 1.094 1.094 1.102 1.10

T = 400 1 400 0.863 1.068 0.682 0.734

0.1 4000 1.005 1.008 1.007 1.008

T = 4000 1 4000 0.872 1.067 1.104 1.136

Tab. 1.9 { Di�usion Log-Normale : comparaison des moyennes empiriques pour 100 r�ealisa-
tions.

� n eqm
�b�en� eqm

�b�tn� eqm
�b�sn� eqm

�b�bn�
T = 40 0.1 400 0.048 0.054 0.048 0.116

0.01 4000 0.0638 0.064 0.0735 0.0692

T = 400 1 400 0.03 0.0765 4.85 28.55

0.1 4000 0.0043 0.0048 0.00635 0.0114

T = 4000 1 4000 0.0173 0.011 0.08 2.678

Tab. 1.10 { Di�usion Log-Normale : comparaison des �ecarts quadratiques moyens pour 100
r�ealisations.
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Annexes

A D�emonstration de la propri�et�e 2 : sch�ema d'approximation
de Simpson

Comme pour le sch�ema du trap�eze, cette d�emonstration repose sur les r�esultats (1.4)-(1.5)
d'interversion de l'ordre d'int�egration des int�egrales de Riemann et des int�egrales stochastique.

{ Posons:

At =

Z t+�

t
f (Yv)dv � �

3
[f (Yt) + 2f (Yt+�)] +

Z t+2�

t+�
f (Yv)dv � �

3
[f (Yt+2�) + 2f (Yt+�)]

= A1
t + A2

t

A1
t =

1

3

Z t+�

t
[f (Yv)� f (Yt)]dv � 2

3

Z t+�

t
[f (Yt+�)� f (Yv)]dv

Par application de la formule de Ito, on obtient:

A1
t =

1

3

Z t+�

t

�Z v

t
Af (Yu)du

�
dv +

1

3

Z t+�

t

�Z v

t

�
�f 0
�
(Yu)dWu

�
dv

� 2

3

Z t+�

t

�Z t+�

v
Af (Yu) du

�
dv � 2

3

Z t+�

t

�Z t+�

v

�
�f 0
�
(Yu)dWu

�
dv

(1.4) et (1.5) impliquent que :

A1
t =

1

3

Z t+�

t
(t + � � u)Af (Yu) du+

1

3

Z t+�

t
(t+ � � u) ��f 0� (Yu)dWu

� 2

3

Z t+�

t
(u� t)Af (Yu)du� 2

3

Z t+�

t
(u� t)

�
�f 0
�
(Yu)dWu

=

Z t+�

t

�
t+

�

3
� u

�
Af (Yu) du+

Z t+�

t

�
t +

�

3
� u

��
�f 0
�
(Yu)dWu

En proc�edant de même que pour A1
t , on montre que :

A2
t =

2

3

Z t+2�

t+�
[f (Yv)� f (Yt+�)]dv � 1

3

Z t+2�

t+�
[f (Yt+2�)� f (Yv)]dv

=

Z t+2�

t+�

�
t+

5�

3
� u

�
Af (Yu) du+

Z t+2�

t+�

�
t +

5�

3
� u
��

�f 0
�
(Yu) dWu
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Donc :

At =

Z t+�

t

�
t +

�

3
� u

�
Af (Yu)du+

Z t+2�

t+�

�
t+

5�

3
� u

�
Af (Yu) du

+

Z t+�

t

�
t +

�

3
� u

��
�f 0
�
(Yu)dWu +

Z t+2�

t+�

�
t+

5�

3
� u
��

�f 0
�
(Yu) dWu

Or : Z t+�

t

�
t +

�

3
� u

�
du = ��

2

6
;

Z t+2�

t+�

�
t +

5�

3
� u
�
du =

�2

6

Donc, si on note :

Bt =

Z t+�

t

�
t+

�

3
� u
�
Af (Yu) du+

Z t+2�

t+�

�
t +

5�

3
� u
�
Af (Yu)du

on a :

Bt =

Z t+�

t

�
t+

�

3
� u
�
[Af (Yu)�A (Yt+�)]du

+

Z t+2�

t+�

�
t+

5�

3
� u

�
[Af (Yu)�Af (Yt+�)]du

= B1
t +B2

t

{ (1.4) et (1.5) entrainent que :

B1
t = �

Z t+�

t

�
t +

�

3
� u
��Z t+�

u
A2f (Yv)dv

�
du

�
Z t+�

t

�
t +

�

3
� u
��Z t+�

u

�
� (Af)0

�
(Yv)dWv

�
du

= �
Z t+�

t

�Z v

t

�
t+

�

3
� u

�
du

�
A2f (Yv)dv

�
Z t+�

t

�Z v

t

�
t+

�

3
� u

�
du

� �
� (Af)0

�
(Yv)dWv

=
1

2

Z t+�

t
(v � t)

�
v � t � 2�

3

�
A2f (Yv)dv

+
1

2

Z t+�

t
(v � t)

�
v � t � 2�

3

� �
� (Af)0

�
(Yv)dWv

De même :

B2
t =

1

2

Z t+2�

t+�
(t+ 2� � v)

�
t +

4�

3
� v

�
A2f (Yv) dv

+
1

2

Z t+2�

t+�
(t+ 2� � v)

�
t +

4�

3
� v

��
� (Af)0

�
(Yv)dWv
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Or :

1

2

Z t+�

t
(v � t)

�
v � t � 2�

3

�
dv = 0 et

1

2

Z t+2�

t+�
(t + 2� � v)

�
t +

4�

3
� v
�
dv = 0

Donc si on note :

Ct =
1

2

Z t+�

t
(v � t)

�
v � t � 2�

3

�
A2f (Yv)dv

+
1

2

Z t+2�

t+�
(t + 2� � v)

�
t+

4�

3
� v
�
A2f (Yv)dv

On a :

Ct =
1

2

Z t+�

t
(v � t)

�
v � t� 2�

3

� �
A2f (Yv)� A2f (Yt+�)

�
dv

+
1

2

Z t+2�

t+�
(t+ 2� � v)

�
t +

4�

3
� v

��
A2f (Yv)�A2f (Yt+�)

�
dv

= C1
t + C2

t

{ Par (1.4) et (1.5), on obtient :

C1
t = �1

2

Z t+�

t
(u� t)

�
u� t� 2�

3

��Z t+�

u
A3f (Yv) dv

�
du

� 1

2

Z t+�

t

(u� t)

�
u� t � 2�

3

��Z t+�

u

h
�
�
A2f

�0i
(Yv)dWv

�
du

= �1

2

Z t+�

t

�Z v

t
(u� t)

�
u� t � 2�

3

�
du

�
A3f (Yv)dv

� 1

2

Z t+�

t

�Z v

t

(u � t)
�
u� t� 2�

3

�
du

� h
�
�
A2f

�0i
(Yv)dWv

=
1

6

Z t+�

t
(v � t)2 (t + � � v)A3f (Yv)dv

+
1

6

Z t+�

t
(v � t)2 (t + � � v)

h
�
�
A2f

�0i
(Yv)dWv

De même :

C2
t =

1

6

Z t+2�

t+�
(v � t � 2�)2 (t+ � � v)A3f (Yv)dv

+
1

6

Z t+2�

t+�
(v � t � 2�)2 (t+ � � v)

h
�
�
A2f

�0i
(Yv) dWv

Or :Z t+�

t
(v � t)2 (t+ � � v)dv = �4

12
;

Z t+2�

t+�
(v � t � 2�)2 (t+ � � v)dv = � �

4

12
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Donc, si on pose :

Dt =
1

6

Z t+�

t
(v � t)2 (t+ � � v)A3f (Yv)dv

+
1

6

Z t+2�

t+�
(v � t � 2�)2 (t+ � � v)A3f (Yv)dv

On a :

Dt =
1

6

Z t+�

t

(v � t)2 (t + � � v)
�
A3f (Yv)� A3f (Yt+�)

�
dv

+
1

6

Z t+2�

t+�
(v � t� 2�)2 (t + � � v)

�
A3f (Yv)� A3f (Yt+�)

�
dv

= D1
t +D2

t

{ D'apr�es (1.4) et (1.5) :

D1
t = �1

6

Z t+�

t

(u� t)2 (t+ � � u)
�Z t+�

u

A4f (Yv)dv

�
du

� 1

6

Z t+�

t
(u� t)2 (t + � � u)

�Z t+�

u

h
�
�
A3f

�0i
(Yv)dWv

�
du

= �1

6

Z t+�

t

�Z v

t
(u� t)2 (t + � � u)du

�
A4f (Yv) dv

� 1

6

Z t+�

t

�Z v

t
(u� t)2 (t+ � � u) du

� h
�
�
A3f

�0i
(Yv) dWv

=
1

24

Z t+�

t
(v � t)3

�
v � t� 4�

3

�
A4f (Yv)dv

+
1

24

Z t+�

t

(v � t)3
�
v � t� 4�

3

�h
�
�
A3f

�0i
(Yv)dWv

De même :

D2
t =

1

24

Z t+2�

t+�
(t+ 2� � v)3

�
t +

2�

3
� v
�
A4f (Yv)dv

+
1

24

Z t+2�

t+�
(t+ 2� � v)3

�
t +

2�

3
� v
�h

�
�
A3f

�0i
(Yv) dWv

avec : Z t+�

t
(v � t)3

�
v � t � 4�

3

�
dv =

Z t+2�

t+�
(t+ 2� � v)3

�
t +

2�

3
� v
�
dv

= �2�5

15

Le d�eveloppement s'arrête donc �a la quatri�eme it�eration. Si l'on rassemble l'ensemble des
r�esultats obtenus, on a :

At +

Z t+2�

t
� (Yv)dWv = �t + ~Wt

o�u �t et ~Wt sont les variables d�e�nies dans la propri�et�e 2.
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B D�emonstration du lemme 4

La d�emonstration repose sur le r�esultat du probl�eme 3.15 de [10], p.306 :

Lemme 9 Soient f�0 et � deux fonctions mesurables de (R;B (R)) dans (R;B (R)). On sup-
pose qu'il existe une constante K > 0 telle que :

8 x 2 R; jf�0 (x)j+ j� (x)j � K (1 + jxj)

Si (Y;W ) ; (
;F ; P ) ; fFtgt�0 est une solution faible de (1.1) telle que, pourm � 1, E
h
jY0j2m

i
<

1, alors pour tout T > 0, on a :

8t; 0 � t � T; E

�
max
0�s�t

jYsj2m
�
� C

�
1 + E

h
jY0j2m

i�
exp (Ct)

o�u C est une constante strictement positive qui ne d�epend que de m, T et K.

Sous (H 2.1), (H 2.2) et si l'on suppose que la loi invariante ��0 admet des moments de tous
ordres, le processus stationnaire associ�e �a (1.1) satisfait les hypoth�eses de ce lemme. On a
donc pour tout m 2 N� et tout T > 0 :

8t; 0 � t � T; E�0

�
max
0�s�t

jYsj2m
�
� C

�
1 + E�0

h
jY0j2m

i�
exp (Ct) (1.34)

1. La justi�cation de la continuit�e de m sur U(�)�R+ repose sur l'application conjointe
du th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue et de (1.34).
Soit ((�n; �n))n une suite de U(�)�R+ convergeant vers (�; �), �egalement dans U(�)�
R
+. Par continuit�e de h et de g sur U(�) � R et celle en t du processus stationnaire

solution de (1.1), on a :

h (�n; Y0) g (�n; Y�n)
P�0�p:s:�! h (�; Y0) g (�; Y�)

De plus, d'apr�es l'hypoth�ese de croissance polynomiale, on sait qu'il existe M > 0 et
� > 0 telles que :

8n 2 N; jh (�n; Y0) g (�n; Y�n)j �M (1 + jY0j)�
�
1 +max

n2N
jY�n j

��
Or, d'apr�es (1.34), M (1 + jY0j)� (1 + maxn2N jY�n j)� 2 L1 (Q�0). Par application du
th�eor�eme de Lebesgue, on obtient, lorsque n!1 :

m (�n; �n)
L1(P�0)�! m (�; �)

2. On montre en utilisant les mêmes arguments que, pour tout � � 0, � ! m (�; �) admet
des d�eriv�ees partielles en tout point de U(�). Elles sont obtenues par d�erivation sous
l'esp�erance et sont continues sur U(�)�R+.

3. Montrons que pour tout � 2 U(�), � ! m (�; �) est d�erivable �a droite en tout point de
R+. Pour tout h > 0 :

m (�; � + h)�m (�; �) = E�0 [h (�; Y0) [g (�; Y�+h)� g (�; Y�)]]
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Par application de la formule de Ito, on a :

g (�; Y�+h)� g (�; Y�) =
Z �+h

�

�
�g0
�
(�; Yu) dWu +

Z �+h

�
(A�0g) (�; Yu) du

o�u, pour tout � � 0,
R �+h
� (�g0) (�; Yu) dWu est d�ecorr�el�ee de Y0. On obtient donc :

m (�; � + h)�m (�; �) =

Z �+h

�
E�0 [h (�; Y0) (A�0g) (�; Yu)]du

Or, d'apr�es ce qui pr�ec�ede, on sait que (�; u)! E�0 [h (�; Y0) (A�0g) (�; Yu)] est continue
sur U(�)�R+. Par cons�equent :

lim
h!0

1

h
[m (�; � + h)�m (�; �)] = E�0 [h (�; Y0) (A�0g) (�; Y�)]

On proc�ede de même pour �etudier la limite de 1
h [m (�; �)�m (�; � � h)] pour tout � > 0.

On montre ainsi que, pour tout � 2 U(�), � ! m (�; �) est d�erivable sur R+� et est
d�erivable �a droite en 0 avec :

8�; � > 0; m0 (�; �) = E�0 [h (�; Y0) (A�0g) (�; Y�)]

m0 ��; 0+� = E�0 [h (�; Y0) (A�0g) (�; Y0)]

D'apr�es 1., on sait que (�; �)! m0 (�; �) est continue sur U(�)�R+� et que, pour tout
� 2 U(�) et toute suite ((�n; �n))n � U(�) � R+� telle que (�n; �n) ! (�; 0), on a :
limn!1m0 (�n; �n) = m0 (�; 0+). On a obtient le r�esultat annonc�e.2
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C D�emonstration du lemme 5

1. Nous commencerons par montrer la continuit�e de Vi sur U(�) � R+. Par application
du lemme 4, on sait que sous (H 2), pour tout i = 1; p, (�; �) ! Vi (�; �) est continue
sur U(�) �R+� . Pour obtenir la continuit�e de la fonction sur U(�) �R+, il nous faut
montrer que Vi est �egalement continue en tout point de la forme (�; 0), � 2 U(�). En
utilisant la d�ecomposition du trap�eze (1.3), on a pour tout � 2 U(�) et tout � > 0 :

Vi (�; �) =
1

�
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�0
�2 (Y0)

�
+

1

2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2 (Y0)

��
+

1

2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y�)� f� (Y�)

�2 (Y0)

��
= ��

2

2

Z 1

0
(1� u)uE�0

"
@

@�i
f� (Y0)

�
A2
�0
f�0
�
(Yu�)

�2 (Y0)

#
du

+
1

2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2 (Y0)

��
+

1

2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y�)� f� (Y�)

�2 (Y0)

��

Or, d'apr�es le lemme 4, les trois fonctions pr�ec�edentes sont continues sur U(�) �R+.
Pour toute suite ((�n; �n))n � U(�)�R+� convergeant vers (�; 0), on obtient donc :

lim
n!1 Vi (�n; �n) = E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2 (Y0)

��
= Vi (�; 0)

On en d�eduit que Vi est continue sur U(�)�R+. De plus, en utilisant le d�eveloppement
pr�ec�edent, on a :

Vi (�0; �) = ��
2

2

Z 1

0
(1� u)uE�0

"
@

@�i
f�0 (Y0)

�
A2
�0
f�0
�
(Yu�)

�2 (Y0)

#
du

= ��
2

2

Z 1

0
(1� u)uNi (u�)du

Par continuit�e de v ! Ni (v), on a : Vi (�0; �) = � �2

12Ni (0) + o
�
�2
�
. L'�equation (1.20)

est donc d�emontr�ee.

2. D'apr�es le lemme 4, pour tout � � 0, � ! Vi (�; �) admet des d�eriv�ees partielles sur
U(�), obtenues par d�erivation sous l'esp�erance. On a, pour tout j = 1; p et tout � 2
U(�) :

@

@�j
Vi (�; 0) = E�0

�
@2

@�j�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2 (Y0)

��
� E�0

"
@

@�i
f� (Y0)

 
@
@�j
f� (Y0) +

@
@�j
f� (Y0)

�2 (Y0)

!#
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8� > 0;
@

@�j
Vi (�; �) = E�0

"
@2

@�j�i
f� (Y0)

 
Y� � Y0 � �

2 (f� (Y0) + f� (Y�))

��2 (Y0)

!#

� 1

2
E�0

"
@

@�i
f� (Y0)

 
@
@�j
f� (Y0) +

@
@�j
f� (Y�)

�2 (Y0)

!#

On sait de plus que pour tout j = 1; p, (�; �)! @
@�j
Vi (�; �) est continue sur U(�)�R+� .

Pour prolonger ce r�esultat sur U(�)�R+, il nous faut montrer que @
@�j
Vi est continue

en tout point de la forme (�; 0), � 2 U(�). En utilisant le sch�ema du trap�eze (1.3), on
obtient :

8� > 0;
@

@�j
Vi (�; �) = ��

2

2

Z 1

0
(1� u)uE�0

"
@2

@�j�i
f� (Y0)

�
A2
�0
f�0
�
(Y�u)

�2 (Y0)

#
du

+
1

2
E�0

�
@2

@�j�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y�)� f� (Y�)

�2 (Y0)

��
du

+
1

2
E�0

�
@2

@�j�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2 (Y0)

��
du

� 1

2
E�0

"
@

@�i
f� (Y0)

 
@
@�j
f� (Y0) +

@
@�j
f� (Y�)

�2 (Y0)

!#
D'apr�es le lemme 4, les fonctions qui interviennent dans le d�eveloppement pr�ec�edent
sont continues sur U(�) � R+. Si ((�n; �n))n � U(�) �R+� est une suite qui converge
vers (�; 0), on a donc :

lim
n!1

@

@�j
Vi (�n; �n) = E�0

�
@2

@�j�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2 (Y0)

��
du

� 1

2
E�0

"
@

@�i
f� (Y0)

 
@
@�j
f� (Y0) +

@
@�j
f� (Y�)

�2 (Y0)

!#

=
@

@�j
Vi (�; 0)

On a montr�e que, pour tout � � 0, � ! Vi (�; �) admet p d�eriv�ees partielles continues
sur U(�)�R+.
On montrerait de mani�ere similaire que sous (H 2), pour tout � � 0 et tout couple (i; j),
� ! @

@�j
Vi (�; �) admet p d�eriv�ees partielles en tout point de U(�) et que ces d�eriv�ees

partielles sont continues sur U(�) �R+.

Pour �etablir (1.21), il su�t de reprendre le d�eveloppement pr�ecedemment �etabli pour
@
@�j
Vi (�; �) lorsque � > 0. On a ainsi pour � = �0 :

8� > 0;
@

@�j
Vi (�0; �) = ��

2

2

Z 1

0
(1� u)uE�0

"
@2

@�j�i
f�0 (Y0)

�
A2
�0
f�0
�
(Y�u)

�2 (Y0)

#
du

� 1

2
E�0

"
@

@�i
f�0 (Y0)

 
@
@�j
f�0 (Y0) +

@
@�j
f�0 (Y�)

�2 (Y0)

!#

Or, lim�!0

R 1
0 (1� u)uE�0

"
@2

@�j�i
f�0 (Y0)

�
A2
�0
f�0

�
(Y�u)

�2(Y0)

#
du = 1

6E�0

"
@2

@�j�i
f�0 (Y0)

�
A2
�0
f�0

�
(Y0)

�2(Y0)

#
.
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Donc :

8� > 0;
@

@�j
Vi (�0; �) = �1

2
(Mi;j (�) +Mi;j (0)) + O

�
�2
�

3. D'apr�es le lemme 4, on sait que, pour tout � 2 U(�), � ! Vi (�; �) est d�erivable sur R
+�

avec :

8� > 0; V 0
i (�; �) = � 1

�2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
Y� � Y0
�2 (Y0)

��
+

1

�
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

f�0 (Y�)

�2 (Y0)

�
� 1

2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(A�0f�) (Y�)

�2 (Y0)

�
V 0
i �etant de plus continue sur U(�)�R+� .

Montrons que, pour tout � 2 U(�), � ! Vi (�; �) est �egalement d�erivable �a droite
en 0. Utilisant (1.3) et la formule de Ito, on obtient :

1

�
(Vi (�; �)� Vi (�; 0)) = ��

2

Z 1

0
(1� u) uE�0

"
@

@�i
f� (Y0)

�
A2
�0
f�0
�
(Yu�)

�2 (Y0)

#
du

+
1

2�

Z �

0
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

A�0 (f�0 � f�) (Yu)

�2 (Y0)

�
du

Par le lemme 4, les fonctions pr�ec�edentes sont continues sur R+. On obtient donc :

lim
h!0

1

�
(Vi (�; �)� Vi (�; 0)) =

1

2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

A�0 (f�0 � f�) (Y0)
�2 (Y0)

�

On en d�eduit que Vi (�; 0+) existe et est �egale �a
1
2E�0

�
@
@�i
f� (Y0)

A�0(f�0�f�)(Y0)
�2(Y0)

�
.

Par la d�ecomposition du trap�eze, on a pour tout (�; �) 2 U(�)�R+� :

V 0
i (�; �) =

1

2�
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y�)� f�0 (Y0)

�2 (Y0)

��
� 1

2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(A�0f�) (Y�)

�2 (Y0)

�
� 1

�2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�0
�2 (Y0)

�
=

1

2�

Z �

0
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(A�0f�0 ) (Yu)

�2 (Y0)

�
du

� 1

2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(A�0f�) (Y�)

�2 (Y0)

�
� �

2

Z 1

0
(1� u)uE�0

"
@

@�i
f� (Y0)

�
A2
�0
f�0
�
(Yu�)

�2 (Y0)

#
du

D'apr�es le lemme 4, les fonctions qui interviennent dans ce d�eveloppement sont continues
sur U(�)�R+. Donc, Si ((�n; �n))n � U(�)�R+� est une suite qui converge vers (�; 0),
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on obtient que :

lim
n!1 V 0

i (�n; �n) =
1

2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(A�0f�0) (Y0)

�2 (Y0)

�
� 1

2
E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(A�0f�) (Y0)

�2 (Y0)

�
= V 0

i

�
�; 0+

�
De 1. 2. et 3., il r�esulte que Vi est de classe C

2;1 sur U(�)�R+.

4. D'apr�es le lemme 4 et l'hypoth�ese (H 2.5.2), � ! V 0
i (�; 0

+) est de classe C1 sur U(�).
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D D�emonstration du lemme 7

Utilisant le lemme 5, on sait que, pour tout � > 0 �x�e et tout couple (i; j) 2 f1; � � � ; pg2,
� ! @

@�j
Vi (�; �) est de classe C

1 sur U(�). Par application de la formule de Taylor-Young,
on a :

@

@�j
Vi (��; �) =

@

@�j
Vi (�0; �) +

pX
k=1

@2

@�k@�j
Vi (�0; �)

�
�k� � �k0

�
+ " (�� � �0) jj�� � �0jj2 (1.35)

avec limh!0 " (h) = 0.
D'apr�es (1.21), on a :

@

@�j
Vi (�0; �) = �1

2
(Mi;j (�) +Mi;j (0)) +O

�
�2
�

Or, d'apr�es le lemme 1, on peut faire un d�eveloppement limit�e de Mi;j au voisinage de 0 :

@

@�j
Vi (�0; �) = �Mi;j (0)� �

2
M 0

i;j

�
0+
�
+ o (�) (1.36)

Par le lemme 5, on sait que � ! @2

@�k@�j
Vi (�0; �) est continue sur R+. On en d�eduit que :

lim
�!0

@2

@�k@�j
Vi (�0; �) =

@2

@�k@�j
Vi (�0; 0) (1.37)

On sait en�n que �� � �0 = O
�
�2
�
. D'apr�es (1.35), (1.36) et (1.37), on a :

lim
�!0

1

�

�
@

@�j
Vi (�� ; �) +Mi;j (0)

�
= �1

2
M 0

i;j

�
0+
�

Donc :

H�
�0
= �H�0 �

�

2
M�0 + o (�)

D'apr�es (H 2.6), H�0 est inversible. Or, le d�eveloppement pr�ec�edent montre en particulier que
� ! H�

�0
est continue en 0. On en d�eduit donc qu'il existe �1, 0 < �1 � �0, tel que pour tout

�, 0 < � � �1, H
�
�0
est inversible. 2
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E D�emonstration du lemme 8 : d�eveloppement de �� (��)

Pour tout 0 < � � �0 et pour tout couple (i; j) 2 f1; � � � ; pg, [�� (��)]ji est d�e�nie par :

[�� (��)]
j
i = [T� (��)]

j
i + 2 [R� (��)]

j
i

avec :

[T� (��)]
j
i = E�0

h
�V i� (Y� ; Y0; ��)Vj� (Y�; Y0; ��)

i
et, si on note Vj� (��) = Vj� (�; �; ��)

[R� (��)]
j
i = E�0

h
�V i� (Y�; Y0; ��)Gj

� (Y�)
i

Gj
� = U�

�
Vj� (��)

�
U� �etant d�e�nie dans le lemme 3.

Nous commencerons par montrer que T� (��) = H�0 +
�
2P�0 + o (�). Par application du lemme

4, on montre que � ! T� (�) est de classe C3 sur U(�), ses d�eriv�ees �etant obtenues par
d�erivation sous le signe somme. Par application de la formule de Taylor-Young, on obtient:

[T� (��)]
j
i = [T� (�0)]

j
i +

pX
k=1

�
@

@�k
[T� (�0)]

j
i

��
�k� � �k0

�
+ " (�� � �0) jj�� � �0jj2

o�u " (h)! 0 lorsque h! 0. Si on montre que :

1. T� (�0) = H�0 +
�
2P�0 + o (�).

2. Pour k = 1; p :

@

@�k
[T� (�0)]

j
i = E�0

"
@2

@�k@�i
f�0 (Y0)

@
@�j
f�0 (Y0)

�2 (Y0)

#

+ E�0

"
@2

@�k@�j
f�0 (Y0)

@
@�i
f�0 (Y0)

�2 (Y0)

#
+ o (1)

et, compte tenu du fait que �� � �0 = O
�
�2
�
, nous aurons le d�eveloppement annonc�e. La

d�emonstration de 2. reposant sur le même type d'argument que 1., nous nous contenterons
de montrer 1. D'apr�es la d�ecomposition (1.3), on a :

[T� (�0)]
j
i =

1

�
E�0

24� @

@�i
f�0 (Y0)

��
@

@�j
f�0 (Y0)

� ~W0

�2 (Y0)

!2
35

+
1

�
E�0

"�
@

@�i
f�0 (Y0)

��
@

@�j
f�0 (Y0)

��
�0

�2 (Y0)

�2
#

+
2

�
E�0

"�
@

@�i
f�0 (Y0)

��
@

@�j
f�0 (Y0)

�
�0 ~W0

�2 (Y0)

#
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Etudions chacun des termes intervenant dans la somme pr�ec�edente.

{ Montrons que :

1

�
E�0

24� @

@�i
f�0 (Y0)

��
@

@�j
f�0 (Y0)

� ~W0

�2 (Y0)

!2
35 =Mi;j(0) +

�

2
P 0i;j(0

+) + o (�)

E�0

24� @

@�i
f�0 (Y0)

��
@

@�j
f�0 (Y0)

� ~W0

�2 (Y0)

!2
35

=

Z �

0
Pi;j (v)dv + 2

Z �

0

�
�

2
� v
�
Qi;j (v)dv

+ �3
Z 1

0

�
1

2
� v

�2

E�0

264� @

@�i
f�0

@

@�j
f�0

�
(Y0)

�
�f

0
�0

�2
(Yv�)

�4 (Y0)

375 dv
� �3

Z 1

0
(1� v) vE�0

24� @

@�i
f�0

@

@�j
f�0

�
(Y0)

�
�2 (A�0f�0)

0�
(Yv�)

�4 (Y0)

35 dv
� �4

2

Z 1

0
vE�0

24� @

@�i
f�0

@

@�j
f�0

�
(Y0)

�
�2f

0
�0
(A�0f�0)

0�
(Yv�)

�4 (Y0)

35 dv
+

�4

2

Z 1

0

�
3v2 � 2v3

�
E�0

24� @

@�i
f�0

@

@�j
f�0

�
(Y0)

�
�2f

0
�0
(A�0f�0 )

0�
(Yv�)

�4 (Y0)

35 dv
+

�5

4

Z 1

0
(1� v)2 v2E�0

264� @

@�i
f�0

@

@�j
f�0

�
(Y0)

�
� (A�0f�0)

0�2
(Yv�)

�4 (Y0)

375 dv
Le lemme 1 implique que l'on peut faire un d�eveloppement de t ! R t

0 Pi;j(v)dv au
voisinage de 0. On obtient ainsi :Z �

0
Pi;j(v)dv = �Pi;j(0) +

�2

2
P 0i;j(0

+) + o
�
�2
�

= �Mi;j(0) +
�2

2
P 0i;j(0

+) + o
�
�2
�

Par les mêmes arguments, on a aussi :Z �

0

�
�

2
� v
�
Qi;j (v)dv = o

�
�2
�

De plus, les fonctions qui interviennent dans les autres int�egrales sont continues sur R+

et donc born�ees sur [0; �0]. On en d�eduit que le reste du d�eveloppement de T� (�0) est
en o

�
�2
�
. On obtient donc le r�esultat annonc�e.
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{ Par deux applications successives de l'in�egalit�e de Schwarz, on montre que :�����E�0

"�
@

@�i
f�0 (Y0)

��
@

@�j
f�0 (Y0)

��
�0

�2 (Y0)

�2
#�����

� �6CiCj sup
t2[0;�0]

0@E�0

24 ��A2
�0
f�0 (Yt)

��
� (Y0)

!4
351A 1

2

o�u Ci =
�
E�0

h�
@
@�i
f�0 (Y0)

�4
=�4 (Y0)

i� 1
4

{ En�n, on montre ais�ement grâce �a l'in�egalit�e de Schwarz et aux r�esultats pr�ec�edents
que le double produit restant est un o

�
�3
�
.

On a donc le d�eveloppement attendu pour [T� (�0)]
j
i .

Pour obtenir le r�esultat annonc�e, il nous reste �a montrer que : R� (��) = o (�).

Notons vj� (��) (x) = E�0

h
Vj� (Y� ; Y0; ��) j Y0 = x

i
. D'apr�es la propri�et�e 1, on a :

Vj� (Y� ; Y0; ��) =
@

@�j
f�� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f�� (Y0)

�2 (Y0)
+
f�0 (Y�)� f�� (Y�)

�2 (Y0)

�
+

@

@�j
f�� (Y0)

"
�0

��2 (Y0)
+

~W0

��2 (Y0)

#

Notons D�f�0 le gradien de f par rapport �a � calcul�e en �0. Compte tenu de l'�ecart entre ��
et �0, on obtient par application de la formule de Taylor-Young :

Vj� (Y�; Y0; ��) = �2
@

@�j
f�� (Y0)

�
B�0 �D�f�0 (Y0)

�2 (Y0)
+
B�0 �D�f�0 (Y�)

�2 (Y0)

�
+ o

�
�2
�

+
@

@�j
f�� (Y0)

"
�0

��2 (Y0)
+

~W0

��2 (Y0)

#

D'o�u :

vj� (��) (x) = �2
@

@�j
f�� (x)

"
B�0 �D�f�0 (x)

�2 (x)
+
B�0 � ���0 (D�f�0) (x)

�2 (x)

#
+ o

�
�2
�

� �2
@

@�j
f�� (x)

R 1
0 (1� u)u �u��0

�
A2
�0
f�0
�
(x)du

2�2 (x)

Il existe donc une constante K �nie telle que :
������vj� (��)������

L2(��0)
� K�2.

De plus, par d�e�nition de ��, on a : ��0

�
vj� (��)

�
= 0. D'apr�es la propri�et�e de m�elange (1.8),

on obtient : ������Gj
�

������
L2(��0)

�
+1X
k=0

�������k��0 �vj� (��)�������L2(��0)
� K

�2

1� exp (���)
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On a donc : ������Gj
�

������
L2(��0)

� O (�) (1.38)

De plus, d'apr�es la premi�ere partie de la d�emonstration, on sait que :

p
�
����V i� (��)����L2(��0)

= E�0

h
�V i� (Y�; Y0; ��)2

i 1
2
=
q
Mi;i (0) + O (�) (1.39)

Or : [R�]
j
i �

p
�
p
�
����V i� (��)����L2(��0)

������Gj
�

������
L2(��0)

. Utilisant (1.38) et (1.39), on d�eduit que

[R�]
j
i � O

�
�
3
2

�
et donc le r�esultat annonc�e. 2
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F Sch�ema d'approximation d'Euler

Pr�esentons bri�evement les r�esultats sur l'estimation d�eduite du sch�ema d'Euler. Ces r�e-
sultats �etendent ceux de [5]. Rappelons tout d'abord la propri�et�e d'approximation du sch�ema
d'Euler pour Y = (Yt)t�0, solution de (1.1)

Propri�et�e 3
Si f est de classe C2 sur R et � est continue sur R. Alors :

8t � 0; Yt+� = Yt + �f (Yt) + �t + ~Wt (1.40)

avec:

�t =

Z t+�

t
(t+ � � v)Af (Yv) dv

~Wt =

Z t+�

t
� (Yv)

h
1 + (t + � � v) f

0
(Yv)

i
dWv

Si de plus, E

�R t
0

h
f
0
�
i2
(Yv) dv

�
< +1 et E

�R t
0 �

2 (Yv)dv
�
< 1, alors

�
~Wt

�
t�0

est une

suite de variables de carr�e int�egrable telles que E
�
~Wt j Ft

� p.s.
= 0

L'estimateur des moindres carr�es associ�es au sch�ema d'approximation d'Euler est donn�e
par :

��n = inf
�2�

Kn (�) ; Kn (�) =
1

n

nX
k=1

 
Yk� � Y(k�1)� � �f�

�
Y(k�1)�

�
��
�
Y(k�1)�

� !2

On note : K� (�) = E�0

��
Y��Y0��f�(Y0)

��(Y0)

�2�
. Les conditions d'obtention des propri�et�es asymp-

totiques de ��n sont les suivantes :

Hypoth�eses H 4 : Sch�ema d'Euler et Moindres Carr�es

H 4.1 (H 2.1) est maintenue avec f�0 et � de classe C2 sur R.

H 4.2 -.3 -.4 -.6 -.7 On reprend �a l'identique les hypoth�eses (H 2.2), (H 2.3), (H 2.4), (H
2.6) et (H 2.7).

H 4.5 (H 2.5) est remplac�ee par les hypoth�eses suivantes :

1. Pour tout x, � ! f�(x) est de classe C3 sur � et cette fonction, ainsi que ses
d�eriv�ees partielles successives jusqu'�a l'ordre 3 sont �a croissance polynomiale en x
uniform�ement en � sur �.

2. f 0�0 , A�0f�0 , �
0 et �00 sont �a croissance polynomiale en x.

Sous (H 4), K� sont de classe C
3 sur �, ses d�eriv�ees partielles �etant obtenues par d�erivation

sous E�0 . On note _K� le gardient de K� et �K� sa di��erentielle �a l'ordre 2 :

t _K� (�) =

�
�2E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
Y� � Y0 � �f� (Y0)

��2 (Y0)

���
i

(1.41)

On d�e�nit de plus :

t �N�0 =

�
E�0

�
@

@�i
f�0 (Y0)

A�0f�0 (Y0)

�2 (Y0)

��
i

(1.42)
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Th�eor�eme 6 Sous (H 4), pour H�0 d�e�nie en (H 4.6) et �N�0 en (1.42), il existe �1 > 0 tel
que pour tout �, 0 < � � �1 :

1. Il existe un unique ��� 2
�
� qui v�eri�e _K�

�
���
�
= 0 et

��� � �0 = �

2
H�1
�0

�N�0 + o (�) ; �K�

�
���

�
= H�0 + O (�)

2. Lorsque n! +1, on a :

��n
P�0�! ���

p
n�
�
��n � ���

� D(P�0)�! Np

�
0; �V� (�0)

�
; �V� (�0) = H�1

�0
[Ip + o (1)]

Ce th�eor�eme �etend les r�esultats obtenus par Florens-Zmirou [5] : pour � petit, on prouve en
e�et l'existence et l'unicit�e de ��. Pour le montrer, on proc�ede comme au x 4.1. Pour tout
i = 1; p, on d�e�nit _Ki sur U(�)�R par :

8� 2U(�) ; si � > 0; _Ki (�; �) = _Ki
� (�)

_Ki (�; 0) = �2E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2 (Y0)

��
si � < 0; _Ki (�; �) = _Ki (�; 0)� �E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

A�0f�0 (Y0)

�2 (Y0)

�
On montre alors que _K =t

�
_K1; � � � ; _Kp

�
est de classe C1 surU(�)�R. Il su�t alors d'appli-

quer le th�eor�eme des fonctions implicites avec les hypoth�eses (H 4.6) et (H 4.7).
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Chapitre 2

Sch�ema d'approximation adapt�e �a
l'ordre p et estimation du
param�etre de d�erive d'une di�usion.

2.1 Introduction

Consid�erons l'�equation di��erentielle stochastique suivante :

dYt = f (�0; Yt) dt+ � (Yt) dWt; Y0 = x (2.1)

o�u f et � sont connues et �a valeurs dans R et �0 est un param�etre inconnu de Rd.
L'estimation du param�etre de d�erive �a partir d'une observation discr�ete �a pas � > 0 �x�e
du processus solution (Yt)t�0 peut être abord�ee sous des angles aussi divers que les fonc-
tions d'estimations ([1], [9], [13], [8]), la construction de contrastes bas�es sur des sch�emas
d'approximation de la di�usion ([4], [14]), la maximisation de la log-vraisemblance ([10]) ou
encore d'une discr�etisation de celle-ci ([5], [15]). Bien que l'estimateur du maximum de vrai-
semblance poss�ede en th�eorie de bonnes propri�et�es asymptotiques (consistance et e�cacit�e
asymptotique �a la vitesse

p
n�, lorsque n ! 1, voir [3]), les densit�es de transition ne sont

en g�en�eral pas explicites et cette m�ethode d'estimation ne peut alors être mise en pratique.
Signalons cependant une proc�edure num�erique d'obtention de ces transitions, mise en oeuvre
par Pedersen et l'�etude th�eorique des estimateurs associ�es ([11], [12]).
Une solution consiste �a approximer les densit�es de transition par des densit�es gausiennes d'es-
p�erance E�

�
Yk� j Y(k�1)�

�
et de variance Var�

�
Yk� j Y(k�1)�

�
, ce qui ne fait que d�eplacer le

probl�eme dans la mesure o�u ces quantit�es ne sont pas explicites. Cependant, pour une r�e-
gularit�e �a l'ordre 2p (dans un sens que l'on pr�ecisera) de f et �, on peut �ecrire un sch�ema
de discr�etisation adapt�e �a l'ordre p pour h (Yt) d�es que h est 2(p+ 1) fois continûment dif-
f�erentiable. En utilisant ce r�esultat avec h(x) = x et h(x) = x2, on approche, sous certaines
conditions, les moyenne et variance conditionnelles �a un o (�p) pr�es.

Cette m�ethodologie est celle adopt�ee par M. Kessler dans [7] pour un pas d'observation �n
non constant. Par minimisation du contraste gaussien, il obtient une estimation consistante et
asymptotiquement e�cace de �0 (mais aussi du param�etre de di�usion �0), lorsque n�n ! 1
et n�pn ! 0. Dans notre d�emarche, le pas d'observation � > 0 est proche de 0, mais �x�e. La
di�usion �etant �etudi�ee sur [0; T ], on dispose ainsi d'un vecteur d'observations (Yk�)k=0;n avec
n� = T .
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Le paragraphe 2 sera consacr�e �a la pr�esentation du sch�ema de discr�etisation �a l'ordre
p de h (Yt). Dans une troisi�eme partie, nous d�eduirons une approximation �a l'ordre p de
l'esp�erance conditionnelle sur laquelle nous nous baserons pour la construction du contraste.
Pour simpli�er, l'approximation requise pour la variance conditionnelle est d'ordre 1. Nous
montrerons alors que l'estimateur du minimum de contraste associ�e est asymptotiquement
e�cace pour �p;� �a un facteur I + O (�), �p;� approchant �0 avec un biais explicite en �p.
Dans le paragraphe 4, une �etude exp�erimentale par simulation nous permettra de v�eri�er ces
r�esultats pour deux mod�eles de di�usion particuliers : les mod�eles de Ornstein-Uhlenbeck et
de Cox-Ingersoll-Ross.

2.2 Sch�ema d'approximation �a l'ordre p pour une fonctionnelle
de la solution

Soit l'e.d.s.

dYt = f (Yt)dt+ � (Yt)dWt (2.2)

Notons A = f @
@x+

1
2�

2 @2

@2x le g�en�erateur associ�e �a l'e.d.s. (2.2) et Al le li�eme it�er�e de A. Soient
M c;loc l'espace des martingales locales continues et (Ft)t�0 la �ltration naturelle associ�ee �a
(2.2) [6]. De plus, l = r; p se lit l 2 fr; � � � ; pg et Cm est l'ensemble des fonctions m fois
continûment di��erentiables.

Propri�et�e 1
Soient h une fonction de R dans R et p un entier naturel non nul. Supposons que :

1. h 2 C2(p+1), f et � 2 C2p.

2. 8l = 1; p;
�R t

0

h�Alh
�0
�
i
(Yv)dWv

�
t�0

2M c;loc

Alors :

8t � 0; h (Yt+�) = h (Yt) +

pX
l=1

�l

l!
Alh (Yt) + �pt + �pt

avec :

�pt =

Z t+�

t

(t+ � � v)p

p!
Ap+1h (Yv) dv

�pt =

Z t+�

t
� (Yv)

"
pX
l=0

(t+ � � v)l
l !

�
Alh

�0
(Yv)

#
dWv

3. Si de plus 8l = 0; p, E

�R t
0

h�Alh
�0
�
i2
(Yv) dv

�
< +1, (�pt )t�0 sont des variables de

carr�e int�egrable telles que E [�pt j Ft]
p:s:
= 0.

D�emonstration :

Soient
�R t

0 JvdWv

�
t�0

un �el�ement de M c;loc et f une fonction continue sur R. On montre par

application de la formule de Ito que :Z t+�

t

�Z t+�

v
f(u)du

�
JvdWv =

Z t+�

t

�Z u

t
JvdWv

�
f(u)du
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On peut ainsi intervertir l'ordre d'int�egration entre l'int�egrale de Riemann et l'int�egrale sto-
chastique.
Par application de la formule de Ito, on a :

h (Yt+�) = h (Yt) +

Z t+�

t
Ah (Yv)dv +

Z t+�

t

�
h0�
�
(Yv) dWv

{ Montrons la propri�et�e pour p = 1 :
On pose :

Rt =

Z t+�

t

Ah (Yv)dv � �Ah (Yt)

=

Z t+�

t

�Z v

t
A2h (Yu)du

�
dv +

Z t+�

t

�Z v

t

h
(Ah)0 �

i
(Yu)dWu

�
dv

Par interversion de l'ordre d'int�egration, on obtient :

Rt =

Z t+�

t
(t+ � � u)A2h (Yu)du+

Z t+�

t
(t+ � � u)

h
(Ah)0 �

i
(Yu)dWu

D'o�u :

h (Yt+�)� h (Yt) = �Ah (Yt) +Rt +

Z t+�

t

�
h0�
�
(Yv)dWv

= �Ah (Yt) + �1t + �1t

o�u �1t et �
1
t sont donn�es dans l'�enonc�e.

{ Supposons que la propri�et�e soit vraie au rang p� 1 et que les hypoth�eses sont v�eri��ees
au rang p, on a donc :

h (Yt+�)� h (Yt) =

p�1X
l=1

�l

l!
Alh (Yt) + �p�1t + �p�1t

avec :

�
p�1
t =

Z t+�

t

(t+ � � v)p�1
(p� 1)!

Aph (Yv)dv

�p�1t =

Z t+�

t
� (Yv)

"
p�1X
l=0

(t+ � � v)l

l!

�
Alh

�0
(Yv)

#
dWv

Notons : Rt = �p�1t � �p

p!Aph (Yt). On a :

Rt =

Z t+�

t

(t+ � � v)p�1
(p� 1)!

(Aph (Yv)�Aph (Yt))dv

=

Z t+�

t

(t+ � � v)p�1
(p� 1)!

�Z v

t
Ap+1h (Yu)du

�
dv

+

Z t+�

t

(t+ � � v)p�1
(p� 1)!

�Z v

t

h
(Aph)

0
�
i
(Yu)dWu

�
dv
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Par interversion de l'ordre d'int�egration, on obtient :

Rt =

Z t+�

t

(t + � � u)p
p!

Ap+1h (Yu)du+

Z t+�

t

(t+ � � u)p
p!

h
(Aph)

0
�
i
(Yu)dWu

Or :

Yt+� � Yt =

pX
l=1

�l

l!
Alh (Yt) + Rt + �p�1t

De ce qui pr�ec�ede, on d�eduit que :

Yt+� � Yt =

pX
l=1

�l

l!
Alh (Yt) + �pt + �pt

o�u �
p
t et �

p
t ont la même expression que celle donn�ee dans l�enonc�e. 2.

On a en particulier pour h(x) = x :

8t � 0; Yt+� � Yt =
p�1X
l=0

�l+1

(l + 1)!
Alf (Yt) + �pt + �pt (2.3)

avec :

�pt =

Z t+�

t

(t+ � � v)p

p!
Apf (Yv)dv

�pt =

Z t+�

t
� (Yv)

"
1 +

pX
l=1

(t+ � � v)l

l !

�
Al�1f

�0
(Yv)

#
dWv

Dans le paragraphe qui suit, nous utilisons ce sch�ema discret et adapt�e a�n d'obtenir un
d�eveloppement en � �a l'ordre p de E [Yt+� j Yt].

2.3 R�esultats asymptotiques

Dans toute la suite, la fonction de d�erive d�epend d'un param�etre �0 et on note f (�; :) =

f� (:). La d�eriv�ee de la fonction d'�echelle associ�ee �a (2.1) est s (x; �) = exp
h
�2 R x f�(u)

�2(u)du
i
.

Soient � un sous-ensemble compact de Rp tel que �0 2
�
� etU(�) un ouvert de Rd qui contient

�. Si M = (Mi;j)i;j est une matrice de dimensions d� d, i repr�esente l'indice des lignes et j
celui des colonnes.
Par convention, U et V �etant deux ouverts respectivement de Rp et de R, on dira que (�; x)!
g (�; x) est de classe Cm;k sur U � V si :

1. g est continue sur U � V .
2. Pour tout x 2 V , � ! g (�; x) admet des d�eriv�ees partielles jusqu'�a l'ordre m en tout

point de U et ses d�eriv�ees partielles �etant continues sur U � V . Pour tout i = 1; p,
@
@�i
g (�; x) repr�esente la i�eme d�eriv�ee partielle de g (:; x) au point �.

3. Pour tout � 2 U , x ! g (�; x) est d�erivable jusqu'�a l'ordre k sur V et ses d�eriv�ees
successives sont continues sur U � V . On note alors g0 (�; x), g00 (�; x) et g(l) (�; x), les
d�eriv�ees �a l'ordre 1, 2 et l de g (�; :) au point x.
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Par extension, on dira que (�; x)! g (�; x) est de classe Cm;1 sur U �R+ si :

- Les conditions 1 et 2 de la d�e�nition pr�ec�edente sont satisfaites sur U �R+.

- Pour tout � 2 U , x ! g (�; x) est d�erivable sur R+� et d�erivable �a droite en 0 : g0 (�; 0)
repr�esente alors sa d�eriv�ee �a droite en 0. La fonction (�; x)! g0 (�; x) est de plus continue
sur U �R+.

On consid�ere le jeu d'hypoth�eses g�en�eral not�e H :

H 1 f�0 et � sont de classe C2p sur R et 8x 2 R, �2 (x) > 0.
De plus, il existe K > 0 telle que : 8x 2 R, jf�0 (x)j+ j� (x)j � K (1 + jxj).
Sous cette hypoth�ese, pour tout condition initiale x 2 R, (2.1) admet une unique solution
forte (Yt)t�0.

H 2 Z 1

0
s(x; �0)dx =

Z 0

�1
s(x; �0)dx =1 et

Z 1

�1

�
s (x; �0)�

2(x)
��1

dx = C (�0) <1

Sous (H 1) et (H 2), (Yt)t�0 est alors r�ecurrente positive sur R de loi invariante :

��0 (dy) =
�
C (�0) s (y; �0)�

2(y)
��1

dy

H 3 On note : c�0 (x) =
f2
�0
(x)

�2(x) +
f 0
�0
(x)

2 � �0(x)f�0(x)
�(x) + (�0)2(x)

8 .
On suppose que :

min

�
lim

x!+1 c�0 (x) ; lim
x!�1 c�0 (x)

�
= c�0 > 0

H 4 La loi invariante ��0 admet des moments de tous ordres et v�eri�e :

8p � 0;

Z jxjp
�4(x)

d��0(x) <1

H 5 { Pour tout l = 0; p � 1 et tout x 2 R, � ! Al
�f� (x) est de classe C3 sur � et �a

croissance pôlynomiale en x uniform�ement en �, ainsi que ses d�eriv�ees partielles
en � jusqu'�a l'ordre 3.

{ Pour tout l = 0; p� 1,
�Al

�0
f�0
�0
et Ap

�0
f�0 sont �a croissance polynomiale en x.

H 6 H�0 =
�
E�0

�
@
@�i
f�0 (Y0)

@
@�j
f�0 (Y0) =�

2 (Y0)
��

i;j
est inversible.

H 7 Si f� = f�0 ��0 -p.s. alors � = �0.

On note Px;�0 la loi du processus solution de (2.1) et de condition initiale x, �t
�0
(x; dy) =

Px;�0 (Yt 2 dy) la probabilit�e de transition du processus issu de x et P t
�0

= ��0 
 �t
�0

la loi
de (Y0; Yt) lorsque le processus est stationnaire. P�0 est alors la loi du processus stationnaire
solution de (2.1) et E�0 l'esp�erance sous P�0 .
L'ensemble des d�eveloppements ult�erieurs s'appuient sur le r�esultat d'ergodicit�e et normalit�e
asymptotique qui suit et qui est directement d�eriv�e du th�eor�eme 1 et du lemme 2 de Florenz-
Zmirou [4]. (voir aussi lemme 3.2 de [1]).

Lemme 1 Sous (H 1),(H 2) et (H 3), si g : R2! R v�eri�e P �
�0

�
g2
�
< 1, alors :

1

n

nX
k=1

g
�
Yk� ; Y(k�1)�

� L2(Px;�0 )�! P �
�0
(g)
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Si de plus, P �
�0
(g) = 0, on a :

1p
n

nX
k=1

g
�
Yk� ; Y(k�1)�

� D(Px;�0 )�! N
�
0; P �

�0 (G)
�

o�u G (y; x) = g2 (y; x) + 2g (y; x)U� (g) (y) et U� (g) (y) =
P+1

k=1 �
k�
�0
(g) (y).

La d�emonstation de ce r�esultat est bas�ee sur la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 2 Sous (H 2) et (H 3), il existe � > 0 telle que, pour toute fonction g v�eri�ant
��0 (g) = 0 et ��0

�
g2
�
< +1, on a :�����t�0 (g)����L2(��0)

� jjgjjL2(��0)
exp (��t)

Dans la suite, nous utiliserons �egalement le r�esultat de r�egularit�e suivant (lemme 4 de [14]) :

Lemme 2 Soient (�; x)! h (�; x) et (�; x)! g (�; x) deux fonctions d�e�nies sur U(�)�R,
�a croissance polynomiale en x uniform�ement en � sur U(�) et telles que : g est continue sur
U(�)�R et, pour tout x 2 R, � ! h (�; x) est continue sur U(�).
Sous (H 1), (H 2) et si ��0 admet des moments de tous ordres, la fonction d�e�nie sur U(�)�
R
+ par (�; �)! m (�; �) = E�0 [h (�; Y0) g (�; Y�)] est continue sur U(�)�R+.
Si on suppose de plus que, pour tout x 2 R, � ! h (�; x) est de classe C1 sur U(�),

que g est de classe C1;2 sur U(�) � R et que leurs d�eriv�ees partielles ainsi que A�0g sont
�a croissance polynomiale en x uniform�ement en � sur U(�), alors (�; �) ! m (�; �) est de
classe C1;1 sur U(�)�R+ avec :

@

@�i
m (�; �) = E�0

�
@

@�i
h (�; Y0) g (�; Y�) + h (�; Y0)

@

@�i
g (�; Y�)

�
m0 (�; �) = E�0 [h (�; Y0) (A�0g) (�; Y�)]

2.3.1 Construction du contraste

Donnons tout d'abord les r�esultats d'approximation sur lesquels nous nous basons pour
construire la fonction d'estimation. On note :

Mp (x; �; �) =

p�1X
l=0

�l+1

(l+ 1)!
Al
�f� (x) (2.4)

Lemme 3 Sous (H 1), (H 2), (H 4) et (H 5), pour tout t > 0 et tout � > 0, on a :

E�0 [Yt+� j Yt] = Yt +Mp (Yt; �; �) + OPx;�0

�
�p+1

�
Var�0 [Yt+� j Yt] = ��2 (Yt) +OPx;�0

�
�2
�

D�emonstration :
L'approximation �a l'ordre p de E�0 [Yt+� j Yt] est obtenue en utilisant le sch�ema (2.3). Compte
tenu des hypoth�eses d'int�egrablit�e et de croissance polynomiale, on obtient par passage �a
l'esp�erance conditionnelle :

E�0 [Yt+� j Yt] = Yt +

p�1X
l=0

�l+1

(l+ 1)!
Al
�0f�0 (Yt) +E�0 [�

p
t j Yt]
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avec �pt =
R t+�
t

(t+��v)p
p!

�
Ap
�0
f�0

�
(Yv) dv et lim�!0

1
�p+1E�0 [ �

p
t j Yt] = 1

(p+1)!

�
Ap
�0
f�0

�
(Yt)

Px;�0 p.s..
Pour l'approximation de la variance, on utilise la propri�et�e 1 avec h (x) = x2 et p = 1. On
obtient ainsi :

E�0

�
Y 2
t+� j Yt

�
= Y 2

t + 2�Ytf�0 (Yt) + ��2 (Yt) +OPx;�0

�
�2
�

Il su�t alors de remplacer (E�0 [Yt+� j Yt])2 par son approximation pour obtenir le r�esultat
annonc�e. 2

Nous nous limitons �a une approximation �a l'ordre 1 pour la variance conditionnelle dans la
mesure o�u une approximation plus �ne n'am�eliore pas les propri�et�es asymptotiques de l'esti-
mateur du param�etre de d�erive. Le contraste gaussien associ�e aux approximations pr�ec�edentes
s'�ecrit alors :

Up;n (�; �) =
1

n�2

nX
k=1

�p

�
Yk� ; Y(k�1)�; �; �

�
; �p (y; x; �; �) =

(y � x �Mp (x; �; �))
2

�2 (x)

Pour montrer que notre cadre d'�etude s'inscrit bien dans celui de l'estimation par minimum
de contraste, nous allons v�eri�er successivement les conditions de la de�nition 3.2.7. de [2].
Notons :

Up (�; �) =
1

�2
E�0 [�p (Y�; Y0; �; �)]

Lemme 4 Sous (H), pour tout � > 0, Up;n (�; �) et Up (�; �) sont de classe C3 sur U(�), les
d�eriv�ees partielles successives de Up (�; �) �etant obtenues par d�erivation sous l'esp�erance. Pour
tout � 2 U(�), Up;n (�; �) est Fn� mesurable et on a :

Up;n (�; �)
L2(Px;�0 )�! Up (�; �)

D�emonstration :
(H 4) et (H 5) impliquent que pour � > 0 et � 2 U(�), (y; x) ! �p (y; x; �; �) 2 L2

�
P �
�0

�
.

Donc, par application du lemme 1, on a :

Up;n (�; �)
L2(Px;�0)�! 1

�2
E�0 [�p (Y�; Y0; �; �)] = Up (�; �)

Pour tout � > 0, Up;n (�; �) est Fn� mesurable car (y; x)! �p (y; x; �; �) est continue et (Yt)t�0
est adapt�e �a la �ltration (F)t. � ! Up;n (�; �) est de classe C

3 sur U(�) car, pour tout x 2 R,
� ! Mp (x; �; �) est de classe C3 sur U(�). On sait de plus que Mp et ses d�eriv�ees sont �a
croissance polynomiale en x uniform�ement en � sur U(�). Par application du th�eor�eme de
Lebesgue, on montre que � ! Up (�; �) est de classe C

3 sur U(�), ses d�eriv�ees partielles �etant
obtenues par d�erivation sous l'esp�erance. 2

Les deux lemmes qui suivent vont nous permettre de prouver que pour � > 0 dans un voisi-

nage de 0, � ! Up (�; �) admet un unique minimum �p;� 2
�
�. Dans ce but, on d�e�nit pour
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tout i = 1; d, la fonction V p
i telle que :

� > 0; V p
i (�; �) =

@

@�i
Up (�; �)

V p
i (�; 0) = �2E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2

��
� < 0; V p

i (�; �) = V p
i (�; 0) + �Rp

i (�)

avec, pour p � 1 :

R
p
i (�) = �E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(A�0f�0) (Y0)

�2 (Y0)

�
+ E�0

"
@
@�i

(A�f�) (Y0) f� (Y0) +
@
@�i
f� (Y0) (A�f�) (Y0)

�2 (Y0)

#

et :

R1
i (�) = �E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(A�0f�0) (Y0)

�2 (Y0)

�
Lemme 5 Sous (H), pour tout i = 1; d, (�; �) ! V p

i (�; �) est de classe C2;1 sur U(�) �R.
De plus, pour � > 0 :

@

@�i
Up (�0; �) = � 2�p

(p+ 1)!
E�0

24 @

@�i
f�0 (Y0)

�
Ap
�0
f�0

�
(Y0)

�2 (Y0)

35+ o (�p) (2.5)

@2

@�j@�i
Up (�0; �) = 2E�0

"
@
@�i
f�0 (Y0)

@
@�j
f�0 (Y0)

�2 (Y0)

#
+O (�) (2.6)

@3

@�k@�j@�i
Up (�0; �) = 2E�0

24
�

@2

@�k@�i
f�0

@
@�j
f�0 +

@2

@�k@�j
f�0

@
@�i
f�0 +

@2

@�j@�i
f�0

@
@�k

f�0

�
(Y0)

�2 (Y0)

35+O (�) (2.7)

La d�emonstration de ce r�esultat est donn�ee en annexe A. L'existence et l'unicit�e d'un minimum
�p;� pour Up (�; �), lorsque � est dans un voisinage de 0, est alors une cons�equence directe du
lemme pr�ec�edent.

Lemme 6 Sous (H), il existe �0 > 0 tel que pour �, 0 < � � �0, � ! Up (�; �) admet un
unique minimum �p;� =  (�) qui v�eri�e lim�!0 (�) = �0.

D�emonstration :
Utilisant le lemme 5, on sait que (�; �) ! V p (�; �) = (V p

i (�; �))i=1;d est de classe C1 sur
�
� �R. D'apr�es l'hypoth�ese (H 7), on sait que �0 est l'unique point de

�
� tel que V p (�0; 0) = 0.

De plus, le gradient de � ! V p (�; 0) en �0 est �egale �a 2H�0 et est donc inversible (H 6). Par
application du th�eor�eme des fonctions implicites, il existe un " > 0 et �0 > 0 tels que pour �,
j�j � �0, il existe un unique �p;�, dans la boule ouverte de centre �0 et de rayon ", v�eri�ant
V p (�p;�; �) = 0 et �p;� =  (�).  �etant d�erivable en 0, on a en particulier lim�!0 (�) = �0.

Donc, si � est tel que 0 < � � �0, il existe un unique �p;� 2
�
� qui satisfait pour tout i = 1; d,
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@
@�i
Up (�p;�; �) = 0 et �p;� =  (�) avec lim�!0  (�) = �0. 2

D'apr�es les lemmes 4 et 6, pour � 2 ]0; �0], Up;n (�; �) est bien un processus de contraste relatif

�a la fonction de contraste Up (�; �). On d�e�nit alors l'estimateur du minimum de contraste b��p;n
par : b��p;n = inf

�2�
Up;n (�; �)

Avant de montrer que b��p;n est un estimateur convergent et asymptotiquement normal pour
�p;�, nous allons �etablir que �p;� approche �0 �a �

p pr�es.

2.3.2 Calcul de l'�ecart entre �p;� et �0

On note :

8 i = 1; d; Np
i (v) = E�0

"
@

@�i
f�0 (Y0)

Ap
�0
f�0 (Yv)

�2 (Y0)

#
; Np

�0
= (Np

i (0))i (2.8)

Th�eor�eme 1 Sous (H), pour H�0 d�e�nie en (H 6) et pour �, 0 < � � �0, on a :

�p;� = �0 +
�p

(p+ 1)!
H�1
�0
Np
�0
+ o (�p)

D�emonstration :
Compte tenu du lemme 5 et par application du th�eor�eme des accroissements �nis, pour tout

i = 1; d, il existe ui 2]0; 1[ tel que pour ~�(i)� = ui�0 + (1� ui)�p;�, on a :

@

@�i
Up (�p;�; �) = 0 =

@

@�i
Up (�0; �) +

dX
j=1

@2

@�j@�i
Up

�
~�
(i)
� ; �

��
�jp;� � �j0

�

Lorsque � ! 0, �p;� ! 0 (lemme 6) et donc ~�
(i)
� ! 0. Utilisant la continuit�e de @2

@�j@�i
Up (�; �)

et (2.6), on obtient :

lim
�!0

@2

@�j@�i
Up

�
~�
(i)
� ; �

�
= 2E�0

"
@
@�i
f�0 (Y0)

@
@�j
f�0 (Y0)

�2 (Y0)

#

De plus, par (2.5) :

@

@�i
Up (�0; �) = �2 �p

(p+ 1)!
Np
i (0) + o (�p)

On a donc :

[H�0 + o (1)] (�p;� � �0) =
�p

(p+ 1)!
Np
�0
+ o (�p)

Utilisant (H 6), on obtient le r�esultat annonc�e. 2
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2.3.3 Convergence de b��p;n vers �p;�

Th�eor�eme 2 Sous (H), pour �, 0 < � � �0 : b��p;n Px;�0�! �p;�

D�emonstration :
La d�emonstration de cette convergence repose sur la v�eri�cation des hypoth�eses du th�eor�eme
3.2.8. de [2]. Par hypoth�ese, � est compact et, d'apr�es le lemme 4, Up;n (�; �) et Up (�; �) sont
de classe C3 sur �. Il nous reste donc �a montrer que la condition suivante est satisfaite; il
existe deux suites (�k)k et ("k)k r�eelles et d�ecroissant vers 0, telles que, pour tout k 2 N :

lim
n!1Px;�0

0@ sup
jj��~�jj2��k

���Up;n (�; �)� Up;n

�
~�; �
���� > "k

1A = 0

Cette condition est v�eri��ee s'il existe Dn telle que Dn

Px;�0�! D o�u D est une constante stricte-
ment positive et que :

8� > 0; sup
jj��~�jj2��

���Up;n (�; �)� Up;n �~�; ����� � �Dn

Posons pour tout couple (y; x) et tout i = 1; d, �
(i)
p (y; x; �) = sup�2�

�� @
@�i

�p (y; x; �; �)
��. Sous

(H 4) et (H 5), �
(i)
p 2 L2

�
P �
�0

�
. De plus, par application de la formule de Rolles, on a :

sup
jj��~�jj2��

���Up;n (�; �)� Up;n

�
~�; �
���� � dX

i=1

 
1

n

nX
k=1

�(i)p
�
Yk� ; Y(k�1)�; �

�! d

�2
�

Par application du lemme 1, on obtient :

Dn =
d

n

nX
k=1

"
1

�2

dX
i=1

�(i)p
�
Yk� ; Y(k�1)�; �

�# L2
�
P �
x;�0

�
! D =

d

�2

dX
i=1

E�0

h
�(i)p (Y�; Y0; �)

i
<1

On a donc la convergence annonc�ee.2

2.3.4 Normalit�e asymptotique de b��p;n

On note pour i = 1; d et j = 1; d :

Pi;j(v) = E�0

��
@

@�i
f�0

@

@�j
f�0

�
(Y0)

�2 (Yv)

�4 (Y0)

�
(2.9)

P 0i;j(v) = E�0

"�
@

@�i
f�0

@

@�j
f�0

�
(Y0)

�A�0�
2
�
(Yv)

�4 (Y0)

#
; D�0 =

�
P 0i;j

�
0+
��

i;j
(2.10)

Sous (H), Pi;j est en e�et d�erivable sur R+� et �a droite en 0 (lemme 2). On d�e�nit �egalement :

Qi;j(v) = E�0

"�
@

@�i
f�0

@

@�j
f�0

�
(Y0)

�
�2f 0�0

�
(Yv)

�4 (Y0)

#
; Q�0 = (Qi;j (0))i;j (2.11)
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Ci;j (v) = E�0

��
@

@�i
(A�0f�0)

@

@�j
f�0 +

@

@�i
f�0

@

@�j
(A�0f�0)

�
(Y0)

�2 (Yv)

�4 (Y0)

�
; C�0 = (Ci;j (0))i;j (2.12)

Comme le montre le th�eor�eme qui suit, b��p;n est asymptotiquement normal et sa variance

asymptotique V p
� (�0) est �egale �a l'inverse de l'information de Fisher (H�0)

�1 �a un facteur
Id + o (1) pr�es :

8p � 1; V p
� (�0) = (H�0)

�1 [Id + o (1)] (2.13)

Cependant, si p � 2, l'expression de V p
� (�0) peut être a�n�ee et on a :

V p
� (�0) = (H�0)

�1
�
Id + �

�
1

2
D�0 +Q�0 +

1

2
C�0

�
+ o (�)

�
(2.14)

Th�eor�eme 3 Sous (H), pour H�0 d�e�nie en (H 6), il existe �1 > 0 tel que pour �, 0 < � � �1,
et V p

� (�0) d�e�nie en (2.13) et (2.14), on a :

p
T
�b��p;n � �p;�

� D(P�0)�! Nd

�
0; V p

� (�0)
�

D�emonstration :
Up;n (�; �) est de classe C

3 sur �. On note alors :

DUp;n (�; �) =

�
@

@�i
Up;n (�; �)

�
i

et D2Up;n (�; �) =

�
@2

@�j@�j
Up;n (�; �)

�
i;j

On a par application de la formule de Taylor avec reste int�egral :
p
n� DUp;n

�b��p;n; �� = 0 =
p
n� DUp;n (�p;�; �) +

�
D2Up;n (�p;�; �) + Rp;n

�p
n�
�b��p;n � �p;��

avec :

Rp;n =

Z 1

0

h
D2Up;n

�
�p;� + s

�b��p;n � �p;�� ; ��� Up;n (�p;�; �)
i
ds

Si l'on prouve que :

1.
p
n�DUp;n (�p;�; �)

D(Px;�0)! Nd (0; Kp (�p;�)).

2. D2Up;n (�p;�; �)
Px;�0! Hp

� , H
p
� �etant sym�etrique et inversible.

3. Rp;n

Px;�0! 0.

on aura la normalit�e asymptotique annonc�ee pour b��p;n avec V p
� (�0) =

�
Hp
�

��1
Kp (�p;�)

�
Hp
�

��1
.

1. Sous (H 4) et (H 5), @
@�i

�p (y; x; �p;�; �) 2 L2
�
P �
�0

�
. De plus, d'apr�es les lemmes 4 et 6,

on a pour tout i = 1; d, E�0

�
@
@�i

�p (Y�; Y0; �p;�; �)
�
= �2 @

@�i
Up (�p;�; �) = 0. Utilisant le

lemme 1, on obtient :

p
n�DUp;n (�p;�; �)

D(P�0)�! Nd (0; K
p (�p;�)) ; Kp (�p;�) = T p (�p;�) + Sp (�p;�)

avec :

T p (�p;�) =

�
1

�3
E�0

�
@

@�i
�p (Y�; Y0; �p;�; �)

@

@�j
�p (Y�; Y0; �p;�; �)

��
i;j

(2.15)

Sp (�p;�) =

�
2

�3
E�0

�
@

@�i
�p (Y�; Y0; �p;�; �)U�

�
@

@�j
�p

�
(Y�)

��
i;j

(2.16)

o�u U� est d�e�ni dans lemme 1. Le premier r�esultat de convergence faible est donc v�eri��e.
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2. Pour tout i; j = 1; d, @2

@�j@�i
�p (y; x; �p;�; �) 2 L2

�
P �
�0

�
. Par application du lemme 1, on

obtient :

D2Up;n (�p;�; �)
L2(Px;�0)�! Hp

� =

�
1

�2
E�0

�
@2

@�j@�i
�p (Y�; Y0; �p;�; �)

��
i;j

Etant la matrice heissienne de � ! Up (�; �), H
p
� est sym�etrique. De plus :

Lemme 7 Sous (H), pour H�0 d�e�nie en (H 6), on a pour �, 0 < � � �0 :

H
p
� = 2H�0 +O (�)

De plus, il existe �1, 0 < �1 � �0, tel que H
p
� est inversible.

Ce r�esultat est d�emontr�e en annexe B. On a donc la convergence annonc�ee.

3. Montrons la convergence de Rp;n vers 0. Pour i; j; k = 1; d et tout (y; x) 2 R2, on d�e�nit

�
(k;j;i)
p (y; x; �) = sup�2�

��� @3

@�k@�j@�i
�p (y; x; �; �)

���. D'apr�es la formule de Rolles, on a :

����Z 1

0

�
@2

@�j@�i
Up;n

�
�p;� + s

�b��p;n � �p;�� ; ��� @2

@�j@�i
Up;n (�p;�; �)

�
ds

���� � dX
k=1

Dk;j;i
n

�����b��p;n�k � �kp;�����
avec Di;j;l

n = 1
n�2

Pn
k=1 �

(k;j;i)
p

�
Yk� ; Y(k�1)�; �

�
. Or, sous (H 4) et (H 5), �

(k;j;i)
p (y; x; �) 2

L2
�
P �
�0

�
. Par application du lemme 1, Di;j;k

n converge en probabilit�e vers
1
�2
E�0

h
�
(k;j;i)
p (Y�; Y0; �)

i
qui est une constante �nie. Compte tenu de la convergence deb��p;n vers �p;�, on obtient Rp;n

Px;�0! 0.

Il nous reste �a �etablir (2.13) et (2.14). On utilise pour cela le lemme 7 �enonc�e en 2 et le
r�esultat suivant, dont la d�emonstration est donn�ee en annexe C.

Lemme 8 Sous (H), pour H�0 d�e�nie en (H 6), D�0 en (2.10), Q�0 en (2.11) et C�0 en
(2.12), on a :

K1 (�p;�) = 4H�0 + o (1)

8p � 2; Kp (�p;�) = 4H�0 + 4�

�
1

2
D�0 +Q�0 +

1

2
C�0

�
+ o (�)

Pour p � 2, notons M�0 la partie en � du d�eveloppement pr�ec�edent. On obtient :

V p
� (�0)� (2H�0)

�1
�
4H�0 + 4�Mp

�0

�
(2H�0)

�1

=
�
Hp
�

��1 �h
Id �Hp

� (2H�0)
�1
i h
4H�0 + 4�Mp

�0

i h
Id � (2H�0)

�1Hp
�

i� �
Hp
�

��1
+ o (�)

Or : lim�!0H
p
� = 2H�0 et Id �Hp

� (2H�0)
�1 = O (�) (lemme 7). On obtient :

V p
� (�0) = (H�0)

�1
h
Id + �Mp

�0
(H�0)

�1
i
+ o (�)

On proc�ede de mani�ere similaire lorsque p = 1. 2
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2.4 Etude exp�erimentale

Dans ce paragraphe, nous v�eri�erons exp�erimentalement quelques unes des propri�et�es
annonc�ees pour b��p;n ( convergence vers �p;�, �ecart entre b��p;n et �0, variance asymptotique) pour
deux mod�eles de di�usion : les processus de Ornstein-Uhlenbeck (O.U.) et de Cox-Ingersoll-
Ross (C.I.R.). Pour cela, on simule la di�usion sur un intervalle [0; T ], en utilisant un sch�ema
d'Euler au pas �n 0:01. Pour un choix (�; n), avec n� = T , pour � 2 f0:05; 0:1; 0:5g et T = 200,
le param�etre est alors estim�e par les moindres carr�es (E.M.C.) pour di��erents ordres p du
d�eveloppement l'esp�erance conditionnelle. On rep�ete 1000 fois cette exp�erience a�n de calculer

la moyenne et la variance empiriques, not�ees respectivement m
�b��p;n� et S2

�b��p;n�.
2.4.1 Processus de Ornstein-Uhlenbeck

On consid�ere l'e.d.s. suivante:

dYt = ��0Ytdt+ dWt; Y0 = x (2.17)

(2.17) admet une unique solution forte, �a trajectoires continues,

Yt = exp (��0t)
�
x+

Z t

0
exp (�0s) dWs

�
�t�0(x; :) est donc une loi normale N

�
x exp (��0t) ; 1�exp(�2�0t)2�0

�
.

Si �0 > 0, (Yt)t�0 est r�ecurrente positive sur R, de loi invariante ��0 = N
�
0; 1

2�0

�
. En outre,

limjxj!+1 c�0 = +1, (H 3) est v�eri��ee. En�n, on a :

Al
�0
f�0(x) = (��0)l+1 x

P (v) =
1

2�0
; Np(v) =

(��0)p
2

exp (��0v) ; H�0 =
1

2�0

Notons :

Qp (x) = Sn; Sn =

p�1X
l=0

(�x)l+1
(l+ 1)!

(2.18)

L'estimateur associ�e �a l'approximation au rang p de l'esp�erance conditionnelle v�eri�e :

Qp

�
�b��p;n� = Pn

k=1 Y(k�1)�
�
Yk� � Y(k�1)�

�Pn
k=1 Y

2
(k�1)�

De plus, �p;� est solution de l'�equation :

Qp (��) = exp (���0)� 1

Pour p = 1 et p = 3 et pour tout y � 0, l'�equation Qp(x) = y admet une unique solution
positive. Pour p = 2 et y 2 [�1

2 ; 0], cette �equation admet une unique solution dans [0; 1].
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En�n, si p = 1 et y 2 ] � 1; 0], l'unique solution est x = � ln (1 + y). Pour � su�samment
petit, on a en particulier pour p = 1, p = 2 et p =1 :

�1;� =
1

�
(1� exp (���0)) = �0 � �20

2
� + o (�)

�2;� =
1

�

�
1�

p
2 exp (���0)� 1

�
= �0 +

�30
6
�2 + o

�
�2
�

�1;� = �0

On prend comme valeur initiale pour les simulations Y0 = 0 et �0 = 1.
On constate que le biais empirique est d'autant plus proche de 0 que � est petit et que

l'ordre p est �el�ev�e. Notons �egalement que, dans le cas de ce mod�ele pour lequel les quanti-
t�es conditionnelles sont explicites, lorsque p = 1, b��p;n correspond �a l'estimateur associ�e au
contraste gaussien bas�e sur les esp�erances conditionnelles exactes.
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b��p;n (�0 = 1)

� n m
�b��p;n� S2

�b��p;n� �p;�
H�1
�0
T

0.05 4000 0.9878 0.0098 0.9754
p = 1 0.1 2000 0.964525 0.008976 0.951626 0.01

0.5 400 0.7999 0.0068 0.7869

Tab. 2.1 { Processus de O.U. et approximation �a l'ordre 1 : moyenne et variance empiriques
pour 1000 r�ealisations de l'estimateur E.M.C.

b��p;n (�0 = 1)

� n m
�b��p;n� S2

�b��p;n� �p;�
H�1
�0
T

0.05 4000 1.0138 0.0109 1.0004
p = 2 0.1 2000 1.016774 0.011170 1.001807 0.01

0.5 400 1.1172 0.0344 1.076

.]Processus de O.U. et approximation �a l'ordre 2 : moyenne et variance empiriques pour 1000
r�ealisations de l'estimateur E.M.C.. Pour � = 0:5, nous avons obtenu 987 r�ealisations de b��p;n;
dans les autres cas, les r�ealisations de Sn sont en dehors de [�1

2 ; 0].b��p;n (�0 = 1)

� n m
�b��p;n� S2

�b��p;n� �p;�
H�1
�0
T

0.05 4000 1.01335 0.01089 0.999756
p = 3 0.1 2000 1.014716 0.011030 1.000366 0.01

0.5 400 1.0167 0.0179 0.9925

Tab. 2.3 { Processus de O.U. et approximation �a l'ordre 3 : moyenne et variance empiriques
pour 1000 r�ealisations de l'estimateur E.M.C.

b��p;n (�0 = 1)

� n m
�b��p;n� S2

�b��p;n� �p;�
H�1
�0
T

0.05 4000 1.013373 0.010912 1
p =1 0.1 2000 1.014816 0.011036 1 0.01

0.5 400 1.0264 0.0196 1

Tab. 2.4 { Processus de O.U. et approximation �a l'ordre 1 : moyenne et variance empiriques
pour 1000 r�ealisations de l'estimateur E.M.C.
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2.4.2 Processus de Cox-Ingersoll-Ross

On consid�ere l'e.d.s. suivante:

dYt = b0 � a0Ytdt+
p
YtdWt; Y0 = x

On a donc :

� = (b; a) ; �(x) =
p
x; f =t (f1; f2) ; f1(x) = �x et f2(x) = 1

f est C1 sur R et lipschitzienne, � est C1 sur R�+ et h�olderienne de rapport 1
2 . L'e.d.s. admet

donc une solution forte unique, �a trajectoires continues. Si b � 1
2 et a > 0, la di�usion est

r�ecurrente positive sur R�+, de loi invariante �� = � (2b; 2a). Cette loi admet des moments de
tous ordres.
De plus, si b > 2,

R
1

�8(x)d��0 (x) < 1 et donc (H 4) est v�eri��ee. (H 3) est v�eri��ee, car

limx!0+ c�0 (x) = +1 et limx!+1 c�0 (x) = +1. En�n, on a pour tout l � 0, Al
�f� (x) =

(�a)lf�(x), et on montre que :

Np
1 (v) = 0; Np

2 (v) = �(�a0)p+1
2b0 � 1

exp (�a0v)

P1;1(v) =
b0
a0
; P1;2(v) = P2;1(v) =

exp (�a0v)� 2b0
2b0 � 1

; P2;2(v) = 2
a0b0 (b0 � exp (�a0v))
(2b0 � 1) (b0 � 1)

H�1
�0

= (2b0� 1)

 
2a0

2b0�1 1

1 b0
a0

!
:

Qp �etant donn�e par (2.18), l'estimateur du minimum de contraste
�ba�p;n;bb�p;n� v�eri�e le syst�eme

suivant :

Qp

�
�ba�p;n� = Sn; Sn =

�
1
n

Pn
k=1

1
Y(k�1)�

� �
1
n

Pn
k=1

�
Yk� � Y(k�1)�

��� 1
n

Pn
k=1

(Yk��Y(k�1)�)
Y(k�1)��

1
n

Pn
k=1 Y(k�1)�

� �
1
n

Pn
k=1

1
Y(k�1)�

�
� 1

bb�p;n =
ba�p;n
Sn

"
Sn

1

n

nX
k=1

Y(k�1)� �
1

n

nX
k=1

�
Yk� � Y(k�1)�

�
Y(k�1)�

#
De plus, (ap;�; bp;�) est solution de :

Qp (�ap;�) = exp (��a0)� 1

bp;� =
b0
a0
ap;�

Il apparait que ap;� v�eri�e la même �equation que �p;� pour le mod�ele O.U.
Pour p = 1, p = 2 et p =1, lorsque � est proche de 0 :

b1;� = b0 � b0a0
2
� + o (�)

b2;� = b0 +
b0a

2
0

6
�2 + o

�
�2
�

b1;� = b0

On prend Y0 = 1 et (a0; b0) = (1; 3).
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an (a0 = 1) bb�p;n (b0 = 3)

� n m
�ba�p;n� S2

�ba�p;n� ap;�

�
H�1
�0
T

�1

1

m
�bb�p;n� S2

�bb�p;n� bp;�

�
H�1
�0
T

�2

2
0.05 4000 1.0008 0.01002 0.975 2.980 0.0718 2.926

p = 1 0.1 2000 0.96 0.010 0.951 0.01 2.885 0.0764 2.854 0.075
0.5 400 0.802 0.0066 0.786 2.411 0.062 2.360

Tab. 2.5 { Processus de C.I.R. et approximation �a l'ordre 1 : moyenne et variance empirique
pour 1000 r�ealisations de l'estimateur E.M.C.

ba�p;n (a0 = 1) bb�p;n (b0 = 3)

� n m
�ba�p;n� S2

�ba�p;n� ap;�

�
H�1
�0
T

�1

1

m
�bb�p;n� S2

�bb�p;n� bp;�

�
H�1
�0
T

�2

2
0.05 4000 1.027 0.011 1.0004 3.059 0.079 3.001

p = 2 0.1 2000 1.012 0.012 1.0018 0.01 3.041 0.095 3.005 0.075
0.5 400 1.133 0.039 1.076 3.404 0.349 3.23

Tab. 2.6 { Processus de C.I.R. et approximation �a l'ordre 2 : moyenne et variance empirique
pour 1000 r�ealisations de l'estimateur E.M.C.

ba�p;n (a0 = 1) bb�p;n (b0 = 3)

� n m
�ba�p;n� S2

�ba�p;n� ap;�

�
H�1
�0
T

�1

1

m
�bb�p;n� S2

�bb�p;n� bp;�

�
H�1
�0
T

�2

2
0.05 4000 1.027 0.011 0.999 3.058 0.079 2.999

p = 3 0.1 2000 1.010 0.012 1.0003 0.01 3.035 0.094 3.001 0.075
0.5 400 1.020 0.017 0.992 3.066 0.155 2.977

Tab. 2.7 { Processus de C.I.R. et approximation �a l'ordre 3 : moyenne et variance empirique
pour 1000 r�ealisations de l'estimateur E.M.C.

ba�p;n (a0 = 1) bb�p;n (b0 = 3)

� n m
�ba�p;n� S2

�ba�p;n� ap;�

�
H�1
�0
T

�1

1

m
�bb�p;n� S2

�bb�p;n� bp;�

�
H�1
�0
T

�2

2
0.05 4000 1.027 0.011 1 3.058 0.079 3

p =1 0.1 2000 1.010 0.012 1 0.01 3.035 0.094 3 0.075
0.5 400 1.030 0.018 1 3.095 0.167 3

Tab. 2.8 { Processus de C.I.R. et approximation �a l'ordre 1 : moyenne et variance empirique
pour 1000 r�ealisations de l'estimateur E.M.C.
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Annexes

A D�emonstration du lemme 5

Pour simpli�er la d�emonstration nous montrons ce r�esultat dans le cas o�u p = 1. On a
alors : M1 (�; �; x) = �f� (x) et �

1
t =

R t+�
t

(t+��v)
2 (A�0f�0) (Y0) dv.

Montrons que V 1
i est de classe C1;2 sur U(�)�R.

{ Nous commencerons par montrer que (�; �)! V 1
i (�; �) est de classe C2;1 surU(�)�R+� .

Pour tout � > 0, on a :

V 1
i (�; �) =

@

@�i
U1 (�; �) = �2E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(Y� � Y0 � �f� (Y0))
��2 (Y0)

�
(2.19)

La r�egularit�e de V 1
i sur U(�)� R+� est alors une simple cons�equence du lemme 2. On

a en particulier pour tout (�; �) 2 U(�)�R+� :

@

@�j
V 1
i (�; �) = �2

�
E�0

��
@2

@�j@�i
f�

�
(Y0)

�
Y� � Y0 � f� (Y0)

�2 (Y0)

��
(2.20)

+ 2E�0

"�
@
@�i
f�
�
(Y0)

�
@
@�j
f�
�
(Y0)

�2 (Y0)

#

@2

@�k@�j
V 1
i (�; �) = �2

�
E�0

�
@3

@�k@�j@�i
f� (Y0)

�
Y� � Y0 � �f� (Y0)

�2 (Y0)

��
(2.21)

+ 2E�0

24
�

@2

@�k@�i
f�

@
@�j
f� +

@2

@�k@�j
f�

@
@�i
f� +

@2

@�j@�i
f�

@
@�k

f�

�
(Y0)

�2 (Y0)

35
et :

�
V 1
i

�0
(�; �) =

2

�2
E�0

��
@

@�i
f�

�
(Y0)

�
Y� � Y0
�2 (Y0)

��
� 2

�
E�0

"�
@
@�i
f�
�
(Y0) f�0 (Y�)

�2 (Y0)

#
(2.22)

{ Utilisant �a nouveau le lemme 2, on montre que � ! V 1
i (�; 0) et � ! R1

i (�) sont de
classe C2 sur U(�). On d�eduit en particulier que V 1

i est de classe C2 sur U(�)�R�� .
{ Pour achever cette d�emonstration, il nous reste �a montrer que :

A V 1
i et ses d�eriv�ees partielles successives par rapport �a � sont continues en tout

point de la forme (�; 0) avec � 2 U(�).
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B Pour tout � 2 U(�), � ! V 1
i (�; �) est d�erivable en 0 et sa d�eriv�ee (�; �) !�

V 1
i

�0
(�; �) est continue en tout point (�; 0).

Dans les deux cas, nous nous basons sur l'�equation suivante qui est obtenue en utilisant
le sch�ema (2.3) avec p = 1 dans (2.19).

V 1
i (�; �) = �2�

Z 1

0
(1� v)E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(A�0f�0 ) (Y�v)

�2 (Y0)

�
dv (2.23)

� 2E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2 (Y0)

��
Montrons A.
Nous nous contenterons en fait de prouver la continuit�e de V 1

i , la continuit�e de ses
d�eriv�ees partiellles �etant obtenue de mani�ere similaire. Soient � 2 U(�) et ((�n; �n))n
une suite de U(�)�R+� qui converge vers (�; 0). Utilisant (2.23), on a :

V 1
i (�n; �n) = �2�n

Z 1

0
(1� v)E�0

�
@

@�i
f�n (Y0)

(A�0f�0 ) (Y�nv)

�2 (Y0)

�
dv

� 2E�0

��
@

@�i
f�n

�
(Y0)

�
f�0 (Y0)� f�n (Y0)

�2 (Y0)

��
D'apr�es le lemme 2, on sait que, sous (H), les fonctions qui interviennent dans ce d�eve-
loppement sont continues respectivement sur U(�)�R+ et U(�). On en d�eduit que :

lim
n!1 V 1

i (�n; �n) = �2E�0

��
@

@�i
f�

�
(Y0)

�
f�0 (Y0)� f� (Y0)

�2 (Y0)

��
= V 1

i (�; 0)

De même :

lim
n!1 V 1

i (�n;��n) = V 1
i (�; 0)

car, � ! V 1
i (�; 0) et � ! R1

i (�) sont continues sur U(�). La continuit�e de V 1
i sur tout

point de la forme (�; 0) est donc d�emontr�ee.

Montrons B.
Utilisant l'�equation (2.23), on a pour � > 0 :

V 1
i (�; �)� V 1

i (�; 0)

�
= �2

Z 1

0
(1� v)E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(A�0f�0) (Y�v)

�2 (Y0)

�
dv

Par continuit�e, on a que la d�eriv�ee �a droite est :

�
V 1
i

�0
(�; 0) = �E�0

�
@

@�i
f� (Y0)

(A�0f�0) (Y0)

�2 (Y0)

�
= R1

i (�)

Or, la limite �a gauche est identique, on en d�eduit la d�erivabilit�e en 0.
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Pour montrer la continuit�e de
�
V 1
i

�0
, on consid�ere ((�n; �n))n une suite de points de

U(�)�R+� qui converge vers (�; 0). D'apr�es (2.22) et (2.3), on a :

�
V 1
i

�0
(�n; �n) = 2

Z 1

0
(1� v)E�0

�
@

@�i
f�n (Y0)

�
(A�0f�0) (Y�nv)

�2 (Y0)

��
dv

� 2

�n
E�0

�
@

@�i
f�n (Y0)

�
f�0 (Y�)� f�0 (Y0)

�2 (Y0)

��
Or, par application de la formule de Ito, on a :

� 2

�n
E�0

�
@

@�i
f�n (Y0)

�
f�0 (Y�)� f�0 (Y0)

�2 (Y0)

��
= � 2

�n

Z �n

0
E�0

�
@

@�i
f�n (Y0)

�
(A�0f�0) (Yv)

�2 (Y0)

��
dv

Par continuit�e des fonctions qui dans le d�eveloppement de
�
V 1
i

�0
(lemme 2), on obtient :

lim
n!1

�
V 1
i

�0
(�n; �n) = �E�0

"�
@
@�i
f�
�
(Y0) (A�0f�0) (Y0)

�2 (Y0)

#
= R1

i (�)

Or :

lim
n!1

�
V 1
i

�0
(�n;��n) = lim

n!1R
1
i (�n) = R1

i (�)

La fonction (�; �)! �
V 1
i

�0
(�; �) est donc continue en tout point de la forme (�; 0).

On a donc le r�esultat annonc�e : (�; �)! V 1
i (�; �) est de classe C

2;1 sur U(�)�R.

Montrons (2.5), (2.6) et (2.7).

L'�equation (2.5) est obtenue en utilisant (2.23). Pour � > 0 et � = �0, on a :

V 1
i (�0; �) = �2�

Z 1

0
(1� v)E�0

��
@

@�i
f�0

�
(Y0)

(A�0f�0 ) (Y�v)

�2 (Y0)

�
dv

Par application du lemme 2, on sait que � ! E�0

��
@
@�i
f�0
�
(Y0)

(A�0f�0)(Y�v)
�2(Y0)

�
est continue.

D'o�u :

@

@�i
U1 (�0; �) = V 1

i (�0; �)

= ��E�0

��
@

@�i
f�0

�
(Y0)

(A�0f�0) (Y0)

�2 (Y0)

�
+ o (�)

Par les mêmes arguments, en utilisant (2.20), (2.21) et la d�ecomposition (2.3), on obtient
pour � > 0 :

@2

@�j@�i
U1 (�0; �) =

@

@�j
V 1
i (�0; �)

= 2E�0

"�
@
@�i
f�0
�
(Y0)

�
@
@�j
f�0
�
(Y0)

�2 (Y0)

#
+O (�)

86



et :

@3

@�k@�j@�i
U (�0; �) =

@2

@�k@�j
V 1
i (�0; �)

= 2E�0

24
�

@2

@�k@�i
f�0

@
@�j
f�0 +

@2

@�k@�j
f�0

@
@�i
f�0 +

@2

@�j@�i
f�0

@
@�k

f�0

�
(Y0)

�2 (Y0)

35 +O (�)

(2.6) et (2.7) sont donc v�eri��ees. 2
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B D�emonstration du lemme 7 :

Pour i; j = 1; d, d'apr�es le lemme 5, pour � > 0, � ! @2

@�j@�i
Up (�; �) est de classe C

1 sur
�
�. Utilisant la formule de Taylor-Young, on obtient pour �, 0 < � � �0 :

@2

@�j@�i
Up (�p;�; �) =

@2

@�j@�i
Up (�0; �) +

dX
k=1

@3

@�k@�j@�i
U (�0; �)

�
�kp;� � �k0

�
+ " (�p;� � �0) jj�p;� � �0jj2

avec limh!0 " (h) = 0. D'apr�es (2.6), (2.7) et l'�ecart calcul�e entre �p;� et �0, on a :

@2

@�j@�i
Up (�p;�; �) = 2E�0

"�
@
@�i
f�0

@
@�j
f�0
�
(Y0)

�2 (Y0)

#
+O (�)

et, donc : Hp
� = 2H�0 +O (�).

Il nous reste �a montrer que Hp
� est inversible. Le d�eveloppement pr�ec�edent implique que

lim�!0H
p
� = 2H�0 . H�0 �etant inversible par (H 6), il existe en particulier �1, 0 < �1 � �0, tel

que Hp
� est inversible. 2
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C D�emonstration du lemme 8 : d�eveloppement de Kp (�p;�) en
fonction de �

Pour tout p 2 N�, on a :

Kp (�p;�) = T p (�p;�) + Sp (�p;�)

o�u T p (�p;�) et S
p (�p;�) sont en (2.15)-(2.16). Nous commencerons par �etablir que, pour tout

p � 1 :

T p (�p;�) = 4H�0 + 4�Mp
�0
+ o (�)

o�u, pour tout p � 2, Mp
�0
= 1

2D�0 +Q�0 +
1
2C�0 .

Dans une seconde partie, nous montrerons que, pour tout p � 1, il existe Cp > 0 �nie telle
que :

8 i = 1; d; 8 j = 1; d;
���Spi;j (�p;�)��� � Cp�

p� 1
2

On aura alors le d�eveloppement annonc�e pour Kp (�p;�).

C.1 D�eveloppement de T p (�p;�)

Sous (H), par application du lemme 2, � ! T p (�) est de classe C2 sur
�
� par d�erivation

sous l'esp�erance. Pour tout i; j = 1; d, la formule de Taylor-Young donne :

T p
i;j (�p;�) = T p

i;j (�0) +
dX

k=1

@

@�k
T p
i;j (�0) (�p;� � �0) + " (�p;� � �0) jj�p;� � �0jj2 (2.24)

Nous allons �etablir un d�eveloppement en � pour les termes T p
i;j (�0) et @

@�k
T p
i;j (�0). Pour

simpli�er, nous m�enerons les calculs pour p = 1 et donnerons les r�esultats pour p � 2.

{ Du fait de (2.3), on a :

T 1
i;j (�0) =

4

�
E�0

"�
@

@�i
f�0

@

@�j
f�0

�
(Y0)

�
�10 + �10

�2
�4 (Y0)

#

1. Etudions A (�) = 4
�E�0

��
@
@�i
f�0

@
@�j
f�0
�
(Y0; )

(�10)
2

�4(Y0)

�

A (�) =
4

�

Z �

0
Pi;j (v)dv +

8

�

Z �

0
(� � v)Qi;j (v)dv

+

Z �

0
(� � v)2E�0

"
@

@�i
f�0 (Y0)

�2 (Yv)
�
f 0�0
�2
(Yv)

�4 (Y0)

#

Compte tenu de la r�egularit�e des fonctions qui interviennent dans le d�eveloppement
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pr�ec�edent (lemme 2), on a :Z �

0
Pi;j (v)dv = �Pi;j (0) +

�2

2
P 0i;j (0) + o

�
�2
�

Z �

0
(� � v)Qi;j (v)dv =

�2

2
Qi;j (0) + o

�
�2
�

Z �

0
(� � v)2E�0

"
@

@�i
f�0 (Y0)

�2 (Yv)
�
f 0�0
�2
(Yv)

�4 (Y0)

#
= o

�
�2
�

De ce qui pr�ec�ede, on d�eduit que :

A (�) = 4Pi;j (0) + 2�P 0i;j (0) + 4�Qi;j (0) + o (�)

2. Soit B (�) = 4
�E�0

��
@
@�i
f�0

@
@�j
f�0
�
(Y0; )

(�10)
2

�4(Y0)

�
. Par une double application de l'in-

�egalit�e de Schwarz, on montre que :

jB (�)j � DiDjM�3

avec :

Di = E�0

24 @
@�i
f�0 (Y0)

�2 (Y0)

!4
35 1

4

; M = E�0

h
(A�0f�0 )

4 (Y0)
i 1
2

3. Majorant le double produit restant grâce �a l'in�egalit�e de Schwarz, on montre qu'
il est de l'ordre d'un o (�).

On a donc :
T 1
i;j (�0) = 4Pi;j (0) + 2�P 0i;j (0) + 4�Qi;j (0) + o (�)

Pour p � 2, on voit apparaitre le terme suppl�ementaire Ci;j d�e�ni en (2.12) :

T 1
i;j (�0) = 4Pi;j (0) + 2�P 0i;j (0) + 4�Qi;j (0) + 2�Ci;j (0) + o (�)

{ Traitons les termes @
@�k

T p
i;j (�0) (k = 1; d). Par le même type d'arguments, on montre

que pour tout p � 1 et tout k = 1; d :

@

@�k
T p
i;j (�0) = E�0

24
�

@2

@�k@�i
f�0

@
@�j
f�0 +

@2

@�k@�j
f�0

@
@�i
f�0

�
(Y0)

�2 (Y0)

35+ o(1)

Pour tout p � 2, l'�ecart entre �p;� et �0 est o (�). L'�equation (2.24) s'�ecrit alors :

T p
i;j (�p;�) = 4Pi;j (0) + 2�P 0i;j (0) + 4�Qi;j (0) + 2Ci;j (0) + o (�)

et :

T p (�p;�) = 4H�0 + 2�D�0 + 4�Q�0 + 2�C�0 + o (�)
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Pour p = 1, �1;� � �0 =
1
2H

�1
�0
N1
�0
� + o (�). L'expression de (2.24) est alors plus compliqu�ee.

Notons, pour i; j = 1; d :

Bi;j =

0@E�0

24
�

@2

@�k@�i
f�0

@
@�j
f�0 +

@2

@�k@�j
f�0

@
@�i
f�0

�
(Y0)

�2 (Y0)

351A
k=1;d

et :

B�0 =
�
tBi;jH

�1
�0
N1
�0

�
i;j

On a ainsi :

T 1 (�p;�) = 4H�0 + 2�D�0 + 4�Q�0 + 2�B�0 + o (�)

On obtient ainsi le d�eveloppement annonc�e. 2

C.2 Majoration de Sp (�p;�)

Pour tout p � 1, par application de l'in�egalit�e de Schwarz, pour i = 1; d et j = 1; d, on a :���Spi;j��� =

���� 2�3E�0

�
@

@�i
�p (Y�; Y0; �p;�; �)U�

�
@

@�j
�p

�
(Y�)

�����
� 2

�
3
2

q
T p
i;i (�p;�)

��������U� � @

@�j
�p

���������
L2(��0)

D'apr�es C.1, T p
i;i (�p;�) est major�e par une constante �nie. Il nous reste donc �a majorer����U� � @

@�j
�p

�����
L2(��0)

. Notons : 	j
p (x) = ���0

�
@
@�j

�p

�
(x).

On a : ��0

�
	j
p

�
= �2 @

@�j
Up (�p;�; �) = 0 (lemme 6). De plus, utilisant (2.3) avec h(x) = x, on

obtient pour Mp d�e�nie en (2.4) :

	j
p (x) = �2

�
@

@�j
Mp

�
(x; �p;�; �)

�
Mp (x; �p;�; �)�Mp (x; �0; �) +

Z �

0

(� � v)p
p!

���0

�
Ap
�0
f�0

�
(x)

�
Compte tenu de l'�ecart entre �p;� et �0, on d�eduit de ce qui pr�ec�ede et de la propri�et�e 2 qu'il
existe Dj une constante positive �nie telle que :����	j

p

����
L2(��0)

� Dj�
p+2

Donc : ��������U� � @

@�j
�p

���������
L2(��0)

�
1X
k=0

�������k��0 �	j
p

�������
L2(��0)

� Dj

1X
k=0

exp (��k�) �p+2

� Dj
�

1� exp (���)�
p+1 = ~Dj�

p+1
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o�u ~Dj est une constante �nie.
En conclusion, pour tout i = 1; d et tout j = 1; d, il existe une constante �nie Di;j telle que :���Spi;j��� � Di;j�

p� 1
2

On prend alors Cp = maxi;j Di;j et on obtient la majoration annonc�ee. Lorsque p � 2,
Spi;j (�p;�) est un o (�), T p

i;j (�p;�) �etant le terme dominant dans le d�eveloppement en � de

K
p
i;j (�p;�). Par contre, pour p = 1, S1

i;j (�p;�) = o (1) et K1
i;j (�p;�) se d�eveloppe en 4Pi;j (0) +

o (1). 2
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Chapitre 3

Estimation du param�etre de d�erive
d'une di�usion sous des conditions
d'irr�egularit�e de la d�erive.

3.1 Introduction

Soit (
;F ; P ) un espace de probabilit�e, B = (Bt)t�0 un mouvement brownien standard
issu de 0 et � une variable ind�ependante de B, d�e�nis sur l'espace pr�ec�edent. On munit
cet espace de la �ltration fFtgt�0, o�u Ft = � (Gt [N ) est la tribu Gt = � (�; Bs; 0 � s � t)
compl�et�ee par N = fN � 
; 9 G 2 G1; N � G;P (G) = 0g.
On consid�ere l'�equation di��erentielle stochastique (e.d.s.) d�e�nie par :

dXt = b (Xt � r0)dt+ dBt; 0 � t � T (3.1)

X0 = �

o�u b est une fonction connue et r0 est un param�etre inconnu que l'on d�esire estimer.
On d�e�nit, pour tout r�eel a, C2

fag, l'ensemble des fonctions f continues sur R, de classe C2 sur

R� fag telles que, si l'on note f 0 et f 00 les d�eriv�ees �a l'ordre 1 et 2, limx!a+�
f 0 (x) = f 0

�
a+�
�

et limx!a+�
f 00 (x) = f 00

�
a+�
�
existent et sont �nies avec f 0 (a+) 6= f 0 (a�). Dans la suite, nous

consid�erons une fonction b appartenant �a C2
f0g et nous nommerons di�usion �a seuil un tel

mod�ele; un prototype est :

dXt = b1 (Xt � r0) I(Xt>r0) + b2 (Xt � r0) I(Xt�r0)dt+ dBt (3.2)

o�u b1 et b2 sont de classe C2 sur R, telles que b1 (0) = b2 (0) et b01 (0) 6= b02 (0).

Sous l'hypoth�ese b 2 C2
f0g, le mod�ele �etudi�e appartient �a la classe plus g�en�erale des mod�eles

r�eguliers : de d�erive x! b (x; r) continue et di��erentiable en moyenne quadratique par rapport
�a r. Dans [13], Kutoyants montre que, pour un mod�ele r�egulier, l'estimateur du maximum
de vraisemblance associ�e �a une observation continue du processus stationnaire ergodique sur
[0; T ] est optimal (T ! +1). Notre but est �egalement de fournir une estimation optimale
de r0 dans le cas d'une di�usion �a seuil mais bas�ee sur une observation discr�etis�ee �a pas
�n hn (hn ! 0) du processus : (Xkhn)k=0;n avec nhn = T . Nous nous basons pour cela sur
l'estimateur des Moindres Carr�es (M.C.) associ�es au sch�ema d'approximation d'Euler.
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Lorsque (Xt)t�0 est ergodique et la fonction de d�erive est de classe C2 sur R (mod�ele

C2), les r�esultats de Florens-Zmirou [8] impliquent la consistance de cet estimateur sous la
condition nhn ! 1 et hn ! 0. Si de plus nh3n ! 0, il est asymptotiquement normal et
e�cace avec une vitesse de l'ordre de

p
nhn. Nous allons montrer que cet estimateur conserve

ses propri�et�es asymptotiques sous des conditions analogues lorsque b 2 C2
f0g, si l'on impose

que b soit lipschitzienne .

Dans une deuxi�eme partie, nous pr�esentons le sch�ema d'approximation d'Euler pour les
di�usions �a seuil. Le x 3 regroupe les hypoth�eses et r�esultats techniques permettant l'�etude du
comportement asymptotique de l'estimateur d�eriv�e des moindres carr�es et du sch�ema d'Eu-
ler. Dans la section 4, nous prouvons la consistance de cet estimateur lorsque nhn ! 1
et hn ! 0. Le x 5 est consâcr�e �a l'�etude de la loi asymptotique. Le fait que le contraste
ne soit pas de classe C2 sur tout R, nous oblige �a recourir �a un sch�ema de d�emonstration
di��erent des techniques habituellement utilis�ees (d�erivation du contraste au point d'estima-
tion). Nous commen�cons par �etablir la vitesse de convergence de l'estimateur en imposant un
premier renforcement de l'hypoth�ese de d�ecroissance de la suite (hn)n vers 0 : si

�
nh3n

�
n
est

born�ee, nous obtenons une vitesse de convergence de l'estimateur de l'ordre de
p
nhn. Nous

montrons ensuite que l'estimateur est asymptotiquement normal et e�cace, sous la condition
suppl�ementaire nh3n ! 0. Dans le x 6, nous exp�erimentons les r�esultats pr�ec�edents pour un
mod�ele de di�usion particulier du type de (3.2) : un CTAR(1) (mod�ele AR �a seuil et �a temps
continu) �a raccordement continu. Dans la derni�ere partie, nous nous int�eressons aux mod�eles
autor�egressifs �a l'ordre 1 et �a temps discret dont la fonction d'autor�egression est de la forme
b (x� r0) o�u b sous lin�eaire et appartient �a C

2
f0g. Nous transposons ainsi les techniques pr�e-

cedemment utilis�ees pour les di�usions �a seuil a�n d'�etudier le comportement asymptotique
de l'estimateur des moindres carr�es conditionnels du param�etre de seuil.

3.2 R�esultat d'approximation d'Euler pour les mod�eles �a seuil

Consid�erons l' e.d.s. d�e�nie par :

dXt = b (Xt)dt+ � (Xt)dBt (3.3)

Soit (X;B) une solution faible de cette �equation (cf. [12], p.300). Pour un mod�ele C2, le
sch�ema d'approximation d'Euler �a pas � permet d'approcher le mod�ele discret exact avec une
erreur de l'ordre OP

�
�2
�
[16]. Pour les di�usions �a seuil, le r�esultat est le suivant :

Lemme 1 (Sch�ema d'Euler pour les mod�eles �a seuil)
Supposons que :

1. b 2 C2
fag et � est continue sur R.

2. Pour tout t � 0, E
�R t

0 �
2 (Xu) du

�
<1 et E

�R t
0 [b

0�]2 (Xu)du
�
<1.

Alors :

8 t � 0; Xt+� = Xt + �b (Xt) + �t + "t

avec :

�t =

Z t+�

t
(t + � � s)h (Xs)ds+

1

2

�
b0
�
a+
�� b0 �a��� Z t+�

t
[Ls (a)� Lt (a)]ds
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o�u h (x) = b (x) b0 (x) + 1
2�

2 (x) b00 (x) et (Lt (a))t�0 est le temps local de (Xt)t�0 en a ([12],
p.218). De plus, ("t)t�0 est une suite de variables de carr�e int�egrable, telles que E ["t j Ft] = 0
et d�e�nies par :

"t =

Z t+�

t
� (Xs)

�
1 + (t + � � s) b0 (Xs)

�
dBs

Commentaire :
La di��erence entre le cas C2 et le cas �a seuil r�eside dans l'ordre de grandeur de la variable
d'erreur �t. Dans le premier cas, elle est en OP

�
�2
�
. Ceci n'est plus vrai pour les di�usions

�a seuil du fait de l'apparition du temps local. Cependant, si b est lipschitzienne, on va mon-
trer que dans les deux cas, E (j�tj) � C�2. Ainsi, pour les di�usions �a seuil comme pour les
mod�eles C2 [8], si nhn !1 et nh3n ! 0, les M.C. associ�es au sch�ema d'Euler fournissent un
estimateur consistant et asymptotiquement normal.
D�emonstration du lemme 1 :
La d�emonstration de ce r�esultat repose sur le lemme suivant dont la d�emonstration est donn�ee
en annexe A.

Lemme 2 Soit (Xt)t�0 une semi-martingale continue, Xt = X0 +Mt + Vt, et f un �el�ement

de C2
fag. Alors, pour tout t � 0 :

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0
f 0 (Xs)dXs +

1

2

Z t

0
f 00 (Xs) d < M >s +

�
f 0
�
a+
�� f 0 �a���Lt (a) (3.4)

Pour tout t � 0, on a :

Xt+� = Xt + �b (Xt) +

Z t+�

t
(b (Xs)� b (Xt))ds+

Z t+�

t
� (Xs)dBs

Par application du lemme 2, on a pour tout s 2 [t; t+ �] :

b (Xs)� b (Xt) =

Z s

t

�
b0�
�
(Xu)dBu +

Z s

t

�
bb0 +

1

2
�2b00

�
(Xu)du (3.5)

+
�
b0
�
a+
�� b0 �a��� [Ls (a)� Lt (a)]

Donc :

db (Xt) = h (Xt) dt+
�
b0�
�
(Xt) dBt +

�
b0
�
a+
�� b0 �a��� dLt (a) (3.6)

avec h (x) =
�
bb0 + 1

2�
2b00
�
(x).

D'apr�es (3.6) et la formule de Ito appliqu�ee au processus (sb (Xs))s�0, on a :

(t+ �) b (Xt+�)� tb (Xt) =

Z t+�

t

b (Xs)ds+

Z t+�

t

sdb (Xs)

=

Z t+�

t
b (Xs)ds+

Z t+�

t
s h (Xs) ds

+

Z t+�

t
s
�
�b0
�
(Xs) dBs +

�
b0
�
a+
�� b0 �a��� Z t+�

t
s dLs (a)
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De plus, si on multiplie (3.5) par (t + �), on obtient :

(t+ �) b (Xt+�)� (t + �) b (Xt) =

Z t+�

t
(t+ �)

�
b0�
�
(Xs) dBs +

Z t+�

t
(t+ �)h (Xs)ds

+
�
b0
�
a+
�� b0 �a��� [(t+ �)Lt+� (a)� (t + �)Lt (a)]

En soustrayant membre �a membre les deux �egalit�es pr�ec�edentes, on obtient :Z t+�

t

(b (Xs)� b (Xt)) ds =

Z t+�

t

(t+ � � s) �b0�� (Xs) dBs +

Z t+�

t

(t+ � � s) h (Xs)ds

=
�
b0
�
a+
�� b0 �a��� �(t + �)Lt+� (a)� (t+ �)Lt (a)�

Z t+�

t
s dLs (a)

�
Or, appliquant la formule de Ito au processus (sLs (a))s�0, on a :

(t + �)Lt+� (a)� (t + �)Lt (a)�
Z t+�

t
s dLs (a) =

Z t+�

t
Ls (a)ds� �Lt (a)

On obtient ainsi le r�esultat annonc�e. 2.

3.3 Hypoth�eses et r�esultats pr�eliminaires

On d�e�nit L2
0 (�) =

�
f : R! R; � (f) = 0; �

�
f2
�
<1	 et pour tout p 2 N�, jjf jjp;� =

[� (jf jp)] 1p .
Pour k 2 N

�, �khnB = Bkhn � B(k�1)hn repr�esente l'accroissement brownien entre khn et
(k + 1)hn.
On note pour s 2 [0; T ], bs(r) = b (Xs � r), et pour (a; b) 2 R

2, Ma;b = maxfjaj ; jbjg.
On suppose que r0 2 ]a; b[, o�u a et b sont deux r�eels tels que a < b.
Posons les conditions suivantes (A) :

(A 1) b appartient �a C2
f0g et il existe K > 0 telle que :

8 (x; y) 2 R2; jb (x)� b (y)j � K jx� yj

On suppose de plus que b00 est �a croissance polynomiale.
Sous (A 1), pour toute condition initiale � ind�ependante de (Bt)t�0, (3.1) admet une
unique solution forte not�ee (Xt)t�0.

(A 2) Notons sr0 (x) = exp
�
�2 R xr0 b (y � r0) dy� la d�eriv�ee de la fonction d'�echelle associ�ee �a

(3.1) et supposons que :Z 1

0
sr0 (x)dx =

Z 0

�1
sr0 (x)dx =1 et

Z 1

�1
[sr0 (x)]

�1 dx = C (r0) <1

Sous (A 1) et (A 2), (Xt)t�0 est r�ecurrente positive sur R, de loi invariante �r0 (dx) =

[C (r0) sr0 (x)]
�1 dx. Notons qr0 la densit�e de probabilit�e de �r0.

(A 3) La loi de � est �r0 .
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(A 4) Notons P t
r0 le semi-groupe associ�e �a (3.1).

�r0 admet des moments de tous ordres et il existe � > 0 tel que pour tout t � 0, on a :

8f 2 L2
0 (�r0) ;

����P t
r0f
����
2;�r0

� exp (��t) jjf jj2;�r0

(A 5) I (r0) =
R
R

h
(b0)2

�
(x� r0)

+� I(x>r0) + (b0)2
�
(x� r0)�

�
I(x�r0)

i
qr0 (x)dx > 0

On peut faire les observations suivantes sur (A) :

1. Hansen et Scheinkman donnent dans [9] (proposition 9, p.801) des conditions su�santes
pour v�eri�er (A 4). Sous (A 1), (A 2) et (A 3), il su�t de montrer que :

(a) lim infx!+1 qr0 (x) = 0 et limx!+1 1
2b(x�r0) existe et est �nie.

(b) lim infx!�1 qr0 (x) = 0 et limx!�1 1
2b(x�r0) existe et est �nie.

Cette hypoth�ese est par exemple v�eri��ee pour un CTAR(1) (cf. x 6).
2. On remarque que si (Xt)t�0 est l'unique solution forte, stationnaire stricte et ergodique

de (3.1), il en est de même pour (Xt � r0)t�0 relativement �a l'e.d.s. :
dXt = b (Xt)dt + dBt; 0 � t � T

On peut donc raisonner en prenant r0 = 0. On note alors P0 = P�0 la loi du processus
stationnaire et E0 l'esp�erance sous P0.

3. Sous (A 1), b0 est born�ee sur R par K.

Nous terminerons ce paragraphe en �enon�cant deux propri�et�es et un lemme qui nous servirons
par la suite.

Propri�et�e 1 Sous (A) et si (hn)n�0 est born�ee, il existe une constante 1 C telle que, pour
tout k 2 N� et tout n, on a :

E0

h�
Xkhn � E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��4i � Ch2n

Propri�et�e 2 Sous (A), il existe C telle que, pour tout k 2 N� et tout n, on a :

E0

���E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��X(k�1)hn � hnb(k�1)hn (0)
��� � Ch2n

Les d�emonstrations de ces propri�et�es sont donn�ees respectivement en annexes B et C.

Lemme 3 Sous (A), pour toute f dans L2
0 (�0), on a, si nhn ! 1 et hn ! 0 :

1

n

nX
k=1

f
�
X(k�1)hn

� L2(P0)�! 0

D�emonstration :
Si f 2 L2

0 (�0), on a, du fait de la stationnarit�e, E0

�
1
n

Pn
k=1 f

�
X(k�1)hn

��
= 0. En outre,

pour k � j, en utilisant l'in�egalit�e de Schwarz et l'hypoth�ese (A 4) , on a :

jE0 [f (Xkhn) f (Xjhn)]j = jE0 [f (Xkhn)E0 [f (Xjhn) j Fkhn ]]j
� jjf jj2;�0

������P (j�k)hn
r0 f

������
2;�0

� jjf jj22;�0 exp (��(j � k)hn)

1. Dans la suite, l'ensemble des constantes introduites sont �nies et strictement positives.
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D'o�u :

V ar

"
1

n

nX
k=1

f
�
X(k�1)hn

�# � 1

n2
jjf jj22;�0

0@n+ 2
X

0�k<j�n
exp (��(j � k)hn)

1A
� 1

n
jjf jj22;�0

�
1 + 2

exp (��hn)
1� exp (��hn)

�
Or, si nhn !1 et hn ! 0, n (1� exp (��hn))! 1. On a donc la convergence annonc�ee. 2

3.4 Etude de la consistance

La fonction d'estimation obtenue en couplant la m�ethode des M.C. au sch�ema d'approxi-
mation d'Euler est donn�ee par :

Un (r) =
1

nh2n

nX
k=1

�
Xkhn �X(k�1)hn � hnb

�
X(k�1)hn � r

��2
Nous allons commencer par v�eri�er que Un est bien un contraste au sens de la d�e�nition 3.2.7
de [7]. Un s'exprime en autre en fonction de la martingale centr�ee Mn et du reste Rn d�e�nis
par :

Mn(r) =
nX

k=1

b(k�1)hn (r)
�
Xkhn � E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��
Rn (r) =

nX
k=1

�
b(k�1)hn(0)� b(k�1)hn (r)

� �
E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��X(k�1)hn � hnb(k�1)hn (0)
�

Ces deux variables statisfont les lemmes suivants qui sont des cons�equences directes respecti-
vement des propri�et�es 1 et 2.

Lemme 4 Sous (A) et si (hn)n�0 est born�ee, il existe C telle que pour tout couple (r; s) 2
[a; b]2 et tout n 2 N� :

E0

h
(Mn (r))

2
i
� Cnhn et E0

h
(Mn(r)�Mn(s))

2
i
� Cnhn (r� s)2

D�emonstration du lemme 4 :
Mn est une martingale centr�ee. Utilisant la propri�et�e de lipschitz de b, on obtient :

E0

h
(Mn(v)�Mn(u))

2
i

=
nX

k=1

E0

h�
b(k�1)hn(v)� b(k�1)hn(u)

�2 �
Xkhn � E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��2i
� K2 (v � u)2

nX
k=1

E0

h�
Xkhn �E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��2i
En utilisant la propri�et�e 1, on a l'in�egalit�e annonc�ee.
Pour montrer l'autre in�egalit�e, il su�t d'appliquer l'in�egalit�e de Schwarz et d'utiliser �a nou-
veau la propri�et�e 1.2
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Lemme 5 Sous (A), il existe C telle que pour tout n 2 N� :
8 (v; u) 2 [a; b]2 ; E0 [jRn (v)� Rn (u)j] � C jv � ujnh2n (3.7)

8�; � 2 [0; b� a] ; E0

"
sup

jv�uj��;(v;u)2[a;b]2
jRn (v)�Rn (u)j

#
� C � nh2n (3.8)

8�; � 2 ]0;Ma;b[ ; E0

"
sup

��jrj�Ma;b;r2[a;b]

����Rn (r)

r

����
#
� Cnh2n (3.9)

D�emonstration du lemme 5 :
Montrons (3.7). Pour tout (v; u) 2 [a; b]2, le caract�ere lipschitz de b implique que :

E0 [jRn (v)�Rn (u)j]

�
nX

k=1

E0

���b(k�1)hn (v)� b(k�1)hn (u)�� ��E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��X(k�1)hn � hnb(k�1)hn (0)
���

� K jv � uj
nX

k=1

E0

���E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��X(k�1)hn � hnb(k�1)hn (0)
���

Il su�t alors d'utiliser la propri�et�e 2 pour obtenir (3.7). (3.8) et (3.9) se montrent de mani�ere
similaire. 2

Utilisant ces deux lemmes, on montre que :

Lemme 6 Sous (A), lorsque nhn !1 et hn ! 0, on a :

8 r 2 [a; b] ; Un (r)� Un (0)
L1(P0)�! U (r; 0) =

Z
(b (x� r)� b (x))2 �0 (dx)

o�u r! U (r; 0) est une fonction continue et positive, qui admet un unique minimum en r = 0.

D�emonstration du lemme 6 :
Pour tout r 2 [a; b], on a :

Un(r)� Un(0) =
2

nhn
(Mn(0)�Mn(r)) +

1

n

nX
k=1

�
b(k�1)hn(0)� b(k�1)hn (r)

�2
+

2

nhn
Rn (r)

D'o�u, d'apr�es les lemmes 5 et 4 :

E0 [jUn(r)� Un(0)� U (r; 0)j] � 2

nhn
E0 [jMn(0)�Mn(r)j] + 2

nhn
E0 [jRn (r)j]

+ E0

"����� 1n
nX

k=1

�
b(k�1)hn(0)� b(k�1)hn (r)

�2 � U (r; 0)

�����
#

� C

�
1p
nhn

+ hn

�
Ma;b

+ E0

"����� 1n
nX

k=1

�
b(k�1)hn(0)� b(k�1)hn (r)

�2 � U (r; 0)

�����
#
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De plus, le lemme 3 implique que si nhn !1 et hn ! 0, on a :

E0

"����� 1n
nX

k=1

�
b(k�1)hn(0)� b(k�1)hn (r)

�2 � U (r; 0)

�����
#
�! 0

Pour tout r dans [a; b], on obtient la convergence dans L1 (P0) de Un(r)�Un(0) vers U (r; 0).
Montrons que r! U (r; 0) est une fonction continue qui admet un unique minimum en r = 0.
Par hypoth�ese, b est lipschitzienne et �0 admet des moments de tous ordres. Par application
du th�eor�eme de Lebesgue, on obtient la continuit�e de U sur R.
Si l'on suppose qu'il existe ~r tel que ~r 6= 0 et U (~r; 0) = 0, alors pour tout x 2 R, b (x � ~r) =

b (x). On a ainsi : b0 (~r+) = limh!0+
b(~r+h)�b(~r)

h = limh!0+
b(h)�b(0)

h = b0 (0+) et de même
b0 (~r�) = b0 (0�). Or, b0 (~r+) = b0 (~r�). On obtient donc b0 (0+) = b0 (0�) ce qui contredit
l'hypoth�ese b 2 C2

f0g. 2

Notons brn l'estimateur du minimum de contraste associ�e �a Un :brn = inf
r2[a;b]

Un (r)

Avant de d�emontrer la consistance de brn, il nous faut �enoncer une version simpli��ee du
th�eor�eme 19 de Ibragimov et Has'minskii ([11], annexe I, p.372) :

Lemme 7 Soient a et b deux r�eels tels que a < b. On consid�ere (Yr)r2[a;b] un processus
continu �a valeurs dans R. On suppose qu'il existe trois constantes � � 
 + 1 > 1 et � > 0
telles que, pour tout couple (r; u) 2 [a; b]2 v�eri�ant r + u 2 [a; b], on a :

E [jYrj�] � �; E [jYr+u � Yrj�] � � juj
+1

Alors, si on note V (Y; L; �) = sup fjYr � Yuj ; a � u � r � b; juj � L; jrj � L; r� u � �g, on
a :

E [V (Y; L; �)] � C�;
�
1
�L�




�

o�u C�;
 est une constante qui ne d�epend que de � et 
.

Th�eor�eme 1 Sous (A), si nhn !1 et hn ! 0, brn P0�! 0

D�emonstration du th�eor�eme 1 :
La d�emonstration de ce r�esultat repose sur la v�eri�cation des hypoth�eses du th�eor�eme 3.2.8.
de [7]. La compacit�e de l'espace du param�etre et les continuit�es de r ! Un(r) et r! U(r; 0)
sont bien v�eri��ees. Pour montrer la consistance de brn, il su�t alors d'exhiber une variable
Vn (�) telle que, pour la fonction V d�e�nie au lemme 7 :

8� � �0; Vn (�) � V (Un;Ma;b; �) p.s. et Vn (�)
P0�! � (�)

o�u � est une fonction de R+ dans R+ qui v�eri�e lim�!0 � (�) = 0.
Pour tout (r; u), on a :

Un (r)� Un (u) =
2

nhn
(Mn (u)�Mn (r)) +

2

nhn
(Rn (r)� Rn (u))

+
1

n

nX
k=1

�
b(k�1)hn (u)� b(k�1)hn (r)

� �
b(k�1)hn (0)� b(k�1)hn (r)

�
+

1

n

nX
k=1

�
b(k�1)hn (u)� b(k�1)hn (r)

� �
b(k�1)hn (0)� b(k�1)hn (u)

�
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Pour tout 0 < � � b� a, on a donc :

V (Un;Ma;b; �) � 2

nhn
V (Mn;Ma;b; b� a) +

2

nhn
V (Rn;Ma;b; b� a) + 2K2 (b� a) �

D'apr�es le lemme 4, il existe une constante C ind�ependante de n telle que, pour tout couple
(r; u) 2 [a; b]2 v�eri�ant r + u 2 [a; b], on a :

E0

�
M2

n (r)
� � Cnhn et E0

h
(Mn (r + u)�Mn (r))

2
i
� Cnhnu

2

Par application du lemme 7, on obtient :

2

nhn
E0 [V (Mn;Ma;b; b� a)] � C0pb� a

Ma;bp
nhn

o�u C0 est ind�ependante de n. D'o�u :

2

nhn
V (Mn;Ma;b; b� a) L

1(P0)�! 0

De plus, le lemme 5 implique que :

2

nhn
V (Rn;Ma;b; b� a)

L1(P0)�! 0

Posons alors :

Vn (�) =
2

nhn
V (Mn;Ma;b; b� a) +

2

nhn
V (Rn;Ma;b; b� a) + 2K2 (b� a) �

Compte tenu de ce qui pr�ec�ede, pour tout � � b� a, on a :

Vn (�)
L1(P0)�! � (�) = 2K2� (b� a)

2

3.5 Vitesse de convergence et normalit�e asymptotique

Enon�cons le r�esultat de normalit�e asymptotique de brn :
Th�eor�eme 2 Sous (A), si (hn)n est telle que nhn !1 et nh3n ! 0, et pour I (0) d�e�nie en
(A 5), on a :

p
nhnbrn L(P0)! N

�
0;

1

I (0)

�
Du fait de la non r�egularit�e du contraste, ce r�esultat ne peut être obtenu par la m�ethode
classique (r�esultat x 3.3.4. de [7]), bas�ee sur la d�erivabilit�e �a l'ordre 2 du contraste et qui
consisterait �a d�evelopper U 0

n (brn) � U 0
n (0). Ainsi, apr�es avoir identi��e la vitesse de conver-

gence de brn vers 0, nous d�eveloppons le contraste autour de 0 en mettant en �evidence une
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d�ecomposition qui satisfait une propri�et�e LAN (Local Asymptotique Normality, cf. [11]).

Comme le montre le th�eor�eme qui suit, l'identi�cation de la vitesse de convergence de brn
vers 0 n�ecessite un premier renforcement de l'hypoth�ese de d�ecroissance de la suite (hn)n vers
0 : si

�
nh3n

�
n
est born�ee, la suite

�p
nhnbrn�n�0 est alors tendue.

Th�eor�eme 3 Sous (A), si (hn)n est telle que nhn !1 et
�
nh3n

�
n
est born�ee, alors pour tout

" > 0, il existe H0 > 0 et nH0 2 N� tels que pour n � nH0 :

P0

�
jbrnj � H0p

nhn

�
� 1� "

La d�emonstration de ce r�esultat repose sur la transposition d'arguments d�evelopp�es par Chan
[4] dans le cadre de mod�eles autor�egressifs �a seuil �a temps discret.
D�emonstration du th�eor�eme 3 :
Pour tout � 2 ]0; b[, on a :

P0

 
inf

��jrj� Hp
nhn

(Un(r)� Un(0)) > 0

!
� P0 (jbrnj > �)+ P0

�
jbrnj < Hp

nhn

�
Du fait de la consistance de brn, pour tout � 2 ]0; b[ et tout " > 0, on sait qu'il existe n� 2 N�
tel que 8n � n�, P0 (jbrnj > �) � "

2 . Il nous su�t donc de trouver �0 > 0 tel que, pour tout
" > 0, il existe H0 > 0 et nH0 2 N� qui satisfont pour n � nH0 :

P0

0@ inf
�0�jrj� H0p

nhn

(Un(r)� Un(0)) > 0

1A � 1� "

2

On aura alors le r�esultat attendu en prenant n0H0
= maxfn�0 ; nH0g.

Dans le cas o�u r > 0, on a :

Un(r)� Un(0) =
1

n

nX
k=1

�
b(k�1)hn(0)� b(k�1)hn (r)

�2
+

2

nhn
(Mn(0)�Mn(r)) +

2

nhn
Rn (r)

� r2 inf
��r� Hp

nhn

1

n

nX
k=1

�
b(k�1)hn(0)� b(k�1)hn (r)

r

�2

� 2r2 sup
��r� Hp

nhn

1

nhn

����Mn(0)�Mn(r)

r2

����� 2r2 sup
��r� Hp

nhn

1

nhn

����Rn (r)

r2

����
Or :

Lemme 8 Sous (A), si (hn)n est telle que nhn !1 et hn ! 0, 8� 2 ]0; b] ; 8" > 0; 8H > 0
et 8� > 0, il existe n0 tel que, 8n � n0 :

P0

 
inf

��r� Hp
nhn

1

n

nX
k=1

�
b(k�1)hn(0)� b(k�1)hn (r)

r

�2

� � (�)� (2 + �) �

!
� 1� "

avec � (�) = jjb0jj22;�0 � 4K2q (�) � �G (�), o�u q et G sont des fonctions continues, crois-
santes, telles que q(0) = 0 et G (0) <1.

102



La d�emonstration de ce r�esultat est donn�ee en annexe D.
De plus, on a les deux r�esultats suivants, d�emontr�es en annexes E et F :

Lemme 9 Sous (A), si (hn)n est telle que nhn ! 1 et hn ! 0, pour tout � 2 ]0; b[, " > 0
et tout � > 0, il existe H1 > 0 telle que pour H � H1, 9 n1H 2 N� tel que, 8n � n1H :

P0

0@ sup
��r� Hp

nhn

1

nhn

����Mn(0)�Mn(r)

r2

���� > �

1A � " (3.10)

Lemme 10 Sous (A), si (hn)n est telle que
�
nh3n

�
n
est born�ee, pour � 2 ]0; b[, " > 0 et tout

� > 0, il existe H2 > 0 telle que, 8H � H2, 9 n2H 2 N� tel que, 8n � n2H :

P0

0@ sup
��r� Hp

nhn

1

nhn

����Rn (r)

r2

���� > �

1A � " (3.11)

On obtient donc que, pour tout � 2 ]0; b[, tout " > 0 et tout � > 0, il existe
H0 = max fH1; H2g > 0 et nH0 = max

�
n0; n

1
H0
; n2H0

	
tels que, 8n � nH0 :

P0

�
8r 2

�
H0p
nhn

;�

�
; Un (r)� Un (0) � r2 [� (�)� (6 + �) �]

�
� 1� 3"

La fonction � ! � (�) est continue et d�ecroissante avec � (0) = jjb0jj22;�0 > 0. Il existe donc

�0 > 0 tel que � (�0) > 0. On choisit alors � = �(�0)
2(6+�0)

.

Le cas o�u r 2
h
��;� Hp

nhn

h
se traite de mani�ere analogue. 2

Notons que la condition impos�ee sur la vitesse de d�ecroissance de (hn)n vers 0 (lemme 10)
r�esulte de la majorationE0

����(k�1)hn ��� � Ch2n (cf. annexe C, (3.27), p.121) o�u
�
�(k�1)hn

�
k=1;n

sont les erreurs d�e�nies au lemme 1.

Comme nous l'avons pr�ecis�e, pour �etablir la normalit�e asymptotique de brn, nous adoptons
le type de crit�ere d�evelopp�e par Ibragimov et Has'minskii dans [11]. Le th�eor�eme 1.2 de
[11] �etablit la normalit�e asymptotique de l'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque
la vraisemblance du mod�ele consid�er�e satisfait une condition LAN. Nous allons adapter ce
r�esultat �a notre cadre d'�etude (th�eor�eme 4).

La suite
�p
nhnbrn� �etant born�ee en probabilit�e, on d�e�nit :

Zn (u) = nhn

�
Un

�
up
nhn

�
� Un (0)

�
(3.12)

Th�eor�eme 4 Supposons que, pour tout u, on puisse �ecrire :

Zn (u) = 2I (0)u�n + I (0)u2 +	n (u) (3.13)

o�u I (0) est une constante strictement positive. Si de plus :

1. �n converge vers la loi normale centr�ee et de variance 1
I(0).

2. u ! 	n (u) est continue p.s. et telle que, pour tout B > 0, supjuj�B j	n (u)j tend en
probabilit�e vers 0 lorsque n! +1.
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Alors :
p
nhnbrn L(P0)! N

�
0; 1

I(0)

�
La d�emonstration du th�eor�eme 4 est donn�ee en annexe G.

Pour montrer le th�eor�eme 2, il nous su�t donc d'exhiber une d�ecomposition de Zn de
la forme (3.13) telle que les trois termes de ce d�eveloppement, I (0), �n et 	n, satisfont les
hypoth�eses du th�eor�eme 4.

Commen�cons par identi�er chacun des trois termes qui constituent ce d�eveloppement.
Nous utilisons pour cela une g�en�eralisation de la formule de Taylor dans le cas d'une fonction
de C2

f0g.

Lemme 11 Si b est un �el�ement de C2
f0g, on a pour tout x et tout r :

b (x)� b (x� r) =
�
b0
�
x+
�
I(x>0) + b0

�
x�
�
I(x�0)

�
r

� �
b0
�
0+
�� b0

�
0�
�� �

(r � x)+ I(x>0) + (x� r)+ I(x�0)
�

�
Z r

0

Z v

0
b00 (x� u) dudv

Ce r�esultat repose sur le même type d'arguments que ceux d�evelopp�es dans la d�emonstration
du lemme 2 (annexe A-1).

Nous noterons par la suite :

Db (x) =
�
b0
�
x+
�
I(x>0) + b0

�
x�
�
I(x�0)

�
(3.14)

� (r; x) =
�
b0
�
0+
�� b0

�
0�
�� �

(r � x)+ I(x>0) + (x� r)+ I(x�0)
�

(3.15)

+

Z r

0

Z v

0
b00 (x� u)dudv

Par application du lemme 11, on a pour I (0) d�e�nie en (A 5) :

Zn (u) = 2u
1p
nhn

nX
k=1

Db
�
X(k�1)hn

� �
Xkhn �E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��
� 2

nX
k=1

�

�
up
nhn

; X(k�1)hn

��
Xkhn � E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��
+ u2

 
1

n

nX
k=1

Db2
�
X(k�1)hn

�� I (0)

!
+ u2I (0)

� 2hn
up
nhn

nX
k=1

Db
�
X(k�1)hn

�
�

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�

+ hn

nX
k=1

�2

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�
+ 2Rn

�
up
nhn

�
Posons :

�n =
D

(n)
n

I (0)
o�u D

(n)
j =

1p
nhn

jX
k=1

Db
�
X(k�1)hn

� �
Xkhn � E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��
; (j = 1; n)

D
(n)
0 = 0

104



	n (u) = �2
nX

k=1

�

�
up
nhn

; X(k�1)hn

� �
Xkhn �E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��
+ 2Rn

�
up
nhn

�

+ u2

 
1

n

nX
k=1

Db2
�
X(k�1)hn

�� I (0)! + hn

nX
k=1

�2

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�

� 2u

r
hn
n

nX
k=1

Db
�
X(k�1)hn

�
�

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�
Il nous reste �a montrer que, sous (A), les termes de cette d�ecomposition (3.13) satisfont les
deux conditions du th�eor�eme 4.

La loi asymptotique de �n r�esulte directement du th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 5 Sous (A), lorsque nhn !1 et hn ! 0, on a :

D(n)
n

L(P0)! N (0; I (0))

D�emonstration du th�eor�eme 5 :

Sous (A), D(n) =
�
D

(n)
k

�
0�k�n

est une
�F(k�1)hn

�
k�1-martingale de carr�e int�egrable. La

d�emonstration du th�eor�eme repose alors sur la v�eri�cation des deux conditions du th�eor�eme
2.8.43 de [7] (p.82).

� Montrons que < D >
(n)
n =

Pn
k=1E0

��
D

(n)
k �D(n)

k�1
�2 j F(k�1)hn

�
L1(P0)! I (0). En e�et :

< D >(n)
n =

1

nhn

nX
k=1

(Db)2
�
X(k�1)hn

�
E0

h�
Xkhn �E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��2 j F(k�1)hn
i

=
1

n

nX
k=1

(Db)2
�
X(k�1)hn

�
+ Cn

avec :

Cn =
1

nhn

nX
k=1

(Db)2
�
X(k�1)hn

�
E0

24 Z khn

(k�1)hn
bs (0)� E0

�
bs (0) j F(k�1)hn

�
ds

!2

j F(k�1)hn

35
Le lemme 3 implique que :

1

n

nX
k=1

(Db)2
�
X(k�1)hn

� L1(P0)! I (0)

On sait de plus que b0 est born�ee sur R par K (remarque 3, x 3.3), on a donc :

E0 [Cn] � K2

nhn

nX
k=1

E0

24 Z khn

(k�1)hn
bs (0)� E0

�
bs (0) j F(k�1)hn

�
ds

!2
35

L'in�egalit�e de Schwarz donne alors :

E0 [Cn] � K2

n

nX
k=1

Z khn

(k�1)hn
E0

h�
bs (0)�E0

�
bs (0) j F(k�1)hn

��2i
ds

� 2K2 jjbjj22;�0 hn
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On obtient donc : Cn
L1(P0)! 0. D'o�u : < D >

(n)
n

L1(P0)! I (0). La premi�ere hypoth�ese du th�eor�eme
2.8.43 est donc v�eri��ee avec � (n) = n.

� Il nous faut maintenant montrer que la condition de Lindeberg est satisfaite. Pour tout
" > 0, on obtient par application de l'in�egalit�e de Schwarz :

nX
k=1

E0

�
E0

����D(n)
k �D(n)

k�1
���2 I����D(n)

k �D(n)
k�1

����"� j F(k�1)hn

��

� 1

nhn

nX
k=1

E0

�
(Db)4

�
X(k�1)hn

�
I����D(n)

k
�D(n)

k�1

����"�
� 1
2

E0

h�
Xkhn �E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��4i 12
Or, d'apr�es la propri�et�e 1, il existe C telle que :

E0

h�
Xkhn �E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��4i 12 � Chn

De plus :

E0

�
(Db)4

�
X(k�1)hn

�
I����D(n)

k
�D(n)

k�1

����"�
� 1
2 � K2P0

����D(n)
k �D

(n)
k�1
��� � "

� 1
2

Or, l'in�egalit�e de Markov �a l'ordre 1 et la propri�et�e 1 impliquent que :

P0

����D(n)
k �D(n)

k�1
��� � "

�
� 1

"
E0

h���D(n)
k �D(n)

k�1
���i

� K

"
p
nhn

E0

h�
Xkhn �E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��2i 12
� CK

"
p
n

Il existe donc une constante C0 telle que pour tout n :
nX

k=1

E0

�
E0

����D(n)
k �D

(n)
k�1
���2 I����D(n)

k �D(n)
k�1

����"� j F(k�1)hn

��
� C0

"
1
2n

1
4

D'o�u :
nX

k=1

E0

����D(n)
k �D(n)

k�1
���2 I����D(n)

k
�D(n)

k�1

����"� j F(k�1)hn

�
L1(P0)! 0

Puisque la condition de Lindeberg est v�eri��ee, on obtient la convergence en loi annonc�ee.2

L'hypoth�ese 1 du th�eor�eme 4 est donc satisfaite car �n = (I (0))�1D(n)
n .

La v�eri�cation de l'hypoth�ese 2 du th�eor�eme 4 repose entre autre sur l'obtention du r�esultat

suivant : pour tout B > 0, supjuj�B
���Rn

�
up
nhn

���� P0�! 0. Comme dans le th�eor�eme 3, c'est

l'ordre de la majoration, E0

����(k�1)hn��� � Ch2n, qui va imposer une vitesse de d�ecroissance
de (hn) vers 0. On a ainsi un nouveau renforcement de l'hypoth�ese

�
nh3n

�
born�ee.

Th�eor�eme 6 Sous (A), si nhn !1 et nh3n ! 0, on a pour tout B > 0 :

sup
juj�B

j	n (u)j L
1(P0)! 0
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D�emonstration du th�eor�eme 6 :
On a :

sup
juj�B

j	n (u)j � 2 sup
juj�B

�����
nX

k=1

�

�
up
nhn

; X(k�1)hn

��
Xkhn �E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

������� (3.16)

+ 2 sup
juj�B

����Rn

�
up
nhn

����� (3.17)

+ B2

����� 1n
nX

k=1

Db2
�
X(k�1)hn

�� I (0)

����� (3.18)

+ hn

nX
k=1

sup
juj�B

�2

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�
(3.19)

+ 2B

r
hn
n

nX
k=1

��Db �X(k�1)hn
��� sup
juj�B

������ up
nhn

; X(k�1)hn

����� (3.20)

Montrons que chacun de ces cinq termes, (3.16) �a (3.20), tend vers 0 au sens L1 sous P0. Pour
cela, nous utiliserons la propri�et�e suivante, dont la d�emonstration est donn�ee en annexe H.

Propri�et�e 3 Sous (A), pour tout B > 0, il existe CB > 0 (qui ne d�epend que de B) telle
que, pour juj � B; jvj � B, et pour n tel que nhn � 1, on a :

E0

"�
�

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�
� �

�
vp
nhn

; X(k�1)hn

��4
#
� CB

�
r � up
nhn

�4�
Q

�
Bp
nhn

�
+

1

(nhn)
2

�
(3.21)

E0

"
sup
juj�B

�2

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�#
� CB

1

nhn

�
Q

�
Bp
nhn

�
+

1

nhn

�
(3.22)

o�u Q est une application continue telle que Q (0) = 0.

Terme (3.16)

Posons : �n (u) =
Pn

k=1 �
�

up
nhn

; X(k�1)hn
� �
Xkhn � E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��
. Montrons que

pour tout B > 0, supjuj�B j�n (u)j L1(P0)! 0, lorsque nhn ! 1 et (hn)n est born�ee. Soit
n tel que nhn � 1. On a :

E0

h
(�n (u)� �n (v))

2
i

=
nX

k=1

E0

"�
�

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�
� �

�
vp
nhn

; X(k�1)hn

��2 �
Xkhn �E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��2#

Appliquant l'in�egalit�e de Schwarz et utilisant les propri�et�es 1 et 3-(3.21), pour tout B > 0, il
existe CB telle que pour tout u et tout v, juj � B; jvj � B :

E0

h
(�n (u)� �n (v))

2
i
� CB

�
Q

�
Bp
nhn

�
+

1

(nhn)
2

� 1
2

(v � u)2
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et :

E0

�
�2
n (u)

�
= E0

h
(�n (u)� �n (0))

2
i
� BCB

�
Q

�
Bp
nhn

�
+

1

(nhn)
2

� 1
2

De plus, �n est un processus continu car, pour tout x, u ! � (u; x) est continue. On peut
donc appliquer le lemme 7. On a donc pour une constante KB �nie :

E0 [V (�n; B; 2B)] � KB

�
Q

�
Bp
nhn

�
+

1

(nhn)
2

� 1
4

Or : supjuj�B j�n (u)j = supjuj�B j�n (u)� �n (0)j � V (�n; B; 2B). D'o�u :

E0

"
sup
juj�B

j�n (u)j
#
� KB

�
Q

�
Bp
nhn

�
+

1

(nhn)
2

� 1
4

avec Q
�

Bp
nhn

�
+ 1

(nhn)
2 qui tend vers 0, lorsque nhn !1. On a donc la convergence annonc�ee.

Terme (3.17)

Montrons que pour B > 0, supjuj�B
���Rn

�
up
nhn

���� L1(P0)! 0, lorsque nhn !1 et nh3n ! 0 .

Soit B > 0 et n tel que nhn � 1. Du fait que b est de Lipschitz, on a pour tout x 2 R:

sup
juj�B

����b (x)� b�x� up
nhn

����� � K
Bp
nhn

On obtient alors :

E0

"
sup
juj�B

����Rn

�
up
nhn

�����
#

� KBp
nhn

nX
k=1

E0

���E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��X(k�1)hn � hnb(k�1)hn (0)
���

Or, d'apr�es la propri�et�e 2, il existe une constante �nie CB telle que pour tout n, nhn � 1 :

E0

"
sup
juj�B

����Rn

�
up
nhn

�����
#
� CB

p
nh3n

Si nhn !1 et nh3n ! 0, on a donc :

sup
juj�B

����Rn

�
up
nhn

����� L1(P0)! 0

Terme (3.18)

Par application du lemme 3 :
�� 1
n

Pn
k=1Db

2
�
X(k�1)hn

�� I (0)�� L1(P0)! 0.
Terme (3.19)
D'apr�es la propri�et�e 3-(3.22), il existe CB �nie telle que si nhn � 1 :

E0

"
hn

nX
k=1

sup
juj�B

�2

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�#
� CB

�
Q

�
Bp
nhn

�
+

1

nhn

�
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avec Q
�

Bp
nhn

�
+ 1

nhn
! 0 lorsque nhn ! 1. On a donc une convergence L1 vers 0 de la

variable consid�er�ee.
Terme (3.20)
En�n, par application de l'in�egalit�e de Schwarz et de la propri�et�e 3-(3.22), il existe CB telle
que :

E0

"r
hn
n

nX
k=1

��Db �X(k�1)hn
��� sup
juj�B

������ up
nhn

; X(k�1)hn

�����
#

�
r
hn
n
K

nX
k=1

E0

"
sup
juj�B

�2

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�#1
2

� CBK

r
hn
n

np
nhn

�
Q

�
Bp
nhn

�
+

1

nhn

� 1
2

� CBK

�
Q

�
Bp
nhn

�
+

1

nhn

� 1
2

On a donc : r
hn
n

nX
k=1

��Db �X(k�1)hn
��� sup
juj�B

������ up
nhn

; X(k�1)hn

����� L1(P0)�! 0

Chacun des cinq termes, (3.16) �a (3.20), converge vers 0 au sens L1 sous P0; le th�eor�eme 6
est donc d�emontr�e. 2

Nous avons donc trouv�e une d�ecomposition de Zn du type (3.13) telle que, sous (A), les
conditions du th�eor�eme 4 sont satisfaites sous la condition nhn !1 et nh3n ! 0. Le th�eor�eme
2 est ainsi d�emontr�e.

3.6 Applications : Mod�ele CTAR(1)

Dans ce paragraphe, nous allons sp�eci�er les r�esultats pr�ec�edents pour un mod�ele CTAR(1)
�a raccordement continu d�e�ni par :

dXt =
��a1XtI(Xt>0) � a2XtI(Xt�0)

�
dt+ dBt (3.23)

Notons que les CTAR sans hypoth�ese de continuit�e sur la d�erive sont �etudi�es dans [1], [2] et
[10].

Dans le cas consid�er�e, le param�etre de seuil est r0 = 0. Commen�cons par examiner les
conditions (A). (A 1) est ais�ement v�eri��ee.
La fonction d'�echelle associ�ee �a (3.23) est donn�ee par :

s0 (x) = exp
�
a1x

2
�
I(x>0) + exp

�
a2x

2
�
I(x�0)
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(A 2) est ainsi satisfaite si et seulement si a1 > 0 et a2 > 0. La densit�e de la loi invariante
�0 est :

q0 (x) =

� p
a2p

a1 +
p
a2

�
2

r
a1
�
exp

��a1x2� I(x>0) + � p
a1p

a1 +
p
a2

�
2

r
a2
�
exp

��a2x2� I(x�0)
On v�eri�e facilement que I (0) =

�p
a2a

2
1+
p
a1a

2
2p

a1+
p
a2

�
et que I (0) > 0 pour a1 > 0 et a2 > 0.

D'apr�es la remarque 1 faite au x 3.3, (A4) est satisfaite si a1 > 0 et a2 > 0. On a en e�et :

lim
jxj!+1

q0 (x) = 0; lim
jxj!+1

1

2b (x)
= 0

Etude exp�erimentale par simulation :

Nous prendrons comme domaine de recherche de r0, l'intervalle [a; b] avec a = �4 et b = 5.
Pour simuler le point initial X0 (!) selon la loi �0 (A 3), on se base sur la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 4 Soient U une v.a. uniforme sur [0; 1] et X une v.a. gaussienne centr�ee r�eduite.
On suppose que U et X sont ind�ependantes. Posons :

Y =
1p
2a1

I�
0�U�

p
a2p

a1+
p
a2

� � 1p
2a2

I� p
a2p

a1+
p
a2
�U�1

�

Alors, la v.a. Z d�e�nie par Z = Y jX j suit la loi �0.

D�emonstration de la propri�et�e 4 :
Pour tout z � 0,

P (Z � z) = P

�
Z � z; Y =

1p
2a1

�
+ P

�
Z � z; Y = � 1p

2a2

�
= P

�
Y =

1p
2a1

�
P
�jX j � p

2a1z
�
+ P

�
Y = � 1p

2a2

�
P
�jX j � �p2a2z

�
=

p
a1p

a1 +
p
a2

 Z 1

�p2a2z

1p
2�

exp

�
�x

2

2

�
dx+

Z p
2a2z

�1

1p
2�

exp

�
�x

2

2

�
dx

!

=

p
a1p

a1 +
p
a2

Z z

�1
2

r
a2
�
exp

��a1x2�dx
De même, pour tout z � 0, on montre que :

P (Z � z) = P

�
Y =

1p
2a1

�
P
��p2a1z � X � p

2a1z
�
+ P

�
Y = � 1p

2a2

�
=

p
a1p

a1 +
p
a2

+

p
a2p

a1 +
p
a2

Z p
2a1z

0

2p
2�

exp

�
�x

2

2

�
dx

=

p
a1p

a1 +
p
a2

+

p
a2p

a1 +
p
a2

Z z

0
2

r
a1
�
exp

��a1x2� dx
On a donc P (Z � z) =

R z
�1 q0 (x)dx o�u q0 est la densit�e de �0. 2

Pour a1 = 1, a2 = 2 et r0 = 0, nous simulons n observations �a partir d'un sch�ema d'Eu-
ler �a pas hn

100 . Comme la normalit�e asymptotique de brn est obteneu pour une suite telle que
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nh3n ! 0, nous avons choisi hn = (n ln (ln (n)))�
1
3 . On a alors pour n = 5000, hn ' 0:04536

et T = nhn ' 226:83.
Cette �etude num�erique est men�ee en supposant dans un premier temps les param�etres a1 et
a2 connus. Nous calculons N = 100 estimations ind�ependantes du param�etre de seuil. Nous
notons rN = 1

N

PN
i=1 brin la moyenne empirique et SN = 1

N�1
PN

i=1

�brin � rN�2 la variance

empirique des estimations. rN est �a comparer �a r0 = 0 et TSN �a 1
I(0) =

1+
p
2

4+
p
2
' 0:4459.

Nous compl�etons cette �etude num�erique en testant la normalit�e N
�
0; 1

I(0)

�
de la loi limite

des
�p

Tbrin�
i=1;N

par un test du Khi-Deux. Pour ce faire, on choisit 20 classes Ci = ]bi�1; bi],

avec b0 = �1 et b20 = +1, sur lesquelles la loi N
�
0; 1

I(0)

�
a une probabilit�e pi ' 0; 05.

Pour tout i = 1; 20, on note Ni =
PN

j=1 I(
p
nhnbrjn2]bi�1;bi]) l'e�ectif observ�e pour la classe Ci,

l'e�ectif th�eorique �etant Npi. On d�e�nit alors KN =
PN

i=1
(Ni�Npi)

2

Npi
. Si la loi limite est la loi

N
�
0; 1

I(0)

�
, la loi de KN est un Khi-Deux �a 19 degr�es de libert�e. La zone de rejet choisie pour

un risque de premi�ere esp�ece de 5% est fKN > 30:1g. Les e�ectifs empiriques et th�eoriques
sont donn�es dans le tableau 3.3.

Dans un deuxi�eme temps, nous nous placerons dans le cas o�u a1 et a2 sont �egalement
des param�etres �a estimer. Pour r �x�e tel que mink=1;nX(k�1)hn � r < maxk=1;nX(k�1)hn , les
estimateurs du minimum de contraste de a1 et a2 associ�es �a Un sont :

ba1n (r) =
1

hn

Pn
k=1

�
r �X(k�1)hn

� �
Xkhn �X(k�1)hn

�
I(X(k�1)hn>r)Pn

k=1

�
r �X(k�1)hn

�2
I(X(k�1)hn>r)

ba2n (r) =
1

hn

Pn
k=1

�
r �X(k�1)hn

� �
Xkhn �X(k�1)hn

�
I(X(k�1)hn�r)Pn

k=1

�
r �X(k�1)hn

�2
I(X(k�1)hn�r)

On remplace alors dans le contraste a1 et a2 par leur r-estimation et on minimise en r la
fonction ainsi construite. L'estimation brn �etant obtenue, on estime a1 et a2 par ba1n (brn) etba2n (brn). Nous indicerons par � les r�esultats obtenus relativement �a cette proc�edure d'esti-
mation.

r0 rN I (0)�1 TSN
0 �0:001974 0.4459 0.397615

Tab. 3.1 { Moyenne et variance empiriques du param�etre de seuil pour N = 100 lorsque
a1 = 1 et a2 = 2 sont connus.
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a1N a2N r�N TS�N
1.016415 1.969189 0.004132 1.689259

Tab. 3.2 { Moyennes empiriques des estimateurs de a1, a2 et r0 pour N = 100 et a1 = 1,
a2 = 2 et r0 = 0.

Classe e�ectif th�eorique : Npi e�ectif observ�e : Ni

]�1;�1; 1352] 4,46 2

]�1; 1352;�0; 8746] 5,05 6

]�0; 8746;�0; 7078] 4,95 5

]�0; 7078;�0; 5742] 5,03 11

]�0; 5742;�0; 4607] 5,02 4

]�0; 4607;�0; 3605] 4,95 3

]�0; 3605;�0; 2671] 5 6

]�0; 2671;�0; 1736] 5,28 4

]�0; 1736;�0; 0868] 5,09 4

]�0; 0868; 0] 5,17 6

]0; 0; 0868] 5,17 9

]0; 0868; 0; 1736] 5,09 5

]0; 1736; 0; 2671] 5,28 8

]0; 2671; 0; 3605] 5 1

]0; 3605; 0; 4607] 4,95 4

]0; 4607; 0; 5742] 5,02 4

]0; 5742; 0; 7078] 5,03 7

]0; 7078; 0; 8746] 4,95 6

]0; 8746; 1; 1352; ] 5,05 1

]1; 1352; +1[ 4,46 4

Tab. 3.3 { R�esultats des e�ectifs par classe relatifs au test du Khi-Deux pour le param�etre de
seuil lorsque a1 = 1 et a2 = 2 ne sont pas estim�es.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

5
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15
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Fig. 3.1 { Histogramme des estimateurs (nhn)
1
2 (br�n � r0) lorsque a1 = 1 et a2 = 2 sont

suppos�es connus.
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Fig. 3.2 { Histogramme des estimateurs (nhn)
1
2 (br�n � r0) lorsque a1 = 1 et a2 = 2 sont

estim�es.
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Fig. 3.3 { Histogramme des estimateurs (nhn)
1
2 (ba1 n � a1) lorsque a1 = 1 et a2 = 2.

−15 −10 −5 0 5 10 15 20
0

5

10

15

20

25

Fig. 3.4 { Histogramme des estimateurs (nhn)
1
2 (ba2 n � a2) lorsque a1 = 1 et a2 = 2.
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Conclusion :
Que a1 et a2 soient estim�es ou non, les moyennes empiriques pour le param�etre de seuil ap-
prochent r0 avec une pr�ecision de l'ordre de 10�3. Alors que la variance empirique est proche
de la variance th�eorique si a1 et a2 sont connus, elle s'en �eloigne naturellement lorsque a1 et
a2 doivent être estim�es, et cela bien que ces estimations soient en moyenne proches �a 10�2

pr�es des vraies valeurs des param�etres a1 et a2. Lorsque a1 = 1 et a2 = 2 sont connus, le
test du Khi-Deux nous permet de con�rmer, au niveau 5%, que la loi limite commune des�p
nhnbrin�i=1;N est la loi N

�
0; 1

I(0)

�
. On trouve en e�et KN ' 22:59.

Pour ce mod�ele �a seuil particulier, lorsque a1 et a2 ne sont pas estim�es, les r�esultats num�e-
riques sont conformes aux r�esultats th�eoriques �enonc�es aux x 3.4 et x 3.5.
Si on se r�ef�ere �a [4], on peut conjecturer que l'estimateur du minimum de contraste ( ba1n; ba2n; brn)
associ�e �a (a1; a2; r0) est tel que ( ba1n; ba2n) est asymptotiquement normal avec une vitesse stan-
dard et ind�ependant de brn, la loi asymptotique de brn n'�etant pas a�ect�ee par l'estimation de
(a1; a2).

3.7 Estimation du param�etre de seuil pour les chaines de Mar-
kov

Dans [4], Chan �etudie les propri�et�es asymptotiques de l'estimateur des moindres carr�es
conditionnels du param�etre de seuil dans le cas d'un mod�ele autor�egressif �a l'ordre p �a temps
discret ou TAR(p) (voir Tong [18] et [19]) :

xk =

�
a10 + a11xk�1 + � � �+ a1pxk�p + c1ek ; si xk�d � r0
a20 + a21xk�1 + � � �+ a2pxk�p + c2ek ; si xk�d > r0

Notons que des auteurs tels que Petruccelli [15] et Woolford [14] ont �etudi�e les propri�et�es de
cet estimateur dans le cas d'un TAR(1) (voir aussi [5]) :

xk =

�
a10 + a11xk�1 + c1ek ; si xk�1 � r0
a20 + a21xk�1 + c2ek ; si xk�1 > r0

Dans [4], sous des conditons d'ergodicit�e g�eom�etrique et de stationnarit�e de la solution, Chan
montre que l'estimateur de r0 est consistant avec vitesse non standard de l'ordre de N et
une loi limite li�ee �a un processus de Poisson compos�e. Dans le cas consid�er�e, la fonction
autor�egressive pr�esente une r�eelle discontinuit�e en r0 : on suppose qu'il existe (z0; � � � ; zp�1)
tel que (a10 � a20)+(a11 � a21) zp�1+ � � �+(a1p � a2p) z0 6= 0 et zp�d = r0. Une des questions
pos�ee par l'auteur est de d�eterminer la loi limite de cet estimateur lorsque cette discontinuit�e
disparait. Nous allons adapter les techniques mises en oeuvre pr�ec�edemment pour apporter
une r�eponse dans le cas d'un mod�ele autor�egressif �a l'ordre 1 du type :

xk = b (xk�1 � r0) + ek (3.24)

Ici, on suppose que b est une fonction connue appartenant �a C2
f0g. (ek)k�1 est une suite de

variables ind�ependantes, identiquement distribu�ees et centr�ees, telle que ek soit ind�ependante
de Fk�1 = � (x0; x1; � � � ; xk�1).
On consid�ere le groupe d'hypoth�eses (B) :

(B 1) On suppose que la loi des (ek)k admet une densit�e g par rapport �a la mesure de Lebesgue,

g �etant strictement positive sur R. De plus, il existe � � 1 tel que E
h
je1j4�

i
<1.

On note �2 la variance commune des ek.
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(B 2) Il existe �, 0 < � < 1, et K � 0 telles que, pour tout x 2 R, jb (x)j � � jxj+K.
Sous (B 1) et (B 2), il existe une unique loi invariante �r0 qui admet un moment
d'ordre 4�. De plus, �r0 a une densit�e qr0 par rapport �a la mesure de Lebesgue, qr0
�etant strictement positive sur R ([6], [3]).

(B 3) La loi de x0 est �r0 .

(B 4) b0 et b00 sont �a croissance polynomiale d'ordre � sur R: il existe C <1 telle que, pour
tout x 2 R, jb0 (x)j+ jb00 (x)j � C (1 + jxj)�.

(B 5) I (r0) =
1
�2

R
R

h
(b0)2

�
(x� r0)+

�
I(x>r0) + (b0)2

�
(x� r0)�

�
I(x�r0)

i
qr0 (x)dx > 0

Sous (B 1) et (B 2), (3.24) admet donc une unique solution stationnaire not�ee (xk)k. (xk)k
est une chaine de Markov homog�ene. Notons �r0 sa probabilit�e de transition. On sait de plus
que (xk)k est r�ecurrente positive ([6], th�eor�eme 1.IV.26, p.29). Si on note Pr0 la loi de la
chaine, on a alors :

Lemme 12 Pour toute fonction h 2 L1 (�r0),
1
n

Pn
k=1 h (xk)

Pr0 p.s.�! R
R
h (x) qr0 (x)dx

Soient a et b deux r�eels tels que r0 2 ]a; b[. L'estimateur des moindres carr�es conditionnels est
donn�e par :

erN = inf
r2[a;b]

LN (r) ; LN (r) =
1

N�2

NX
k=1

(xk � b (xk�1 � r))2

Th�eor�eme 7 Sous (B), erN est un estimateur consistant de r0. De plus :

p
N (erN � r0)

L(Pr0)�! N
�
0;

1

I (r0)

�
L'estimateur des moindres carr�es est asymptotiquement normal �a la vitesse standard

p
N .

La d�emonstration de ce th�eor�eme repose sur une adaptation des techniques d�evelopp�ees dans
le cas des di�usions �a seuil. En annexe I, nous donnons les di��erentes �etapes de la preuve et
les lemmes techniques n�ecessaires. Notons que les calculs sont simpli��es par rapport au cas
d'une di�usion, ceci pour deux raisons. La premi�ere est l'absence du terme d'erreur Rn dans
les d�eveloppements. En second lieu, les termes Xkhn � E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

�
sont remplac�es

par ek suppos�es ind�ependants de Fk�1, ce qui compense l'abscence du caract�ere lipschitz de
b.
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Annexes

A D�emonstration du lemme 2

Dans la suite, on note : Sh (a) = h (a+)� h (a�)
1. Montrons que si f 2 C2

fag, f est la di��erence de deux fonctions convexes.

Soit x < a. Pour tout y 2 R, on d�e�nit G (y) =
R y
x f

00 (u)du.
Int�egrant par parties, on obtient :

8 t > 0; G (a+ t) = f 0 (a + t)� f 0 (x)� Sf 0 (a)

De plus :
G (a� t) = f 0 (a� t)� f 0 (x)

On a donc :

8y 2 R; G (y) = f 0
�
y�
�� f 0 (x)� Sf 0 (a) I(a<y) (3.25)

D'o�u :

8z 2 R;
Z z

x
G (y)dy = f(z)� f(x)� f 0(x) (z � x)� Sf 0 (a) (z � a)+

Donc :

f(z) = f1(z)� f2(z)
f1(z) = f(x) + f 0(x) (z � x) + �Sf 0 (a)�+ (z � a)+ +

Z z

x

Z y

x

�
f 00(u)

�+
dudy

f2(z) =
�
Sf 0 (a)

��
(z � a)+ �

Z z

x

Z y

x

�
f 00(u)

��
dudy

f1 et f2 �etant des fonctions convexes, on a le r�esultat annonc�e.

2. Pour achever la d�emonstration du lemme 2, on applique le changement de variable
g�en�eralis�e �a f1 et f2 ( th�eor�eme 7.1 [12], p.218 ). On obtient ainsi :

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0
f 0 (Xs) dXs +

Z
R

Lt(x)� (dx)

o�u � est la mesure d�e�nie par � ([u; v[) = f 0 (v�)�f 0 (u�). Or, d'apr�es l'�equation (3.25),
on a pour u < v :

f 0
�
v�
�� f 0

�
u�
�
= Sf 0 (a) �a ([u; v[) +

Z v

u
f 00(t)dt
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On obtient donc :

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0
f 0 (Xs)dXs +

Z
R

Lt(x)f
00 (x)dx+ Sf 0 (a)Lt (a)

avec :
R
R
Lt(x)f

00 (x)dx = 1
2

R t
0 f

00 (Xs)d < M >s ([12], p.218).

On a donc le d�eveloppement annonc�e. 2
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B D�emonstration de la propri�et�e 1

Soient k et n quelconques. On a :

Xkhn �E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

�
= �khnB +

Z khn

(k�1)hn

�
bs (0)� E0

�
bs (0) j F(k�1)hn

��
ds

Or, pour tous r�eels x et y, (x+ y)4 � 8
�
x4 + y4

�
. Donc :

�
Xkhn �E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��4 � 8

24(�khnB)
4 +

 Z khn

(k�1)hn

�
bs (0)� E0

�
bs (0) j F(k�1)hn

��
ds

!4
35

Par une double application de l'in�egalit�e de Schwarz, on obtient : Z khn

(k�1)hn

�
bs (0)� E0

�
bs (0) j F(k�1)hn

��
ds

!4

� h3n

Z khn

(k�1)hn

�
bs (0)� E0

�
bs (0) j F(k�1)hn

��4
ds

� 8h3n

Z khn

(k�1)hn

�
b4s (0) + E0

�
b4s (0) j F(k�1)hn

��
ds

En passant �a l'esp�erance sous la loi invariante �0, on a :

E0

24 Z khn

(k�1)hn

�
bs (0)� E0

�
bs (0) j F(k�1)hn

��
ds

!4
35 � 16h4n jjbjj44;�0 (3.26)

De plus :

E0

h
(�khnB)

4
i
= 3h2n

Si (hn)n est born�ee, il existe une constante C �nie telle que :

E0

h�
Xkhn � E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��4i � Ch2n

On a le r�esultat annonc�e. 2
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C D�emonstration de la propri�et�e 2

D'apr�es le lemme 1, on a :

���(k�1)hn �� � Z khn

(k�1)hn
(khn � s) jh (Xs)jds+ hn

��b0 �0+�� b0 �0���� �Lkhn (0)� L(k�1)hn (0)
�

car s! Ls (0) est un processus croissant. D'o�u :

E0

����(k�1)hn ��� �
Z khn

(k�1)hn
(khn � s)E0 [jh (Xs)j]ds

+ hn
��b0 �0+�� b0

�
0�
���E0

��
Lkhn (0)� L(k�1)hn (0)

��
Compte tenu du fait que �0 est la loi invariante, qu'elle admet des moments de tous ordres

et que h est �a croissance polynomiale, on a :Z khn

(k�1)hn
(khn � s)E0 [jh (Xs)j]ds �

jjhjj1;�0
2

h2n

De plus, d'apr�es la formule de Tanaka-Meyer ([12], p.220), on a :

jXt+sj = jXtj+
Z t+s

t
sign (Xu) dBu +

Z t+s

t
sign (Xu) b (Xu) du+ Lt+s (0)� Lt (0)

On obtient donc en passant �a l'esp�erance sous la loi invariante :

E0

��
Lkhn (0)� L(k�1)hn (0)

��
=

Z khn

(k�1)hn
E0 [sign (Xu) b (Xu)]du

� jjbjj1;�0 hn
De ce qui pr�ec�ede, on d�eduit que :

E0

����(k�1)hn��� � Ch2n (3.27)

o�u C est une constante �nie ind�ependante de n. Pour conclure, il su�t de constater que
d'apr�es le lemme 1, on a pour tout k :

E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��X(k�1)hn � hnb(k�1)hn (0) = E0

�
�(k�1)hn j F(k�1)hn

�
Or :

E0

���E0

�
�(k�1)hn j F(k�1)hn

���� � E0

����(k�1)hn���
Donc :

E0

���E0

�
Xkhn j F(k�1)hn

��X(k�1)hn � hnb(k�1)hn (0)
��� � Ch2n

2
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D D�emonstration du lemme 8

D'apr�es le lemme 11, on a pour � � r > 0 et tout x :

b (x)� b (x� r) = rb0
�
x�
�� �b0 �0+�� b0 �0��� (r � x) I(0�x�r) � r2

Z 1

0

Z t

0
b00 (x� rs)dsdt

On a donc :

(b (x)� b (x� r))2 � r2
�
b0
�
x�
��2 � 2r2

��b0 �0+�� b0
�
0�
��� ��b0 �x���� I(0�x��)

� 2r3
���b0 �x����+ ��b0 �0+�� b0

�
0�
���� Z 1

0

Z t

0

��b00 (x� rs)�� dsdt
Par hypoth�ese, b00 est �a croissance polynomiale, il existe donc � > 0 et C �nie telles que, pour
tout x 2 R:

8r 2 [0;�] ;

Z 1

0

Z t

0

��b00 (x� rs)
��dsdt � C (1 + jxj+ j�j)�

De plus, pour tout x 2 R, jb0 (x)j � K. D'o�u, pourH > 0 et n � n�H = inf
n
n 2 N�; Hp

nhn
� �

o
:

inf
��r� Hp

nhn

�
b (x)� b (x� r)

r

�2

� �b0 �x���2 � g�1 (x)��g�2 (x)

avec :
g�1 (x) = 4K2I(0�x��)

et
g�2 (x) = 4KC (1 + jxj+ j�j)�

On a donc, si H > 0 et n � n�H :

inf
��r� Hp

nhn

1

n

nX
k=1

�
b(k�1)hn(0)� b(k�1)hn (r)

r

�2

� 1

n

nX
k=1

�
b0
�
X�

(k�1)hn
��2 � G1

n (�)��G2
n (�)

o�u : Gi
n (�) =

1
n

Pn
k=1 g

�
i

�
X(k�1)hn

�
(i=1,2).

Sous (A), (b0)2, g�1 et g�2 sont dans L2 (�0). On peut alors d�e�nir Gi (�) = �0
�
g�i
�
(i=1,2)

et appliquer le lemme 6 �a chacune de ces variables. Par cons�equent, pour tout " > 0 et tout
� > 0, il existe n0 tel que 8n � n0 :

P0

 ����� 1n
nX

k=1

�
b0
�
X�

(k�1)hn
��2 � ����b0����2

2;�0

����� � �

!
� 1� "

3

i = 1; 2; P0
���Gi

n (�)� Gi (�)
�� � �

� � 1� "

3

On a donc :

P0

 
8 i = 1; 2;

��Gi
n (�)� Gi (�)

�� � �;

����� 1n
nX

k=1

�
b0
�
X�

(k�1)hn
��2 � ����b0����2

�0

����� � �

!
� 1� "
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Or :

inf
��r� Hp

nhn

1

n

nX
k=1

�
b(k�1)hn(0)� b(k�1)hn (r)

r

�2

� ����b0����2
2;�0

�G1 (�)��G2 (�)

�
����� 1n

nX
k=1

�
b0
�
X�

(k�1)hn
��2 � ����b0����2

2;�0

�����
� ��G1

n (�)� G1 (�)
����

��G2
n (�)� G2 (�)

��
� ����b0����2

2;�0
� 4K2q (�)��G2 (�)

�
����� 1n

nX
k=1

�
b0
�
X�

(k�1)hn
��2 � ����b0����2

2;�0

�����
� ��G1

n (�)� G1 (�)
����

��G2
n (�)� G2 (�)

��
avec : q (�) =

R �
0 �0 (dx). Donc pour " > 0, � > 0 et H > 0, il existe n1 = max

�
n0; n

�
H

	
tel

que 8n � n1 :

P0

 
inf

��r� Hp
nhn

1

n

nX
k=1

�
b(k�1)hn(0)� b(k�1)hn (r)

r

�2

� � (�)� (2 + �) �

!
� 1� "

avec � (�) = jjb0jj22;�0 � 4K2q (�)��G (�), G = G2. 2
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E D�emonstration du lemme 9

La d�emonstration de (3.10) s'inspire de la d�emarche d�evelopp�ee par Chan [4].

Pour tout d > 1, H > 0 et n 2 N�, on d�e�nit I (d;H; n) =
n
i 2 N; di+1Hp

nhn
� b
o
et, pour

� 2 ]0; b], N (�; d;H) = inf
n
n 2 N�; dHp

nhn
� �; nhn � 1 et hn � 1

o
.

Montrons que, pour " > 0, � > 0 et d > 1, il existe H0 > 0 telle que 8H � H0 et 8n �
N (b; d;H), on a :

P0

0B@ sup
i2I(d;H;n)

1

nhn

�������
Mn(0)�Mn

�
diHp
nhn

�
�

diHp
nhn

�2
������� > �

1CA � " (3.28)

On a :

P0

0B@ sup
i2I(d;H;n)

1

nhn

�������
Mn(0)�Mn

�
diHp
nhn

�
�

diHp
nhn

�2
������� > �

1CA �
X

i2I(d;H;n)

P0

0B@ 1

nhn

�������
Mn(0)�Mn

�
diHp
nhn

�
�

diHp
nhn

�2
������� > �

1CA
Or, le lemme 4 implique qu'il existe C, une constante �nie qui ne d�epend que de a et b, telle
que :

8n � N (b; d;H) ; 8i 2 I (d;H; n) ; E0

264
�������
1

nhn

Mn(0)�Mn

�
diHp
nhn

�
�

diHp
nhn

�2
�������
2375 � C

(d2)iH2

D'o�u :

8n � N (b; d;H) ; P0

0B@ sup
i2I(d;H;n)

�������
1

nhn

Mn(0)�Mn

�
diHp
nhn

�
�

diHp
nhn

�2
������� > �

1CA � C

(1� d�2) �2H2

Pour obtenir le r�esultat souhait�e (3.28), il su�t de prendre H � H0 =
q

C
(1�d�2)�2"2 .

Nous allons montrer que, pour " > 0, � > 0 et d > 1, il existe H0 > 0 telle que, 8H � H0 et
8n � N (b; d;H), on a :

P0

0B@ sup
i2I(d;H;n)

sup
r2

h
diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
1�

diHp
nhn

�2 1

nhn

����Mn (r)�Mn

�
diHp
nhn

����� > �

1CA � " (3.29)

Pour tout i 2 I (d;H; n) et tout r 2
h

diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
, on a :

1�
diHp
nhn

�2 1

nhn

����Mn (r)�Mn

�
diHp
nhn

����� =
1

(d2)iH2

����Mn (r)�Mn

�
diHp
nhn

�����
� 1

(d2)iH2
V

�
Mn;

di+1Hp
nhn

;
di (d� 1)Hp

nhn

�

124



Or, par application des lemmes 4 et 7, on sait qu'il existe une constante C �nie, ind�ependante
de n, i, H et d, telle que :

E0

�
V

�
Mn;

di+1Hp
nhn

;
di (d� 1)Hp

nhn

��
� C

p
nhn

di+1Hp
nhn

s
di (d� 1)Hp

nhn

� C
�
diH

� 3
2 d

s
d� 1p
nhn

D'o�u :

E0

264 sup
r2

h
diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
1�

diHp
nhn

�2 1

nhn

����Mn (r)�Mn

�
diHp
nhn

�����
375 � C

�
diH

�3
2 d
p
d� 1

(diH)2 (nhn)
1
4

� Cd
p
d� 1p

diH (nhn)
1
4

Or, n � N (b; d;H):

E0

264 sup
r2

h
diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
1�

diHp
nhn

�2 1

nhn

����Mn (r)�Mn

�
diHp
nhn

�����
375 � Cd

p
d� 1p
diH

o�u C <1 est ind�ependante de n, i, d et H . En appliquant l'in�egalit�e de Markov �a l'ordre 1,
on montre que, pour � > 0 et n � N (b; d;H):

P0

0B@ sup
i2I(d;H;n)

sup
r2

h
diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
1�

diHp
nhn

�2 1

nhn

����Mn (r)�Mn

�
diHp
nhn

����� > �

1CA � Cd
p
d� 1

p
H�

�
1� d� 1

2

� (3.30)

Il su�t alors de prendre H �
 

Cd
p
d�1

"�
�
1�d� 1

2

�
!2

pour obtenir (3.29).

En�n, on remarque que, pour tout � 2 ]0; b[, H > 0 et d > 1, 8n � N (�; d;H), on a :

sup
r2

h
Hp
nhn

;�
i

1

nhn

����Mn(0)�Mn(r)

r2

���� � sup
i2I(d;H;n)

sup
r2

h
diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
1�

diHp
nhn

�2 1

nhn

����Mn (r)�Mn

�
diHp
nhn

�����
+ sup

i2I(d;H;n)

1

nhn

�������
Mn(0)�Mn

�
diHp
nhn

�
�

diHp
nhn

�2
�������

(3.28) et (3.29) impliquent donc (3.10). 2

125



F D�emonstration du lemme 10

Soient � 2 ]0; b[ et H > 0 quelconques. Pour tout n 2 N� tel que Hp
nhn

� �, on a :

sup
��r� Hp

nhn

1

nhn

����Rn (r)

r2

���� � 1

H

1p
nhn

sup
��r� Hp

nhn

����Rn (r)

r

����
Or, d'apr�es le lemme 5-(3.9), on sait qu'il existe C �nie qui ne d�epend que de a et b telle que :

E0

24 sup
��r� Hp

nhn

1

nhn

����Rn (r)

r

����
35 � Cnh2n

On en d�eduit que :

E0

24 sup
��r� Hp

nhn

����Rn (r)

r2

����
35 � C

H

p
nh3n

Par hypoth�ese, la suite
�
nh3n

�
n
est born�ee. Si on noteM > 0 cette borne, on a par application

de l'in�egalit�e de Markov �a l'ordre 1 :

P0

0@ sup
��r� Hp

nhn

1

nhn

����Rn (r)

r2

���� > �

1A � C

H

p
M

Pour obtenir (3.11), il su�t de prendre H � H0 =
C
p
M

"� . 2
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G D�emonstration du th�eor�eme 4

Si on montre que, pour tout � > 0, limn!1 P0
���pnhnbrn +�n

�� > �
�
= 0, alors

p
nhnbrn

converge en loi vers la loi limite de ��n et on aura le r�esultat annonc�e.
Pour tout A > 0, on a :

P0

����pnhnbrn + �n

��� > �
�

� P0

����pnhnbrn��� > A
�
+ P0 (j�nj > A)

+ P0

����pnhnbrn + �n

��� > �;
���pnhnbrn��� � A; j�nj � A

�
La condition 1 du th�eor�eme 4 implique que :
8" > 0, 9A1 = A1 (") et 9n1 = n1 (") tels que, 8n � n1, P0 (j�nj > A1) � ".
La tension de la suite

�p
nhnbrn� implique que :

8" > 0, 9A2 = A2 (") et 9n2 = n2 ("; A2) tels que, 8n � n2, P0
���pnhnbrn�� > A

� � ".
Montrons que :

P0

����pnhnbrn + �n

��� > �;
���pnhnbrn��� � A; j�nj � A

�
� P0

 
sup
juj�A

j	n (u)j � I (0)
�2

2

!

On a :

8u; juj � A; inf
juj�A

Zn (u)

2I (0)
� Zn (u)

2I (0)
� u�n +

u2

2
+

1

2I (0)
sup
juj�A

j	n (u)j (3.31)

Or, sous
���pnhnbrn�� � A

	
, on a :

inf
juj�A

Zn (u)

2I (0)
=
Zn
�p
nhnbrn�

2I (0)

Sous
���pnhnbrn�� � A;

��pnhnbrn + �n

�� > �
	
,

Zn
�p
nhnbrn�

2I (0)
� �2

2
� �2

n

2
� 1

2I (0)
sup
juj�A

j	n (u)j

Compte tenu de (3.31), on obtient, sous
�j�nj � A;

��pnhnbrn�� � A;
��pnhnbrn + �n

�� > �
	
:

�2

2
� �2

n

2
� 1

2I (0)
sup
juj�A

j	n (u)j � ��2
n +

�2
n

2
+

1

2I (0)
sup
juj�A

j	n (u)j

Donc :n
j�nj � A;

���pnhnbrn��� � A;
���pnhnbrn + �n

��� > �
o
�
(
sup
juj�A

j	n (u)j � I (0)
�2

2

)

On a l'in�egalit�e annonc�ee.
La condition 2 implique alors que 8� > 0, 8" > 0, 8A > 0, 9n3 = n3 ("; �; A) tel que, 8n � n3
P0
���pnhnbrn +�n

�� > �;
��pnhnbrn�� � A; j�nj � A

� � ".
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Pour � > 0 et " > 0 �x�es, on pose A0 = max fA1; A2g et n0 = max fn1; n2; n3 (A0)g.
Pour tout n � n0, on a :

P0

����pnhnbrn + �n

��� > �
�

� P0

����pnhnbrn��� > A0

�
+ P0 (j�nj > A0) + P0

����pnhnbrn +�n

��� > �;
���pnhnbrn��� � A0; j�nj � A0

�
� P0

����pnhnbrn��� > A2

�
+ P0 (j�nj > A1) + P0

����pnhnbrn +�n

��� > �;
���pnhnbrn��� � A0; j�nj � A0

�
� 3"

Donc, pour tout � > 0 et tout " > 0, il existe n0 tel que, 8n � n0,

P0

����pnhnbrn + �n

��� > �
�
� "

2
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H D�emonstration de la propri�et�e 3

Soit n tel que nhn � 1. On a pour tout x, tout u, juj � B, et tout v, jvj � B :������ up
nhn

; x

�
� �

�
vp
nhn

; x

�����
� ��b0 �0+�� b0

�
0�
��� �����
�

vp
nhn

� x
�+

�
�

up
nhn

� x
�+
����� I(x>0)

+
��b0 �0+�� b0

�
0�
��� �����
�
x� vp

nhn

�+

�
�
x� up

nhn

�+
����� I(x�0)

+

Z vp
nhn

up
nhn

Z y

0

��b00 (x� z)�� dzdy
� ��b0 �0+�� b0

�
0�
��� ���� v � up

nhn

���� I�jxj� Bp
nhn

� +
Z vp

nhn

up
nhn

Z y

0

��b00 (x� z)
�� dzdy

Or, b00 est �a croissance polynomiale, il existe donc une constante �nie C et � > 0 tels que :

8x 2 R; 8z 2
�
� Bp

nhn
;

Bp
nhn

�
;
��b00 (x� z)�� � C

�
1 + jxj+ Bp

nhn

��
Puisque nhn � 1, on a : 8x 2 R; 8z 2

h
� Bp

nhn
; Bp

nhn

i
; jb00 (x� z)j � C (1 + jxj+ B)�.

Posons : GB (x) = C (1 + jxj+ B)�. D'apr�es ce qui pr�ec�ede, on a pour tout x, si juj � B,
jvj � B et nhn � 1 :������ up

nhn
; x

�
� �

�
vp
nhn

; x

����� � ��b0 �0+�� b0 �0���� ���� v � up
nhn

���� I�jxj� Bp
nhn

� +BGB (x)

����v � unhn

����
D'o�u : �

�

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�
� �

�
vp
nhn

; X(k�1)hn

��4
� 8

�
b0
�
0+
�� b0 �0���4� v � up

nhn

�4

I�jX(k�1)hn j� Bp
nhn

� + 8B4 (GB)
4 �X(k�1)hn

��v � u
nhn

�4

et

sup
juj�B

�2

�
up
nhn

; X(k�1)hn

�
� 2

�
b0
�
0+
�� b0 �0���2 B2

nhn
I�jX(k�1)hn j� Bp

nhn

�

+ 2 (GB)
2 �X(k�1)hn

�� B2

nhn

�2

Pour obtenir (3.21) et (3.22), il su�t de passer �a l'esp�erance sous �0 dans les deux in�egalit�es
pr�ec�edentes : (GB)

2 et (GB)
4 sont int�egrables car, par hypoth�ese, �0 admet des moments de

tous ordres. On a ainsi, dans les membres de droite, deux constantes, qui ne d�ependent que de
B, et Q (") =

R "
�" �0 (dx). �0 �etant absolument continue par rapport �a la mesure de Lebesgue,

Q est continue et vaut 0 en 0. 2

129



I Sch�ema de la d�emonstration du th�eor�eme 7

On suppose que r0 = 0. Posons : fMN (r) =
PN

k=1 b (xk�1 � r) ek .

I.1 Pr�eliminaires

Nous commencerons par montrer que notre proc�edure d'estimation s'inscrit dans le cadre
de l'estimation par minimum de contraste. Pour ce faire, nous utilisons le r�esultat suivant :

Lemme 13 Sous (B), il existe une constante C �nie telle que :

8 (r; s) 2 [a; b]2 ; E0

��fMN (r)� fMN (s)
�2� � NC (r � s)2

8 r 2 [a; b] ; E0

hfMN (r)2
i
� NC

D�emonstration :
Par hypoth�ese, ek est ind�ependant de (x0; e1; � � � ; ek�1) et est centr�ee. Donc, pour tout r et
tout s dans [a; b] :

E0

��fMN (r)� fMN (s)
�2�

� N�2
Z

(b (x� r)� b (x� s))2 �0 (dx)

E0

hfMN (r)2
i
� N�2

Z
b2 (x� r)�0 (dx)

Compte tenu de l'hypoth�ese de sous-lin�earit�e de b et de croissance polynomiale de b0, on a
pour tout x 2 R:

b2 (x� r) � (Ga;b)
2 (x) et (b (x� r)� b (x� s))2 � (r� s)2 (Ga;b)

2 (x)

o�u : Ga;b (x) = C (1 + jxj+Ma;b)
max(1;�). (Ga;b)

2 �etant int�egrable par rapport �a �0, on a les
r�esultats annonc�es. 2

Lemme 14 Sous (B), pour tout r 2 [a; b] :

LN (r)� LN (0)
P0�! L (r; 0) =

1

�2

Z
R

(b (x� r)� b (x))2 �0 (dx)

o�u r ! L (r; 0) est continue, positive et admet un unique minimum en r = 0.

D�emonstration :
Pour tout r 2 [a; b], on a :

LN (r)� LN (0) =
2

N�2

�fMN (0)� fMN (r)
�

+
1

N�2

NX
k=1

(b (xk�1)� b (xk�1 � r))2

Le lemme 13 implique que, si N ! 1 alors 1
N

�fMN (0)� fMN (r)
�
L2(P0)�! 0.

De plus, b est �a croissance sous lin�eaire sur R et �0 admet un moment d'ordre 4� (� � 1).
On a ainsi: x! (b (x)� b (x� r))2 2 L1 (�0). Par application du lemme 12, on obtient alors :

1

N�2

NX
k=1

(b (xk�1)� b (xk�1 � r))2
P0�! L (r; 0)
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Pour montrer que L (�; 0) est une fonction continue qui admet un unique minimum en r = 0,
on proc�ede comme dans la d�emonstration du lemme 6. 2

On v�eri�e ais�ement que LN et L satisfont les conditions de la d�e�nition 3.2.7 de [7].

I.2 Consistance

Pour montrer que erN est consistant, on proc�ede comme dans la d�emonstration du th�eor�eme
1. Pour tout �, 0 < � � b� a, on a :

V (LN ;Ma;b; �) � 2

N�2
V
�fMN ;Ma;b; �

�
+
(b� a) �
�2

2

N

NX
k=1

(Ga;b)
2 (xk�1)

Utilisant les lemmes 13 et 7, on montre que si N !1, 1
NV

�fMN ;Ma;b; �
�
L1(P0)�! 0. De plus,

(Ga;b)
2 2 L1 (�0). Par application du lemme 12, on obtient :

1

N

NX
k=1

(Ga;b)
2 (xk�1)

P0 p.s.�! jjGa;bjj22;�0

Si on pose VN (�) = 2
N�2

V
�fMN ;Ma;b; �

�
+ (b�a)�

�2
2
N

PN
k=1 (Ga;b)

2 (xk�1), on a alors :

VN (�) � V (LN ;Ma;b; �) et VN (�)
P0�! � (�) = 2 (b�a)

�2
jjGa;bjj22;�0 � avec lim�!0 � (�) = 0. 2

I.3 Normalit�e asymptotique

Nous allons proc�eder comme au x 3.5 : apr�es avoir identi��e la vitesse de convergence deerN vers 0, nous montrons que le contraste se d�eveloppe localement autour de 0 et satisfait
une condition LAN.

Th�eor�eme 8 Sous (B), pour tout " > 0, il existe H et NH 2 N� tels que 8N � NH :

P0

�
jerN j � Hp

N

�
� 1� "

La d�emonstration de ce r�esultat de tension peut être calqu�ee sur la preuve du th�eor�eme 3 : il
repose en particulier sur les deux lemmes suivants :

Lemme 15 Sous (B), pour tout � 2 ]0; b] ; " > 0; H > 0 et tout � > 0, il existe N0 tel que,
8N � N0 :

P0

 
inf

��jrj� Hp
N

1

N

NX
k=1

�
b (xk�1)� b (xk�1 � r)

r

�2

� � (�)� (2 + �) �

!
� 1� "

avec � (�) = jjb0jj22;�0�2 jb0 (0+)� b0 (0�)j jjb0jj2;�0 q (�)��G (�), o�u q et G sont des fonctions
continues, croissantes, telles que q(0) = 0 et G (0) <1.
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et :

Lemme 16 Sous (B), pour � 2 ]0; b[, " > 0 et � > 0, il existe H0 > 0 telle que 8H � H0,
9NH 2 N�, 8N � NH :

P0

0@ sup
��jrj� Hp

N

1

N

����� fMN (r)� fMN (0)

r2

����� > �

1A � "

On d�e�nit alors pour tout u :

eZN (u) = N

�
LN

�
up
N

�
� LN (0)

�
=

2

�2

�fMN (0)� fMN

�
up
N

��
+

1

�2

NX
k=1

�
b

�
xk�1 � up

N

�
� b (xk�1)

�2

D'apr�es le lemme 11 et avec les notations introduites en (3.14) et (3.15), on obtient :

eZN (u) = 2u
1

�2
1p
N

NX
k=1

Db (xk�1) ek � 2

�2

NX
k=1

�

�
up
N
; xk�1

�
ek

+
u2

�2

 
1

N

NX
k=1

Db2 (xk�1)� �2I (0)

!
+ u2I (0)

� 2
up
N�2

NX
k=1

Db (xk�1)�
�

up
N
; xk�1

�
+

1

�2

NX
k=1

�2

�
up
N
; xk�1

�
avec I (0) d�e�nie en (B 5). Posons :

�N =
1

�2I (0)
p
N

NX
k=1

Db (xk�1) ek

	N (u) = � 2

�2

NX
k=1

�

�
up
N
; xk�1

�
ek +

u2

�2

 
1

N

NX
k=1

Db2 (xk�1)� �2I (0)
!

� 2
up
N�2

NX
k=1

Db (xk�1)�
�

up
N
; xk�1

�
+

1

�2

NX
k=1

�2

�
up
N
; xk�1

�
Pour prouver la normalit�e asymptotique de erN , il nous reste �a prouver que �N et 	N satisfont
les conditions du th�eor�eme 4.

1. Sous (B), �N
L(P0)�! N

�
0; 1

I(0)

�
.

Si on note, eDN =
PN

k=1Db (xk�1) ek, il su�t de montrer que
1p
N
eDN

L(P0)�! N �0; �4I (0)�.
Comme pour la d�emonstration du th�eor�eme 5, on v�eri�e successivement les deux condi-
tions d'application du th�eor�eme 2.8.41. de [7] :

(a) 1
N < ~D >N

P0�! �4I (0).

(b) 8" > 0, 1
N

PN
k=1E0

���� ~Dk � ~Dk�1
���2 I(j ~Dk� ~Dk�1j�"pN) j Fk�1

�
L1(P0)�! 0.
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Sous (B), eDN est une martingale de carr�e int�egrable et de crochet< ~D >N= �2
PN

k=1Db
2 (xk�1).

La premi�ere condition est v�eri��ee par application du lemme 12. Il nous reste donc �a �eta-
blir la condition de Lindberg.

1

N

NX
k=1

E0

�
E0

���� ~Dk � ~Dk�1
���2 I(j ~Dk� ~Dk�1j�"pN) j Fk�1

��

=
1

N

NX
k=1

E0

h
I(j ~Dk� ~Dk�1j�"pN)

i 1
2
E0

h
(Db)4 (xk�1) e4k

i 1
2

� p
m4 jjDbjj24;�0

1

N

NX
k=1

P0

���� ~Dk � ~Dk�1
��� � "

p
N
� 1

2

o�u m4 est le moment d'ordre 4 des (ek)k . Or, par application de l'in�egalit�e de Markov,
on a :

P0

���� ~Dk � ~Dk�1
��� � "

p
N
�
� �2 jjDbjj22;�0

"2N

Pour tout " > 0, il existe donc une constante C" > 0 telle :

1

N

NX
k=1

E0

�
E0

���� ~Dk � ~Dk�1
���2 I(j ~Dk� ~Dk�1j�"pN) j Fk�1

��
� C"p

N

La condition de Lindeberg est ainsi satisfaite et on a la convergence annonc�ee. Pour
conclure, il su�t de remarquer que �N = 1

�2I(0)
p
N
eDN . 2

2. Sous (B), pour tout B > 0, supjuj�B j	N (u)j P0�! 0. Pour montrer ce r�esultat, il su�t
d'adapter la d�emonstration du th�eor�eme 6.

Les deux conditions du th�eor�eme 4 sont donc satisfaites pour la d�ecomposition donn�ee, on
obtient ainsi la normalit�e asymptotique de erN . 2
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Chapitre 4

Estimation d'un CAR(p)
incompl�etement observ�e �a partir
des �equations de YULE-WALKER

4.1 Introduction :

Rappelons la d�e�nition formelle d'un CAR(p) ([3], [8], [9]). On consid�ere l'�equation di��e-
rentielle stochastique p-dimensionnelle suivante :

dY (t) = AY (t)dt+ �bdW (t) (4.1)

o�u (W (t))t�0 est un mouvement brownien standard unidimensionnel et Y (0) est ind�ependant
de W . A et b sont respectivement une matrice de dimensions p�p et un vecteur de Rp d�e�nis
par :

A =

0BBBBBB@
0 1 0 � � � 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 � � � 0 1
��0 ��1 � � � � � � ��p�1

1CCCCCCA ; b =

0BBBBB@
0
0
...
0
1

1CCCCCA (4.2)

Notons P le polynome caract�eristique de A :

P (z) = zp + �p�1zp�1 + � � �+ �0 (4.3)

Si toutes les racines de P ont une partie r�eelle n�egative, (4.1) admet une unique solution
stationnaire (Y (t))t�0 d�e�nie par ([1], p. 118-119) :

Y (t) = exp (At) Y (0) + �

Z t

0
exp (A (t� s)) bdW (s) (4.4)

Y (0) = Np

�
0; �2

Z +1

0
exp (As) btb exp

�
tAs
�
ds

�
Dans toute la suite, nous supposons v�eri��ee cette condition qui assure l'existence d'une solu-
tion stationnaire. Si � = (�; �) et � = (�0; � � � ; �p�1), on note alors �� la loi stationnaire, P�

134



la loi du processus sous �� et E� l'esp�erance sous P� .

Nous dirons que (X (t))t�0 est un CAR(p) de param�etre �, si pour tout t � 0, X (t) =
eY (t), e = (1; 0; � � � ; 0) 2 Rp. Par (4.1) et (4.2), X est donc un processus d�erivable �a l'ordre

(p� 1). Si on note X(j) (t) = dj

dtj
X (t), on a :

Y (t) =

0B@ X (t)
...

X(p�1) (t)

1CA
De plus, (4.1) s'�ecrit :

dX(p�1) (t) +
h
�0X (t) + � � �+ �p�1X(p�1) (t)

i
dt = �dW (t) (4.5)

Comme dans le cas des mod�eles autor�egressifs �a temps discret, AR(p), les param�etres d'un
CAR(p) peuvent être estim�es �a partir des �equations de Yule-Walker qui lui sont associ�ees.
Dans le cas continu, ces �equations sont bas�ees sur les fonctions de covariance d�eriv�ee (DCVF)
(Dj;k) d�e�nies par (cf. [9]) :

8 (j; k) 2 f0; 1; � � � ; p� 1g ; Dj;k (h) = E�

h
X(j) (h)X(k) (0)

i
Dj;p (h)

L2(P�)
= lim

T!+1
1

T

Z T

0
X(j) (t+ h)dX(p�1) (t)

Les �equations de Yule-Walker sont obtenues en multipliant l'�equation (4.5) par X(j) (t + h)
et en passant �a l'esp�erance sous P�. On a ainsi, pour tout j = 0; � � � ; p� 1 et tout h 2 R:

Dj;p (h) + �p�1Dj;p�1 (h) + � � �+ �0Dj;0 (h) = 0 (4.6)

Si l'on estime correctement les (Dj;k), on estime par la même �. Dans [9], Hyndman utilise
des estimateurs des (Dj;k (0)) bas�es sur une observation continue et compl�ete de Y sur [0; T ],
c'est-�a-dire que les p composantes de Y sont observ�ees �a temps continu sur [0; T ]. Il obtient
alors un estimateur de � consistant, asymptotiquement normal et e�cace, lorsque T ! +1.

Dans notre contexte, on ne dispose que d'une observation discr�etis�ee, �a pas � > 0 �x�e,
de la premi�ere composante X de Y . Nous allons cependant adopter une d�emarche similaire
�a celle de Hyndman en d�e�nissant des estimateurs naturels des (Dj;k) et en d�eduisant, par
l'interm�ediaire des �equations de Yule-Walker, un estimateur de �. Sans modi�er l'esprit de
la m�ethode d'estimation, on peut cependant choisir d'estimer les �equations de Yule-Walker
en h = 0 mais �egalement en n'importe quel point de R. Or, comme le remarque Hyndman
dans la cas d'un CAR(2) et comme nous le montrons plus g�en�eralement pour un CAR(p) (cf.
lemme 3, p.138), l'estimateur empirique associ�e �a Dp�1;p (0) pr�esente un biais syst�ematique
(multiplicatif). A�n de r�esoudre ce probl�eme, nous allons estimer les �equations de Yule-Walker
en h = � (p� 1) � et non en h = 0.

Dans le deuxi�eme paragraphe, nous commen�cons ainsi par d�e�nir les estimateurs empi-
riques des d�eriv�ees de X dont nous donnons un d�eveloppement en �. Dans la troisi�eme partie,
nous pr�esentons les estimateurs des (Dj;k) associ�es. Nous exposons ensuite la m�ethode d'esti-
mation de � bas�ee sur l'estimation des �equations de Yule-Walker et nous �etudions les propri�e-
t�es asymptotiques de l'estimateur obtenu : nous montrons en particulier que cet estimateur
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converge vers �� , o�u �� approche � �a � pr�es. Dans le quatri�eme paragraphe, nous proposons,
dans le cas d'un CAR(2), de r�eduire le biais d'estimation associ�e �a � �a l'aide d'une m�ethode
bas�ee sur le sch�ema d'approximation du trap�eze. L'estimateur associ�e est alors convergent
avec un biais asymptotique de l'ordre de �2. Le cinqui�eme paragraphe est consacr�e �a l'estima-
tion de �2 : l�a encore, l'estimateur obtenu est convergent avec un biais explicite en �. Dans la
derni�ere partie, nous mettons en oeuvre, exp�erimentalement par simulations, les di��erentes
m�ethodes d'estimation pour un CAR(2).

4.2 Rappels et r�esultats pr�eliminaires

Dans toute la suite, la notation abr�eg�ee k = m;n se lit k 2 fm; � � � ; ng.

Comme dans le cas des AR(p), les �equations de Yule-Walker peuvent être exprim�ees en
fonction de la covariance r de X , r (h) = E� [X (h)X (0)], car les (Dj;k) et r sont li�es fonc-
tionnellement. En e�et, r est d�erivable jusqu'�a l'ordre (2p� 2) sur R et r(2p�2) est d�erivable
partout sauf en 0 [4] et on a ([9], th�eor�eme 3.1) :

Lemme 1 Pour tout h � 0 et tout j; k = 0; p� 1, on a :

Dj;k (h) = (�1)k r(j+k) (h) (4.7)

Dj;k (�h) = Dk;j (h) = (�1)j r(j+k) (h) (4.8)

Pour h � 0 et j = 0; p� 2 :

Dj;p (h) = �Dj+1;p�1 (h) = (�1)p r(j+p) (h) (4.9)

et, pour h 6= 0 :

Dp�1;p (h) = (�1)p r(2p�1) (h) (4.10)

Dp�1;p (0) = ��
2

2
(4.11)

Les �equations de Yule-Walker s'�ecrivent donc en fonction de r et de ses d�eriv�ees comme suit :

8h � 0; 8j = 0; p� 1; r(j+p) (h) + �p�1r(j+p�1) (h) + � � �+ �0r
(j) (h) = 0 (4.12)

(�1)p r(j+p) (h) + (�1)p�1 �p�1r(j+p�1) (h) + � � �+ �0r
(j) (h) = 0 (4.13)

o�u r(2p�1)(0) est la d�eriv�ee �a droite de r(2p�2) en 0.
Dans la suite, nous utiliserons selon les cas l'une ou l'autre des trois expressions (4.6), (4.13)
et (4.12).

Les (Dj;k) sont directement li�es au d�eriv�ees de X qui ne sont pas observ�ees. Pour estimer
les DCVF, nous sommes donc amen�es �a d�e�nir des approximations des d�eriv�es de X .
Si �X (t) = X (t) � X (t� �) et �(i) est le i�eme it�er�e de cet op�erateur, il est naturel d'ap-
proximer X(j) (t+ j�) par ��j�(j)X (t+ j�).
La suite de ce paragraphe est consacr�e �a l'�etablissement d'un d�eveloppement en � des

�
�(j)X

�
j=1;p

.
Ce r�esultat est crucial pour l'explicitation du biais asymptotique de l'estimateur d�eriv�e des
�equations de Yule-Walker.
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Pour tout p � 1 et tout k 2 N, on d�e�nit :

Dk
p =

p�1X
l=0

Cl
p (�1)l (p� l)k

On a le lemme combinatoire suivant :

Lemme 2 On a :

8k � 1; Dk
p+1 =

k�1X
j=0

Cj
kD

j
p �D0

p (4.14)

Dp+1
p =

p

2
(p+ 1)! (4.15)

Pour tout k = 1; p� 1, Dk
p = 0. De plus, D0

p = (�1)p+1 et Dp
p = p!.

Ce lemme est d�emontr�e en annexe A.
Notons, pour tout i = 0; p� 1 et tout j � 1 :

R
p
i (j; t) =

1

(p� 1)!

jX
k=1

Z t+k�

t+(k�1)�

"
j�kX
l=0

Cl
j (�1)l (t + j� � l� � u)p�1

#
X(i) (u)du (4.16)

Bp (j; t) =
1

(p� 1)!

jX
k=1

Z t+k�

t+(k�1)�

"
j�kX
l=0

Cl
j (�1)l (t + j� � l� � u)p�1

#
�dW (u) (4.17)

Le th�eor�eme qui suit donne un d�eveloppement en � des quantit�es
�
�(i)X (t + i�)

�
i=1;p

. La
d�emonstration en est donn�ee en annexe B.

Th�eor�eme 1 Avec les notations (4.16) et (4.17), on a pour j = 1; p� 1 :

�(j)X (t+ j�) =

p�1X
k=j

Dk
j �

k

k!
X(k) (t) + Rp (j; t) +Bp (j; t) (4.18)

�(p)X (t + p�) = Rp (p; t) + Bp (p; t) (4.19)

avec : Rp (j; t) = �Pp�1
i=0 �iR

p
i (j; t).

De plus, notant �0 = �p�1�0 et, pour i = 1; p� 1, �i = �p�1�i � �i�1, on a :

�(p�1)X (t + (p� 1) �) = �p�1X(p�1) (t)� �p
Dp
p�1
p!

p�1X
i=0

�iX
(i) (t) (4.20)

+

p�1X
i=0

�iR
p+1
i (p� 1; t) + Bp (p� 1; t)� �p�1Bp+1 (p� 1; t)

D�e�nissant 
0 = ��p�1�0 et, pour i = 1; p� 1, 
i = �i�1 � �p�1�i, on obtient :

�(p)X (t+ p�) = ��p
p�1X
i=0

�iX
(i) (t) + �p+1

Dp+1
p

(p+ 1)!

p�1X
i=0

�iX
(i) (t) (4.21)

+

p�1X
i=0


iR
p+2
i (p; t)

+ Bp (p; t)� �p�1Bp+1 (p; t) +
h
(�p�1)2 � �p�2

i
Bp+2 (p; t)
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4.3 Estimation du param�etre �a partir des �equations de Yule-
Walker

Dans toute la suite, [s] repr�esente la partie enti�ere de s.
Le th�eor�eme 1 montre que, pour j = 1; p� 1, ��j�(j)X (t+ j�) approxime d

dtX
(j�1) (t) �a �

pr�es. Si on dispose de n observations �a pas � et si on note np =
h
n
p

i
, alors, pour 0 � j � p� 1

et 0 � k � p, un estimateur empirique naturel de Dj;k (0) est :

bDj;k =
��(j+k)

np

np�1X
i=0

�(j)X (ip� + j�)�(k)X (ip� + k�) ; np =

�
n

p

�
(4.22)

On pourrait utiliser ces estimateurs a�n d'estimer les �equations de Yule-Walker (4.6) en
h = 0, comme le fait Hyndman dans [9] (x7). Il apparait cependant que bDp�1;p pr�esente un
biais syst�ematique. Pr�ecisons cela.

Lemme 3 On a :

E�

h bDp�1;p
i
= C (p)Dp�1;p (0) + �C� + o (�) ; C� =

(�1)p
2

p�1X
k=0

�kr
(p+k) (0) + �p�1D (p)�2

avec :

C (p) =
1

[(p� 1)!]2

p�1X
k=1

Z k

k�1

"
p�kX
l=0

Cl
p (�1)l (p� l� u)p�1

#2
du

D (p) =
1

(p!)2

p�1X
k=1

" 
p�1�kX
l=0

Cl
p�1 (�1)l (p� 1� l � u)p

! 
p�kX
i=0

Ci
p (�1)i (p� i� u)p

!#u=k
u=k�1

La d�emonstration de ce r�esultat est donn�ee en annexe E.
Pour contourner ce probl�eme, nous avons choisi d'estimer les �equations de Yule-Walker en
h = � (p� 1) �. Nous consid�erons ainsi les estimateurs empiriques des Dj;k (� (p� 1) �). Ces
estimateurs sont de la forme :

~Dj;k =
��(j+k)

n2p�1

n2p�1�1X
i=0

�(j)X (i (2p� 1) � + j�)�(k)X (i (2p� 1) � + (p� 1) � + k�) ; n2p�1 =
�

n

2p� 1

�
Notons, pour tout h 2 R:

� (h) = (Dj;k (h))j;k=0;p�1 ; 
 (h) = t (D0;p (h) ; � � � ; Dp�1;p (h))

D'apr�es (4.6), � satisfait pour tout h :


 (h) + � (h)� = 0

Comme nous utilisons les ~Dj;k pour estimer le syst�eme pr�ec�edent en h = � (p� 1) �, il est
naturel de choisir comme estimateur de �, une solution (�n) du syst�eme suivant :


n� + �n��
n = 0; �n = t

�
�n0 ; � � � ; �np�1

�
(4.23)
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o�u :

�n� =
�
~Dj;k

�
j;k=0;p�1

et 
n� = t
�
~D0;p; � � � ; ~Dp�1;p

�
Toutefois, les ~Dj;k approchent lesDj;k (� (p� 1) �) seulement �a � pr�es. Comme nous le verrons,
cette erreur se transmet �a l'estimation de � et provoque un biais asymptotique de l'ordre de

�. Si on note Dj;k = E�

h
~Dj;k

i
, on a :

Lemme 4

8j = 0; p� 1; 8k = 0; p; Dj;k = Dj;k (� (p� 1) �) + �	j;k (�) + o (�)

avec :

	p�1;p�1 (�) =
(p� 1)

2
�2 (4.24)

	p�1;p (�) =
(�1)p
2

p�1X
k=0

�kr
(p+k) ((p� 1) �)� �p�1

(p� 1)

2
�2 (4.25)

et, dans les autres cas :

	j;k (�) =
(�1)j
2

(k � j) r(k+j+1) ((p� 1) �) (4.26)

La d�emonstration de ce lemme est donn�ee en annexe F.
De ce fait, �n ne va pas estimer directement � mais �� o�u �� est solution du syst�eme :


� + ���
� = 0; �� = t

�
��0; � � � ; ��p�1

�
(4.27)

avec :

�� = (Dj;k)j;k=0;p�1 et 
� =
t (D0;p; � � � ;Dp�1;p)

Cependant, compte tenu des r�esultats du lemme 4, �� approche � �a � pr�es.

Lemme 5 Il existe �0 > 0 tel que pour tout �, 0 < � � �0, le syst�eme (4.27) admet une
unique solution �� = � [��]

�1 
�.
De plus :

�� = � � � [� (0)]�1B� + o (�) ; B� =
t
�
B0
� ; � � � ; Bp�1

�

�
avec, pour tout j = 0; p� 1 :

Bj
� =

(�1)j
2

"
p�1X
k=0

�k (k � p) r(j+k+1) (0)

#

D�emonstration du lemme 5 :
Le lemme 4 implique que : �� = � (� (p� 1) �) + O (�). Or, d'apr�es l'�equation (3.9) de [9],
� (h) = exp (Ah) � (0) et donc � (h) = � (0) + O (h). On sait de plus que � (0) est inversible
(proposition 3.1 de [9]). Pour h proche de 0, � (h) est donc �egalement inversible. Il existe par
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cons�equent �0 > 0, tel que pour �, 0 < � � �0, �� est inversible. Le syst�eme (4.27) admet
donc une unique solution �� = � [��]

�1 
�.

Il nous reste �a expliciter l'�ecart entre �� et �. On a :

�� � � = � [��]
�1 [
� + ���]

Notons N� = t (	0;p (�) ; � � � ;	p�1;p (�)) et M� = (	j;k (�))j;k=0;p�1, o�u les (	j;k (�)) sont

d�e�nis par (4.24), (4.25) et (4.26). D'apr�es le lemme 4, on a : 
� = 
 (� (p� 1) �)+ �N�+o (�)
et �� = � (� (p� 1) �) + �M� + o (�). Donc :

�� � � = � [�� ]
�1 [
 (� (p� 1) �) + � (� (p� 1) �)�+ �N� + �M��+ o (�)]

Les �equations de Yule-Walker (4.6) en h = � (p� 1) � impliquent que :

�� � � = �� [�� ]�1 [N� +M��+ o (�)]

avec :

N� +M�� =

 
	j;p (�) +

p�1X
k=0

�k	j;k (�)

!
j=0;p�1

Or, pour tout j = 0; p� 2, on a :

	j;p (�) +

p�1X
k=0

�k	j;k (�) =
(�1)j
2

"
(p� j)r(j+1+p) ((p� 1) �) +

p�1X
k=0

�k (k � j)r(j+1+k) ((p� 1) �)

#

=
(�1)j
2

p�1X
k=0

�k [(k � j)� (p� j)] r(j+1+k) ((p� 1) �)

=
(�1)j
2

p�1X
k=0

�k (k � p) r(j+1+k) ((p� 1) �)

et :

	p�1;p (�) +
p�1X
k=0

�k	p�1;k (�) =
(�1)p
2

p�1X
k=0

�kr
(p+k) ((p� 1)�)� �p�1

(p� 1)

2
�2

+
(�1)p
2

p�2X
k=0

�k (p� 1� k) r(p+k) ((p� 1) �) + �p�1
(p� 1)

2
�2

=
(�1)p
2

p�1X
k=0

�k (p� k) r(p+k) ((p� 1) �)

Il su�t alors de remarquer que : lim�!0 [N� +M��] = N0 +M0� et lim�!0 �� = � (0). 2

L'�etude du comportement asymptotique de �n repose sur une adaptation du r�esultat d'er-
godicit�e obtenu par Florens-Zmirou [6] dans le cas de mod�eles de di�usion unidimensionnels.
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Si on note �t� (x; dy) = P� (Y (t) 2 dy j Y (0) = x), avec x = (x0; � � � ; xp�1) et dy = (dy0; � � � ; dyp�1),
la probabilit�e de transition associ�ee �a Y et Qt

� = �� 
 �t� la loi de (Y (0) ; Y (t)) sous la loi
invariante, on montre alors que :

Lemme 6 Si f : Rm+1! R est telle que Qm�
�

�
f2
�
<1, m 2 N�, alors, lorsque n! +1 :

1

n

n�1X
k=0

f (X (km�) ; X (km� + �) ; � � � ; X ((k + 1)m�))
L2(P�)�! Qm�

� (f)

D�emonstration du lemme 6 :
Notons L2

0 (��) =
�
h : Rp! R; �� (h) = 0 et ��

�
thh
�
<1	. D'apr�es le lemme 3 (chapitre

1.2) et la proposition 3 (chapitre 2.5) de [5], on sait qu'il existe � > 0 tel que :

8h 2 L2
0 (��) ;

�����t� (h)����L2(��)
� exp (��t) jjhjjL2(��)

Adaptant la preuve du lemme 2 de [6], on montre que pour m 2 N� et h : (Rp)m+1 ! R telle
que Qm�

�

�
h2
�
< +1 :

1

n

n�1X
k=0

h (Y (km�) ; Y (km� + �) � � � ; Y ((k + 1)m�))
L2(P�)�! Qm�

� (h)

Ce r�esultat reste vrai en particulier lorsque h = f � p1 o�u � repr�esente le symbole de compo-
sition, f est une fonction de Rm+1 ! R et p1 est la projection de (Rp)m+1 ! R d�e�nie par :
8 (y0; � � � ; ym) ; yi =t

�
xi0; x

i
1; � � � ; xip�1

�
, p1 (y0; � � � ; ym) =

�
x00; x

1
0; � � � ; xm0

�
. On obtient donc

la convergence annonc�ee. 2

Utilisant ce r�esultat, on obtient :

Th�eor�eme 2 Il existe �0 > 0 tel que pour tout �, 0 < � � �0, et pour n su�samment grand,
le syst�eme (4.23) admet une unique solution �n = � [�n� ]

�1 
n� .
Lorsque n! +1, on a :

�n
P��! ��

L'estimateur d�eriv�e des �equations de Yule-Walker estim�ees en h = � (p� 1) � est donc asymp-
totiquement biais�e avec un biais explicite de l'ordre de �.
Dans le paragraphe suivant, nous montrons que pour un CAR(2), ce biais peut être r�eduit �a
un ordre en �2 en utilisant une m�ethode d'estimation bas�ee sur le sch�ema d'approximation
du trap�eze bidimensionnel du processus.

D�emonstration du th�eor�eme 2 :
D'apr�es le lemme 6, �n� converge vers �� lorsque n ! +1. Or, pour � proche de 0, �� est
inversible (cf. d�emonstration du lemme 5. Pour n su�samment grand, �n� est donc inversible
et �n existe et a la forme annonc�ee.

La convergence de �n vers �� r�esulte directement du lemme 6. Lorsque n ! +1, on a
en e�et :

�n�
L2(P�)�! ��; et 
n�

L2(P�)�! 
�
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4.4 Estimation des param�etres d'un CAR(2) �a partir du sch�ema
du trap�eze.

Dans ce paragraphe, nous consid�erons un CAR(2) :

dX (t) = X(1) (t)dt

(4.28)

dX(1) (t) = �
h
�0X (t) + �1X

(1) (t)
i
dt+ �dW (t)

La m�ethode d'estimation de � pr�esent�ee ici est bas�ee sur le sch�ema du trap�eze bidimensionnel
associ�e au processus. Plus pr�ecis�ement, nous d�eduisons de celui-ci un sch�ema d'approximation
pour X . Nous associons alors ce sch�ema, qui est anticipatif, �a une m�ethode d'estimation par
variable instrumentale (cf. [2],[7], [11] et [12]). Le biais de l'estimateur de � ainsi obtenu est
non plus d'ordre � mais �2.

Commen�cons par d�e�nir le sch�ema du trap�eze associ�e �a un CAR(2).

Lemme 7 (Sch�ema du trap�eze pour un CAR(2))
Pour tout t 2 R+ et � > 0, on a :

X (t+ �)�X (t) =
�

2

h
X(1) (t) +X(1) (t+ �)

i
+ � (0; t) + � (0; t) (4.29)

X(1) (t + �)�X(1) (t) = ��
2

h
�0 (X (t) +X (t + �)) + �1

�
X(1) (t) +X(1) (t + �)

�i
(4.30)

+ � (1; t) + � (1; t)

avec :

� (0; t) =
1

2

Z t+�

t
(t � u) (t + � � u)

h
�0�1X (u) +

�
(�1)

2 � �0
�
X(1) (u)

i
du

� (0; t) =

Z t+�

t

��
t +

�

2
� u
�
� 1

2
(t � u) (t + � � u)�1

�
�dW (u)

� (1; t) =
1

2

Z t+�

t

(t � u) (t + � � u)
h�
(�0)

2 � �0 (�1)2
�
X (u) +

�
2�0�1 � (�1)

3
�
X(1) (u)

i
du

� (1; t) =

Z t+�

t

�
1�

�
t +

�

2
� u
�
�1 +

1

2
(t� u) (t+ � � u)

�
(�1)

2 � �0
��
�dW (u)

La d�emonstration de ce lemme est donn�ee en annexe G.

Puisque la d�eriv�ee de X n'est pas observ�ee, le sch�ema pr�ec�edent ne peut être utilis�e en
l'�etat pour estimer �. Nous allons ainsi �eliminer dans (4.29) tous les termes associ�es �a X(1).
Nous optenons alors un sch�ema d'approximation anticipatif de pas 2� pour X , qui d�epend
cette fois exclusivement de X (t+ 2�) ; X (t+ �) et de X (t). Avant d'�enoncer ce r�esultat, on
d�e�nit les coe�cients num�eriques suivants :

a�2 = �0�1 + �
(�0)

2

2
; b�2 = (�1)

2 � �0 + �
�1�0
2

c�2 = ��0�1 + �
(�0)

2

2
d�2 = � (�1)

2 � �0 + �
�1�0
2

142



et, pour k = 3; 5,
�
a�k; b

�
k

�
et
�
c�k; d

�
k

�
sont donn�es par :�

a�k
b�k

�
= tAk�2

�
a�2
b�2

�
;

�
c�k
d�k

�
= tAk�2

�
c�2
d�2

�
; A =

�
0 1

��0 ��1

�
o�u A est la matrice d�e�nie en (4.2). On d�e�nit �egalement :

b�0 = 1; b�1 = ��1 � �
�0
2
; d�0 = �1; d�1 = �1 � �

�0
2

Th�eor�eme 3 Pour tout � > 0 et t 2 R+, on a :

�(2)X (t + 2�) = ���1
2

[X (t + 2�)�X (t)]� �2�0
4

[X (t + 2�) + 2X (t + �) +X (t)] (4.31)

+ � (t) + � (t)

avec :

� (t) =
�4

12

h
(�1)

2 �0 � 2 (�0)
2
i
X (t+ �) +

�4

12

h
(�1)

3 � 3�1�0

i
X(1) (t+ �)

+
�6

80

h
(�0)

3 � (�1�0)
2
i
X (t+ �) +

�6

80

h
2 (�0)

2 �1 � (�1)
2 �0

i
X(1) (t + �)

+

Z t+�

t

"
(t � u)5

5!
+
� (t � u)4

24!

#h
c�5X (u) + d�5X

(1) (u)
i
du

+

Z t+2�

t+�

"
(t+ 2� � u)5

5!
� � (t + 2� � u)4

24!

#h
a�5X (u) + b�5X

(1) (u)
i
du

et :

� (t) =

Z t+�

t

 
�

2
+

5X
k=1

d�k�1

"
(t� u)k

k!
+
�

2

(t� u)k�1
(k � 1)!

#!
�dW (u)

+

Z t+2�

t+�

 
�

2
+

5X
k=1

b�k�1

"
(t + 2� � u)k

k!
� �

2

(t + 2� � u)k�1
(k � 1)!

#!
�dW (u)

La d�emonstration de ce r�esultat est donn�ee en annexe H.
Commentaire :
La variable d'erreur � (t) est donc un OP�

�
�4
�
et le bruit � (t) est ind�ependant de la tribu

engendr�ee par (X (s))s2[0;t] et tel que E�

�
�2 (t)

�
est d'ordre �2.

Du fait du caract�ere anticipatif de ce sch�ema, l'utilisation des moindres carr�es n'est pas
adapt�ee pour estimer �. Pr�ecisons cela.
Soit n2 =

�
n
2

�
. Notons Zn le vecteur de Rn2 et Xn la matrice de dimensions n2 � 2 d�e�nis

respectivement par :

Zn = t

�
1

�2
�(2)X (2�) ;

1

�2
�(2)X (4�) ; � � � ; 1

�2
�(2)X (2n2�)

�
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et

Xn =

0BBB@
1
4 [X (2�) + 2X (�) +X (0)] 1

2� [X (2�)�X (0)]
1
4 [X (4�) + 2X (3�) +X (2�)] 1

2� [X (4�)�X (2�)]
...

...
1
4 [X (2n2�) + 2X (2n2� � �) +X (2 (n2 � 1)�)] 1

2� [X (2n2�)�X (2 (n2 � 1) �)]

1CCCA
L'estimateur des moindres carr�es d�eriv�e du sch�ema pr�ec�edent est donn�e par :

��n = � �tXnXn

��1 �tXnZn
�

Cet estimateur pr�esente un biais syst�ematique li�e au fait que Xn et le bruit
�n = t (� (0) ; � (2�) ; � � � ; � (n2�)) sont corr�el�es. Pour �eliminer ce probl�eme, nous utilisons une
m�ethode d'estimation par variable instrumentale (cf. [2],[7], [11] et [12]). Selon le principe de
l'estimation par variable instrumentale, il nous faut remplacer Xn par une variable qui lui est
li�ee tout en �etant d�ecorr�el�ee de �n. Si on note n4 =

�
n
4

�
, un bon choix est la matrice XI

n de
dimensions n4 � 2 d�e�nie par :

XI
n =

0BBB@
X (0) 1

2� [X (2�)�X (0)]
X (4�) 1

2� [X (6�)�X (4�)]
...

...
X (4 (n4 � 1) �) 1

2� [X (4 (n4 � 1) � + 2�)�X (4 (n4 � 1) �)]

1CCCA
L'estimateur par variable instrumentale associ�e au sch�ema (4.31) est alors :

b�n = �
�
tXI

n
bXn

��1 �
tXI

n
bZn�

avec : bZn = t
�
1
�2
�(2)X (4�) ; 1

�2
�(2)X (8�) ; � � � ; 1

�2
�(2)X (4n4�)

� 2 Rn4 et

bXn =

0BBB@
1
4 [X (4�) + 2X (3�) +X (2�)] 1

2� [X (4�)�X (2�)]
1
4 [X (8�) + 2X (7�) +X (6�)] 1

2� [X (8�)�X (6�)]
...

...
1
4 [X (4n4�) + 2X (4n4� � �) +X (4n4� � 2�)] 1

2� [X (4n4�)�X (4n4� � 2�)]

1CCCA
Dans ce cas, la variable d'erreur � provoque un biais dans la proc�edure d'estimation. Cepen-
dant, ce biais n'est plus syst�ematique car il est de l'ordre de �2.

Si on note b
� = E�

h
1
n4

tXI
n
bZni et b�� = E�

h
1
n4

tXI
n
bXn

i
, on montre en e�et que :

Th�eor�eme 4 Il existe �0 > 0 tel que pour tout �, 0 < � � �0, et pour n su�samment grand,b�n = �
�
tXI

n
bXn

��1 �
tXI

n
bZn� et b�� = �

�b����1 b
� existent. Lorsque n! +1, on a :

b�n P��! b��
De plus :

b�� � � = ��2 [� (0)]�1 bB� + o
�
�2
�
; bB� =

0@ 1
12

h
(�1)

2 �0 � 2 (�0)
2
i
r (0)

� 1
12

h
(�1)

3 � 3�1�0

i
r(2) (0)

1A
Ce th�eor�eme est d�emontr�e en annexe I.

Pour un CAR(2), cette proc�edure d'estimation permet donc de r�eduire le biais d'estimation
de �.
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4.5 Estimation du coe�cient de di�usion �

La m�ethode d'estimation de � repose sur le r�esultat de l'�equation (4.11) :

Dp�1;p (0) = �1

2
�2

. On peut donc esp�erer estimer �2 �a partir de bDp�1;p qui est l'estimateur empirique de
Dp�1;p (0). D'apr�es (4.22) :

bDp�1;p =
��(2p�1)

np

np�1X
i=0

�(p�1)X (ip� + (p� 1) �)�(p)X ((i+ 1) p�) ; np =

�
n

p

�
Comme nous l'avons montr�e dans le lemme 3, cet estimateur pr�esente un biais syst�ematique
multiplicatif C (p). Il apparait cependant que C (p) est ind�ependante de (�; �) et peut être
calcul�ee. On a par exemple, C (2) = 2

3 , C (3) = 11
20 = 0:55, C (4) = 151

315 ' 0:48 et C (5) =
15619
36288 ' 0:43. Il su�t ainsi de renormaliser bDp�1;p par cette constante pour obtenir une
estimation de Dp�1;p (0) (et donc de �2) �a � pr�es.
On d�e�nit ainsi :

�2n = � 2

C (p)
bDp�1;p et �2� = E�

�
�2n
�

Le lemme 3 et le lemme 6 impliquent alors que :

Th�eor�eme 5 On a pour C� et C (p) d�e�nis dans le lemme 3 :

�2n
L2(P�)�! �2� et �2� = �2 � 2C�

C (p)
� + o (�)

4.6 Etude Exp�erimentale

Dans ce paragraphe, nous testons pour un CAR(2) les proc�edures d'estimation expos�ees
pr�ec�edemment �a l'aide de simulations num�eriques. Dans la suite, nous indi�cons par t (res-
pectivement par y) les quantit�es qui se rapporte �a la m�ethode d'estimation de � bas�ee sur
le sch�ema du trap�eze (resp. sur les �equations de Yule-Walker) et par s, celles associ�ees �a
l'estimation de �2. Le processus est simul�e �a l'aide d'un sch�ema d'Euler de pas 0:0001 sur
un intervalle de longueur T = n�. Pour di��erentes d�ecompositions (n; �) de T , nous calcu-
lons N (N = 100) estimations de � (par les deux m�ethodes) et de �2. Nous notons alors
~�tN = 1

N

PN
i=1 �

t;i
n , ~�

y
N = 1

N

PN
i=1 �

y;i
n et ~�2N = 1

N

PN
i=1 �

2
n les moyennes empiriques obtenues.

Celles-ci sont compar�ees �a leur limite th�eorique respectives : �t�, �
y
� et �2� . Nous comparons

�egalement �t� � �, �y� � � et �2� � �2 �a la partie principale de leur d�eveloppement en � (cf.
lemme 5, th�eor�emes 4 et 5) : Bt

�

�
�; �2

�
, By

�

�
�; �2

�
et Bs

�

�
�; �2

�
.

Pour l'estimateur bas�e sur le sch�ema du trap�eze, la partie principale du biais th�eorique
Bt
�

�
�; �2

�
est :

Bt
�

�
�; �2

�
= ��2

 
1

r(0) 0

0 � 1
r(2)(0)

!0@ 1
12

h
(�1)

2 �0 � 2 (�0)
2
i
r (0)

� 1
12

h
(�1)

3 � 3�1�0
i
r(2) (0)

1A
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Pour l'estimateur bas�e sur les �equations de Yule-Walker, on a :

B
y
�

�
�; �2

�
= ��

 
1

r(0) 0

0 � 1
r(2)(0)

!� �1
2�1r

(2) (0)
1
2

�
2�0r

(2) (0) + �1r
(3) (0)

� � (4.32)

En�n, pour le param�etre de di�usion �, la partie principale du biais est �egale �a :
Bs
�

�
�; �2

�
= �� 1

C(2)

�
�0r

(2) (0) + �1r
(3) (0)

�
;

Dans un second temps, nous proposons de r�eduire le biais d'estimation de � associ�e aux
�equations de Yule-Walker en d�ebiaisant partiellement ~�yN .
D'apr�es le lemme 1, (4.32) s'�ecrit aussi :

By
�

�
�; �2

�
= ��

0B@
D1;1(0)
2D0;0(0)

�1

1
4D1;1(0)

�1�
2 � �0

1CA
Cette quantit�e peut être estim�ee par :

~By
N

�
~�yN ; ~�

2
N

�
= ��

0BB@
bD1;1

2 bD0;0
~�y1;N

1
4 bD1;1

~�y1;N ~�
2
N � ~�y0;N

1CCA
o�u bD1;1 et bD0;0 sont les estimateurs naturels de D1;1 (0) et D0;0 (0) donn�es en (4.22). L'esti-
mateur propos�e est alors : b�yN = ~�yN � ~By

N

�
~�yN ; ~�

2
N

�
Sa limite th�eorique est donn�ee par :

b�y� = �y� �By
�

�
�y� ; �

2
�

�
On choisit : �0 = 2, �1 = 3 et � = 1. Avec ces valeurs, la covariance vaut (cf. Doob [4]) :

r (h) =
1

6
exp (� jhj)� 1

12
exp (�2 jhj)

Nous prenons comme condition initiale l'esp�erance de la loi invariante �a savoir :
X (0) = 0 et X(1) (0) = 0.
Avec les valeurs de �0 et �1 choisies, on a :

Bt
�

�
�; �2

�
= ��2

0@ 5
6

3
4

1A

By
�

�
�; �2

�
= ��

0@ 3

5
2

1A
et : Bs

�

�
�; �2

�
= �7

4�.
Ces di��erentes quantit�es sont compar�ees respectivement �a �t� � �, �y� � � et �2� � �2 dans le
tableau 4.3.
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� n ~�tn �t� ~�yn �y� b�yn b�y� �

T = 60 1 60 -0.122 1.407 2.154 0.546 3.799 2.043 2
0.042 2.447 4.000 1.496 7.146 3.195 3

0.5 120 1.133 1.810 1.044 0.994 1.686 2.020 2
3.044 2.828 2.100 2.051 3.196 3.092 3

0.3 200 2.194 1.927 1.336 1.299 1.845 2.009 2
3.428 2.934 2.289 2.367 3.075 3.043 3

0.2 300 2.158 1.967 1.550 1.494 1.988 2.004 2
3.211 2.970 2.557 2.554 3.193 3.022 3

0.1 600 2.160 1.991 1.912 1.725 2.179 2.001 2
3.022 2.992 2.855 2.764 3.249 3.006 3

0.01 6000 2.138 1.999 1.925 1.970 1.954 2.000 2
3.019 2.999 3.031 2.975 3.076 3.000 3

T = 600 1 600 2.200 1.407 0.511 0.546 1.088 2.043 2
3.686 2.447 1.436 1.496 2.508 3.195 3

0.5 1200 1.939 1.810 1.009 0.994 1.652 2.020 2
3.044 2.828 2.072 2.051 3.132 3.092 3

0.3 2000 1.871 1.927 1.293 1.299 1.822 2.009 2
2.964 2.934 2.376 2.367 3.210 3.043 3

0.2 3000 1.979 1.967 1.521 1.494 1.947 2.004 2
3.006 2.970 2.569 2.554 3.226 3.022 3

0.1 6000 1.996 1.991 1.749 1.725 2.000 2.001 2
3.007 2.992 2.779 2.764 3.154 3.006 3

Tab. 4.1 { CAR(2) : comparaison des moyennes empiriques pour 100 estimateurs de � lorsque
t� = (2; 3).

� n �2n �2� �2

T = 60 1 60 0.215 0.212 1
0.5 120 0.430 0.439 1
0.3 200 0.597 0.603 1
0.2 300 0.705 0.710 1
0.1 600 0.827 0.841 1
0.01 6000 0.981 0.982 1

T = 600 1 600 0.215 0.212 1
0.5 1200 0.436 0.439 1
0.3 2000 0.604 0.603 1
0.2 3000 0.714 0.710 1
0.1 6000 0.833 0.841 1

Tab. 4.2 { CAR(2) : moyennes empiriques pour 100 estimateurs de �2 lorsque �2 = 1.
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�t� � � Bt
�

�
�; �2

�
�y� � � By

�

�
�; �2

� b�y� � � �2� � �2 Bs
� (�; �)

� = 0:01 -0.000083 -0.000083 -0.029735 -0.03 0.000016 - 0.0173 -0.0175
-0.000075 -0.000075 -0.024851 -0.025 0.000074

� = 0:1 -0.008300 -0.0083 -0.274995 -0.3 0.00143 - 0.158 -0.175
-0.007473 -0.0075 -0.235682 -0.25 0.0064

� = 0:2 -0.0328 -0.0333 -0.505 -0.6 0.0497 -0.289 -0.35
-0.0295 -0.03 -0.445 -0.5 0.0223

� = 0:3 -0.0723 -0.075 -0.700 -0.9 0.009 -0.396 -0.525
-0.0653 -0.0675 -0.632 -0.75 0.043

� = 0:5 -0.189 -0.208 -1.005 -1.5 0.0204 -0.56 -0.875
-0.171 -0.1875 -0.948 -1.25 0.0921

� = 1:0 -0.592 -0.8333 -1.453 -3 0.0433 -0.787 -1.75
-0.552 -0.75 -1.503 -2.5 0.195

Tab. 4.3 { CAR(2) : comparaison des biais r�eels et des biais th�eoriques pour � et �2.

Le tableau 4.1 regroupe les r�esultats obtenus pour l'estimation de �. Les r�esultats de l'esti-
mation de �2 sont donn�es dans le tableau 4.2.

Commentaires :
Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, les biais d'estimation pour � et �2 s'expriment en
fonction de la covariance r et de ses d�eriv�ees jusqu'�a l'ordre 3. Les d�eveloppements de ces biais
d'estimation en fonction de �, Bt

�

�
�; �2

�
, By

�

�
�; �2

�
et Bs

�

�
�; �2

�
, sont obtenus en supposant

r (�) ; r(1) (�) ; � � � ; r(3) (�) proches de leur valeur en 0. � doit donc être choisi de mani�ere �a
ce que cette hypoth�ese soit v�eri��ee. Pour � = 1 et � = 0:5, on constate que r (�) est �eloign�e

� 12 r (�) 12 r (0)

1 0.600
0.5 0.845
0.3 0.932
0.2 0.967 1
0.1 0.990
0.01 0.999

Tab. 4.4 { Quelques valeurs num�eriques de la fonction de covariance r.

de r (0) (cf. tableau 4.4). Ceci explique en particulier que l'estimation obtenue pour �2 et �
(quelque soit la m�ethode d'estimation utilis�ee) ne soit pas signi�cative. Pour �, dans le cas
o�u n = 60 et � = 1, les r�esultats sont de plus d�eterior�es par la faible valeur de T (T = 60).
Lorsque � est su�samment petit selon le crit�ere expos�e pr�ec�edemment, les estimations de
� par le sch�ema du trap�eze et par le d�ebiaisage de ~�yN am�eliorent les r�esultats obtenus par
les �equations de Yule-Walker, notamment lorsque T = 600. Il apparait de plus que ces deux
m�ethodes (trap�eze et Yule-Walker d�ebiais�e) fournissent des estimations relativement compa-
rables et on peut penser que le biais asymptotique de b�yN est de l'ordre de �2 (cf. tableau
4.3).

148



Bibliographie

[1] Arat�o, M (1982) Linear Stochastic Systems with Constant Coe�cients : a Statistical Ap-
proach.- Lecture Notes in control and information sciences 45. Springer, Berlin, 118-119.

[2] Bergstrom, A.R. (1976) Statistical inference in Continuous Time Series.- In Statistical
inference in Continuous Time Economic Models., Ed. Bergstrom, North Holand.

[3] Brockwell, P. J. & Hyndman, R. J. (1992) On continuous-time threshold autoregression.-
International Journal of Forecasting 8, North-Holland, 157-173.

[4] Doob, J. L. (1953) Stochastic Process.- Wiley, N.Y.

[5] Doukhan, P. (1995) Mixing : Properties and Examples.- Lecture Notes in Statistics 85,
Springer-Verlag.

[6] Florens-Zmirou, D. (1989) Approximate discrete schemes for statistics of di�usion pro-
cesses.- Statistics 21, 547-557.

[7] Gourieroux, C. & Monfort, A. Statistique et Mod�eles Econom�etriques. Tome 1 - Econo-
mica.

[8] Hyndman, R. J. (1992) Continuous time threshold autoregressive models.- PhD thesis,
University of Melbourne, Department of statistics.

[9] Hyndman, R. J. (1993)Yule-Walker estimates for continuous-time autoregressive models.
- Journal of Time Series Analysis, Vol. 14, No 3, 281-296.

[10] Jones, R. H. (1981) Fitting a continuous time autoregression to discrete data.- Applied
Time Series Analysis, Vol. II (ed. D. F. Findlay). Academic Press, N.Y., p. 651-682.

[11] Sargan, J.D. (1976) Some discrete approximations to continuous times stochastics mo-
dels- In Statistical inference in Continuous Time Economic Models., Ed. Bergstrom,
North Holand, 27-80.

[12] Souchet, S. (1998) Sch�ema de discr�etisation anticipatif et estimation du param�etre de
d�erive d'une di�usion.-A parâitre comme note au CRAS.
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Annexes

A D�emonstation du lemme 2

Par d�e�nition, on a : D0
p =

Pp�1
l=0 C

l
p (�1)l. Par la formule du binôme de Newton, on

obtient : D0
p = (1� 1)p � (�1)p = � (�1)p.

{ Montrons (4.14). Utilisant �a nouveau la formule du binôme de Newton, on a pour tout
k � 1 :

k�1X
j=0

Cj
kD

j
p =

p�1X
l=0

Cl
p (�1)l

24k�1X
j=0

Cj
k (p� l)j

35
=

p�1X
l=0

Cl
p (�1)l (p+ 1� l)k �

p�1X
l=0

Cl
p (�1)l (p� l)k

=

p�1X
l=0

Cl
p (�1)l (p+ 1� l)k +

pX
l=1

Cl�1
p (�1)l (p+ 1� l)k

= (p+ 1)k +

p�1X
l=1

(�1)l
�
Cl
p + Cl�1

p

�
(p+ 1� l)k + p (�1)p

= (p+ 1)k +

p�1X
l=1

(�1)l Cl
p+1 (p+ 1� l)k + p (�1)p

=

p�1X
l=0

(�1)lCl
p+1 (p+ 1� l)k + (p+ 1) (�1)p + (�1)p+1

=

pX
l=0

(�1)lCl
p+1 (p+ 1� l)k + (�1)p+1

= Dk
p+1 +D0

p

On a donc le r�esultat annonc�e.

{ Nous allons montrer par r�ecurrence que, pour tout k = 1; p� 1, Dk
p = 0 et Dp

p = p!.
Pour p = 1, on a D1

1 = 1. Pour p = 2, D1
2 = 2�2 = 0 et D2

2 = 4�2 = 2. La propri�et�e de
r�ecurrence est donc v�eri��ee jusqu'au rang p = 2. Supposons qu'elle soit vraie jusqu'au
rang p. Utilisant (4.14), on obtient pour tout k = 1; p :

Dk
p+1 =

k�1X
j=0

Cj
kD

j
p �D0

p
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Or, par hypoth�ese pour tout j = 1; p� 1, Dj
p = 0 et Dp

p = p!. On obtient donc :

8k = 1; p; Dk
p+1 = 0 et Dp+1

p+1 = Cp
p+1D

p
p = (p+ 1) p! = (p+ 1)!

{ Il nous reste �a �etablir (4.15). Au rang p = 1, on a : D2
1 = 12 = 1 = 1

22!. La propri�et�e
est donc vraie au rang 1. Supposons qu'elle soit v�eri��e jusqu'au rang p. On a donc :
Dp+1
p = p

2 (p+ 1)!. Utilisant (4.14), le fait que Dj
p = 0 pour tout j = 0; p�1, et Dp

p = p!,
on obtient :

Dp+2
p+1 =

p+1X
j=p

Cj
p+2D

j
p = Cp

p+2D
p
p + Cp+1

p+2D
p+1
p

On utilise alors la propri�et�e de r�ecurrence et on a :

Dp+2
p+1 =

(p+ 2)!

2
+ (p+ 2)

p (p+ 1)!

2

=
(p+ 2)!

2
(1 + p)

La propri�et�e est donc v�eri��ee au rang p+ 1. 2
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B D�emonstration du th�eor�eme 1

{ Pour montrer (4.18), nous nous baserons sur le r�esultat suivant dont la d�emonstration
est donn�ee en annexe C :

Lemme 8 Si X est un CAR(p), alors, pour tout k = 0;p� 2, on a :

X(k) (t + �)�X(k) (t) =

p�1X
l=k+1

�l�k

(l � k)!
X(l) (t) + �p (k; t) + "p (k; t)

X(p�1) (t + �)�X(p�1) (t) = �p (p� 1; t) + "p (p � 1; t)

o�u :

�p (k; t) = �
p�1X
i=0

�i

"Z t+�

t

(t+ � � u)p�1�k

(p� 1� k)!
X(i) (u)du

#

"p (k; t) =

Z t+�

t

(t + � � u)p�1�k

(p� 1� k)!
�dW (u)

Raisonnons par r�ecurrence. Au rang j = 1, on a par d�e�nition :

�(1)X (t+ �) = X (t + �)�X (t)

Il su�t alors d'utiliser le lemme 8 avec k = 0 pour obtenir le r�esultat annonc�e puisque
"p (0; t) = Bp (1; t) et �p (0; t) = Rp (1; t).

Supposons que la propri�et�e soit vraie jusqu'au rang j, j � p� 2. On a :

�(j+1)X (t+ (j + 1) �) = �(j)X (t + (j + 1) �)��(j)X (t+ j�)

=

p�2X
k=j

Dk
j �

k

k!

h
X(k) (t + �)�X(k) (t)

i
+ Rp (j; t+ �)�Rp (j; t) + Bp (j; t+ �)� Bp (j; t)

Utilisant le lemme 8, on obtient :

�(j+1)X (t+ (j + 1) �) =

p�1X
k=j

Dk
j �

k

k!

"
p�1X

l=k+1

�l�k

(l � k)!X
(l) (t)

#
+R+ B

avec :

R = Rp (j; t+ �)� Rp (j; t) +

p�1X
k=j

Dk
j �

k

k!
�p (k; t)

B = Bp (j; t+ �)�Bp (j; t) +

p�1X
k=j

Dk
j �

k

k!
"p (k; t)
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Or, d'apr�es le lemme 2-(4.14), on a :

p�1X
k=j

Dk
j �

k

k!

"
p�1X

l=k+1

�l�k

(l � k)!X
(l) (t)

#
=

p�1X
l=j+1

�l

l!
X(l) (t)

24 l�1X
k=j

Ck
l D

k
j

35
=

p�1X
l=j+1

Dl
j+1�

l

l!
X(l) (t)

Il nous reste �a �evaluer R et B. On a par d�e�nition :

Bp (j; t+ �)�Bp (j; t)

=

Z t+(j+1)�

t+j�
(t+ (j + 1) � � u)p�1

�

(p� 1)!
dW (u)

+

jX
k=2

Z t+k�

t+(k�1)�
(t+ (j + 1) � � u)p�1

�

(p� 1)!
dW (u)

+

jX
k=2

Z t+k�

t+(k�1)�

"
j+1�kX
l=1

(�1)l
�
Cl
j + Cl�1

j

�
(t+ (j + 1) � � l� � u)p�1

#
�

(p� 1)!
dW (u)

�
Z t+�

t

"
j�1X
l=0

Cl
j (�1)l (t + j� � l� � u)p�1

#
�

(p� 1)!
dW (u)

=

j+1X
k=2

Z t+k�

t+(k�1)�

"
j+1�kX
l=0

(�1)lCl
j+1 (t + (j + 1) � � l� � u)p�1

#
�

(p� 1)!
dW (u)

�
Z t+�

t

"
j�1X
l=0

Cl
j (�1)l (t + j� � l� � u)p�1

#
�

(p� 1)!
dW (u)

De plus, toujours d'apr�es le lemme 2, on a :

p�1X
k=j

Dk
j �

k

k!
"p (k; t)

=

p�1X
k=1

Dk
j �

k

k!
"p (k; t)

=

Z t+�

t

"
j�1X
l=0

Cl
j (�1)l

 
p�1X
k=1

Ck
p�1 (t+ � � u)p�1�k ((j � l) �)k

!#
�

(p� 1)!
dW (u)
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Une application directe de la formule du binôme de Newton donne :

p�1X
k=j

Dk
j �

k

k!
"p (k; t) =

Z t+�

t

"
j�1X
l=0

Cl
j (�1)l (t+ (j + 1) � � l� � u)p�1

#
�

(p� 1)!
dW (u)

�
Z t+�

t

"
j�1X
l=0

Cl
j (�1)l (t+ � � u)p�1

#
�

(p� 1)!
dW (u)

=

Z t+�

t

"
j�1X
l=0

Cl
j (�1)l (t+ (j + 1) � � l� � u)p�1

#
�

(p� 1)!
dW (u)

+

Z t+�

t

(�1)j (t + � � u)p�1 �

(p� 1)!
dW (u)

=

Z t+�

t

"
jX

l=0

Cl
j (�1)l (t+ (j + 1) � � l� � u)p�1

#
�

(p� 1)!
dW (u)

On obtient donc :

B =

j+1X
k=2

Z t+k�

t+(k�1)�

"
j+1�kX
l=0

(�1)l Cl
j+1 (t + (j + 1) � � l� � u)p�1

#
�

(p� 1)!
dW (u)

+

Z t+�

t
(t+ (j + 1) � � u)p�1

�

(p� 1)!
dW (u)

+

Z t+�

t

"
jX

l=1

�
Cl
j + Cl�1

j

�
(�1)l (t+ (j + 1) � � l� � u)p�1

#
�

(p� 1)!
dW (u)

=

j+1X
k=1

Z t+k�

t+(k�1)�

"
j+1�kX
l=0

(�1)l Cl
j+1 (t + (j + 1) � � l� � u)p�1

#
�

(p� 1)!
dW (u)

= Bp (j + 1; t)

Puisque le terme R a une structure identique �a celle du terme pr�ec�edemment �evalu�e, la
propri�et�e de r�ecurrence est donc satisfaite au rang j + 1 : (4.18) est �etablie.

{ L'�equation pr�ec�edente est valable jusqu'au rang p avec :

�(p)X (t+ p�) = Rp (p; t) +Bp (p; t)

Nous allons cependant pr�eciser ce d�eveloppement pour �(p�1)X (t+ (p� 1) �) et �(p)X (t + p�).
On utilise pour cela le r�esultat suivant :

Lemme 9 Avec les notations (4.16) et (4.17), on a pour i = 0;p� 2 :

Rp
i (j; t) = �p

Dp
j

p!
X(i) (t) +Rp+1

i+1 (j; t) (4.33)

et

Rp
p�1 (j; t) = �p

Dp
j

p!
X(p�1) (t)�

p�1X
l=0

�lR
p+1
l

(j; t) +Bp+1 (j; t) (4.34)
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La d�emonstration de ce r�esultat est donn�ee en annexe D.

{ Montrons (4.20). On a d'apr�es (4.18) :

�(p�1)X (t+ (p� 1) �) =
Dp�1
p�1�

p�1

(p� 1)!
X(p�1) (t) +Rp (p� 1; t) +Bp (p� 1; t)

= �p�1X(p�1) (t) +Rp (p� 1; t) +Bp (p� 1; t)

Utilisant le lemme 9, le reste Rp (p� 1; t) s'�ecrit :

Rp (p� 1; t) = �
p�2X
i=0

�i

"
�p
D
p
p�1
p!

X(i) (t) + Rp+1
i+1 (p� 1; t)

#

� �p�1

"
�p
Dp
p�1
p!

X(p�1) (t)�
p�1X
i=0

�iR
p+1
i (p� 1; t) + Bp+1 (p� 1; t)

#

= ��pD
p
p�1
p!

p�1X
i=0

�iX
(i) (t) +

p�1X
i=0

�iR
p+1
i (p� 1; t)� �p�1Bp+1 (p� 1; t)

On a donc le d�eveloppement annonc�e.

{ Montrons (4.21). Utilisant (4.19), on a :

�(p)X (t + p�) = Rp (p; t) + Bp (p; t)

En utilisant �a nouveau le lemme 9, on a :

Rp (p; t) = ��pD
p
p

p!

p�1X
i=0

�iX
(i) (t) +

p�1X
i=0

�iR
p+1
i (p; t)� �p�1Bp+1 (p; t)

= ��p
p�1X
i=0

�iX
(i) (t) +

p�1X
i=0

�iR
p+1
i (p; t)� �p�1Bp+1 (p; t)

En it�erant, on obtient :

Rp+1 (p; t) = ��p
p�1X
i=0

�iX
(i) (t)� �p�1Bp+1 (p; t)

+

p�2X
i=0

�i

"
�p+1

Dp+1
p

(p+ 1)!
X(i) (t) +Rp+2

i+1 (p; t)

#

+ �p�1

"
�p+1

Dp+1
p

(p+ 1)!
X(p�1) (t)�

p�1X
i=0

�iR
p+2
i (p; t) + Bp+2 (p; t)

#

= ��p
p�1X
i=0

�iX
(i) (t) + �p+1

Dp+1
p

(p+ 1)!

p�1X
i=0

�iX
(i) (t)

+

p�1X
i=0


iR
p+2
i (p; t)

� �p�1Bp+1 (p; t) +
h
(�p�1)2 � �p�2

i
Bp+2 (p; t)

On trouve donc le r�esultat annonc�e. 2
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C D�emonstration du lemme 8

Pour k = p�1, ce r�esultat est imm�ediat. Pour k � p�2, t! X(k) (t) est de classe Cp�1�k

presque surement. On utilise alors la formule de Taylor avec reste int�egral et on obtient :

X(k) (t+ �)�X(k) (t) =

p�1X
l=k+1

�l�k

(l� k)!
X(l) +

Z t+�

t

(t+ � � u)p�2�k
(p� 2� k)!

h
X(p�1) (u)�X(p�1) (t)

i
du

=

p�1X
l=k+1

�l�k

(l� k)!
X(l) +

Z t+�

t

(t+ � � u)p�2�k
(p� 2� k)!

�Z u

t

dX(p�1) (v)
�
du

Notons :

R =

Z t+�

t

(t + � � u)p�2�k

(p� 2� k)!
�Z u

t
dX(p�1) (v)

�
du

Par d�e�nition, on a :

dX(p�1) (v) = �
p�1X
l=0

�lX
(l) (v)dv + �dW (v)

R se d�ecompose donc comme suit :

R = R1 +R2

R1 = �
p�1X
l=0

�l

Z t+�

t

(t + � � u)p�2�k

(p� 2� k)!
�Z u

t
X(l) (v)dv

�
du

R2 =

Z t+�

t

(t + � � u)p�2�k

(p� 2� k)!
�Z u

t
�dW (v)

�
du

En int�egrant par parties, on montre pour tout l = 0; p� 1 :Z t+�

t

(t+ � � u)p�2�k
(p� 2� k)!

�Z u

t
X(l) (v)dv

�
du =

Z t+�

t

(t + � � v)p�1�k

(p� 1� k)! X(l) (v)dv

On a donc : R1 = �p (k; t). Il nous reste �a montrer que R2 = "p (k; t). On utilise pour cela le
r�esultat suivant qui d�ecoule de l'application de la Formule de Ito au processus

�
ulW (u)

�
u�0 :

8l 2 N;
Z t+�

t
ul
�Z u

t
dW (v)

�
du =

Z t+�

t

"
(t+ �)l+1 � vl+1

(l + 1)

#
dW (v)
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On a donc :

R2 =
�

(p� 2� k)!
p�2�kX
l=0

Cl
p�2�k (�1)l (t+ �)p�2�k�l

Z t+�

t
ul
�Z u

t
dW (v)

�
du

=
�

(p� 2� k)!
p�2�kX
l=0

Cl
p�2�k (�1)l (t+ �)p�2�k�l

Z t+�

t

"
(t + �)l+1 � vl+1

(l + 1)

#
dW (v)

=
�

(p� 1� k)!
p�2�kX
l=0

Cl+1
p�1�k (�1)l (t+ �)p�2�k�l

Z t+�

t

h
(t + �)l+1 � vl+1

i
dW (v)

=
�

(p� 1� k)!
Z t+�

t

"
p�2�kX
l=0

Cl+1
p�1�k (�1)l+1 (t + �)p�1�k�(l+1) vl+1

#
dW (v)

� �

(p� 1� k)!
Z t+�

t

"
p�2�kX
l=0

Cl+1
p�1�k (�1)l+1 (t + �)p�1�k

#
dW (v)

=
�

(p� 1� k)!
Z t+�

t

h
(t + � � v)p�1�k � (t + �)p�1�k

i
dW (v)

+
�

(p� 1� k)!
Z t+�

t
(t + �)p�1�k dW (v)

= "p (k; t)

On obtient le d�eveloppement annonc�e. 2
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D D�emonstration du lemme 9

Pour tout i = 0; p� 2 et tout j � 1, on a en int�egrant par parties :

Rp
i (j; t) =

1

p!

jX
k=1

"
�

j�kX
l=0

Cl
j (�1)l (t+ j� � l� � u)pX(i) (u)

#u=t+k�
u=t+(k�1)�

+
1

p!

jX
k=1

Z t+k�

t+(k�1)�

"
j�kX
l=0

Cl
j (�1)l (t+ j� � l� � u)p

#
X(i+1) (u)du

Or :

jX
k=1

"
�

j�kX
l=0

Cl
j (�1)l (t+ j� � l� � u)pX(i) (u)

#u=t+k�
u=t+(k�1)�

=

jX
k=1

j�kX
l=0

Cl
j (�1)l (j� � l� � (k � 1) �)pX(i) (t + (k � 1) �)

�
jX

k=1

j�kX
l=0

Cl
j (�1)l (j� � l� � k�)pX(i) (t + k�)

=

j�1X
k=0

j�1�kX
l=0

Cl
j (�1)l (j� � l� � k�)pX(i) (t + k�)

�
j�1X
k=1

j�1�kX
l=0

Cl
j (�1)l (t + j� � l� � k�)pX(i) (t + k�)

=

j�1X
l=0

Cl
j (�1)l (j� � l�)pX(i) (t)

= �pDp
jX

(i) (t)

De plus, d'apr�es (4.17) :

Rp+1
i+1 (j; t) =

1

p!

jX
k=1

Z t+k�

t+(k�1)�

"
j�kX
l=0

Cl
j (�1)l (t+ j� � l� � u)p

#
X(i+1) (u)du

On obtient donc :

R
p
i (j; t) = �p

Dp
j

p!
X(i) (t) + R

p+1
i+1 (j; t)

On proc�ede de même pour Rp
p�1 (avec la formule de Ito); on obtient ainsi :

Rp
p�1 (j; t) = �p

D
p
j

p!
X(p�1) (t)

+
1

p!

jX
k=1

Z t+k�

t+(k�1)�

"
j�kX
l=0

Cl
j (�1)l (t+ j� � l� � u)p

#
dX(p�1) (u)
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Or, par d�e�nition du CAR(p), on a :

dX(p�1) (u) =

"
�

p�1X
l=0

�lX
(l) (u)

#
du+ �dW (u)

En rempla�cant dans l'�equation pr�ec�edente, on a :

Rp
p�1 (j; t) = �p

Dp
j

p!
X(p�1) (t)

�
p�1X
l=0

�l

 
1

p!

jX
k=1

Z t+k�

t+(k�1)�

"
j�kX
l=0

Cl
j (�1)l (t+ j� � l� � u)p

#
X(l) (u)du

!

+
1

p!

jX
k=1

Z t+k�

t+(k�1)�

"
j�kX
l=0

Cl
j (�1)l (t+ j� � l� � u)p

#
�dW (u)

D'apr�es (4.16) et (4.17), on a :

R
p
p�1 (j; t) = �p

Dp
j

p!
X(p�1) (t)�

p�1X
l=0

�lR
p+1
l (j; t) + Bp+1 (j; t)

2
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E D�emonstration du lemme 3 :

Calculons E�

�
�(p�1)X ((p� 1) �)�(p)X (p�)

�
. Utilisant le th�eor�eme 1, on a :

E�

h
�(p�1)X ((p� 1) �)�(p)X (p�)

i
= ��2p�1

p�1X
k=0

�kDp�1;k (0) + �2p
(p� 1)

2

p�1X
j=0

p�1X
k=0

�j�kDj;k (0) + �2p
p

2

p�1X
k=0

�kDp�1;k (0)

+E� [B
p (p� 1; 0)Bp (p; 0)]� �p�1E�

�
Bp+1 (p� 1; 0)Bp (p; 0)

�
��p�1E�

�
Bp (p� 1; 0)Bp+1 (p; 0)

�
+ o

�
�2p
�

D'apr�es (4.7), (4.8), (4.13) et (4.12), on a :

�
p�1X
k=0

�kDp�1;k (0) = Dp�1;p (0)

et

(p� 1)

2

p�1X
j=0

p�1X
k=0

�j�kDj;k (0) +
p

2

p�1X
k=0

�kDp�1;k (0) =
(�1)p
2

p�1X
k=0

�kr
(p+k) (0)

On a de plus :

E� [B
p (p� 1; 0)Bp (p; 0)] = C (p� 1; p)�2�2p�1

C (p� 1; p) =
1

[(p� 1)!]2

p�1X
k=1

Z k

k�1

p�1�kX
l=0

p�kX
i=0

h
Cl
p�1C

i
p (�1)l+i (p� 1� l � u)p�1 (p� i� u)p�1

i
du

c'est-�a-dire d'apr�es (4.11) :

E� [B
p (p� 1; 0)Bp (p; 0)] = �2C (p� 1; p)Dp�1;p (0) �2p�1

De même :

E�

�
Bp (p� 1; 0)Bp+1 (p; 0)

�
= D1 (p� 1; p)�2�2�

D1 (p� 1; p) =
1

p! (p� 1)!

p�1X
k=1

Z k

k�1

p�1�kX
l=0

p�kX
i=0

h
Cl
p�1C

i
p (�1)l+i (p� 1� l� u)p�1 (p� i� u)p

i
du

et :

E�

�
Bp+1 (p� 1; 0)Bp (p; 0)

�
= D2 (p� 1; p)�2�2�

D2 (p� 1; p) =
1

p! (p� 1)!

p�1X
k=1

Z k

k�1

p�1�kX
l=0

p�kX
i=0

h
Cl
p�1C

i
p (�1)l+i (p� 1� l� u)p (p� i� u)p�1

i
du

On remarque que :

D1 (p� 1; p) +D2 (p� 1; p)

= � 1

(p!)2

p�1X
k=1

" 
p�1�kX
l=0

Cl
p�1 (�1)l (p� 1� l � u)p

! 
p�kX
i=0

Ci
p (�1)i (p� i� u)p

!#u=k
u=k�1
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En regroupant les di��erents d�eveloppements, on obtient :

E�

h
�(p�1)X ((p� 1) �)�(p)X (p�)

i
= �2p�1C (p)Dp�1;p (0) + �2p

(�1)p
2

p�1X
k=0

�kr
(p+k) (0) + �p�1D (p)�2 + o

�
�2p
�

avec D (p) = �D1 (p� 1; p)� D2 (p� 1; p) et C (p) = 1 � 2C (p� 1; p). Or, on montre que
l'�ecriture de C (p) se factorise comme indiqu�e dans l'�enonc�e. 2
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F D�emonstration du lemme 4

Montrons (4.25). Utilisant le d�eveloppement du th�eor�eme 1, on obtient :

�2p�1Dp�1;p = ��2p�1E�

"
X(p�1) (0)

 
p�1X
k=0

�kX
(k) ((p� 1) �)

!#
(4.35)

+ �2p
p

2
E�

"
X(p�1) (0)

 
p�1X
k=0

�kX
(k) ((p� 1) �)

!#
(4.36)

+ �2p
p� 1

2
E�

" 
p�1X
i=0

�iX
(i) (0)

! 
p�1X
k=0

�kX
(k) ((p� 1) �)

!#
(4.37)

� �2p+1
p (p� 1)

4
E�

" 
p�1X
i=0

�iX
(i) (0)

! 
p�1X
k=0

�kX
(k) ((p� 1) �)

!#
(4.38)

+ �p�1E�

" 
X(p�1) (0)� �

p� 1

2

p�1X
i=0

�iX
(i) (0)

! 
p�1X
k=0


kR
p+2
k (p; (p� 1) �)

!#
(4.39)

� �pE�

" 
p�1X
i=0

�iR
p+1
i (p� 1; 0)

! 
p�1X
k=0

�kX
(k) ((p� 1) �)

!#
(4.40)

+ �p+1
p

2
E�

" 
p�1X
i=0

�iR
p+1
i (p� 1; 0)

! 
p�1X
k=0

�kX
(k) ((p� 1) �)

!#
(4.41)

+ E�

" 
p�1X
i=0

�iR
p+1
i (p� 1; 0)

! 
p�1X
k=0


kR
p+2
k (p; (p� 1) �)

!#
(4.42)

� �pE�

"�
Bp (p� 1; 0)� �p�1Bp+1 (p� 1; 0)

� p�1X
k=0

�kX
(k) ((p� 1) �)

!#
(4.43)

+ �p+1
p

2
E�

"�
Bp (p� 1; 0)� �p�1Bp+1 (p� 1; 0)

� p�1X
k=0

�kX
(k) ((p� 1) �)

!#
(4.44)

+ E�

"�
Bp (p� 1; 0)� �p�1Bp+1 (p� 1; 0)

� p�1X
k=0


kR
p+2
k (p; (p� 1) �)

!#
(4.45)

Nous allons analyser successivement chacun de ces onze termes.
Terme (4.35) :

D'apr�es (4.6), on a :

(4:35) = ��2p�1
p�1X
k=0

�kDp�1;k (� (p� 1) �) = �2p�1Dp�1;p (� (p� 1) �)

Termes (4.36), (4.37) et (4.38) :
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On a :

(4:36) = �2p
p

2

p�1X
k=0

�kDp�1;k (� (p� 1) �)

(4:37) = �2p
p� 1

2

p�1X
i=0

p�1X
k=0

�i�kDi;k (� (p� 1) �)

et :

(4:38) = ��2p+1 p (p� 1)

4

p�1X
i=0

p�1X
k=0

�i�kDi;k (� (p� 1) �)

Termes (4.39), (4.40), (4.41) et (4.42):

Par application de l'in�egalit�e de H�older, on montre qu'il existe Kp �nie telle que pour tout
i = 0; p� 1 :������Rp+1

i (p� 1; 0)
������
L2(��)

� Kp �
p+1; et

������Rp+2
i (p� 1; (p� 1) �)

������
L2(��)

� Kp �
p+2

Utilisant l'in�egalit�e de Schwarz, on obtient que : (4:39) + (4:40) + (4:41) � O
�
�2p+1

�
et

(4:42) � O
�
�2p+3

�
.

Termes (4.43) et (4.44) :

Le terme dominant de (4.43)+(4.44) est ��p�p�1E�

�
Bp (p� 1; 0)X(p�1) ((p� 1) �)

�
. On a :

�pE�

h
Bp (p� 1; 0)X(p�1) ((p� 1) �)

i
= �pE� [B

p (p� 1; 0)�p (p� 1; 0)]

+ �pE�

"
Bp (p� 1; 0)

 Z (p�1)�

0
�dW (u)

!#

avec : �p (p� 1; 0) = �Pp�1
i=0 �i

R (p�1)�
0 X(i) (u)du.

Calculons E�

h
(Bp (p� 1; 0))2

i
.

E�

h
(Bp (p� 1; 0))2

i
= �2p�1

�2

[(p� 1)!]2

p�1X
k=1

Z k

k�1

"
p�1�kX
l=0

Cl
p�1 (�1)l (p� 1� l � u)p�1

#2
du

= �2p�1�2Cp

Il existe de plus K �nie telle que jj�p (p� 1; 0)jjL2(��)
� K�. Par application de l'in�egalit�e de

Schwarz, on montre que : �pE� [B
p (p� 1; 0)�p (p� 1; 0)] � Kp�

2p+ 1
2 .
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On a en�n :

�pE�

"
Bp (p� 1; 0)

 Z (p�1)�

0
�dW (u)

!#

= �2p
�2

(p� 1)!

p�1X
k=1

Z k

k�1

"
p�1�kX
l=0

Cl
p�1 (�1)l (p� 1� l � u)p�1

#
du

= �2p
�2 (p� 1)

2

Donc :

��p�1�pE�

h
Bp (p� 1; 0)X(p�1) ((p� 1) �)

i
= �p�1�2p

�2 (p� 1)

2
+ o

�
�2p
�

Terme (4.45) :

L�a encore, le terme dominant est E�

h
Bp (p� 1; 0)

�Pp�1
k=0 
kR

p+2
k (p; (p� 1) �)

�i
. D'apr�es les

r�esultats obtenus lors de l'�etude des termes f(4:39); (4:40); (4:41); (4:42)g et f(4:43); (4:44)g,
et par application de l'in�egalit�e de Schwarz, on a :

E�

"
Bp (p� 1; 0)

 
p�1X
k=0


kR
p+2
k (p; (p� 1) �)

!#
� O

�
�2p+2�

1
2

�
En regroupant les di��erents d�eveloppements et en utilisant l'�equation de Yule-Walker (4.6)
en j = p� 1, on obtient :

Dp�1;p = Dp�1;p (� (p� 1) �) + �	p�1;p (�) + o (�)

avec :

	p�1;p (�) =
1

2

"
p

p�1X
k=0

�kDp�1;k (� (p� 1) �) + (p� 1)

p�1X
i=0

p�1X
k=0

�i�kDi;k ((p� 1) �)� �p�1 (p� 1)�2

#

Par le même type d'arguments, on montre que, pour j = 0; p� 1 et k = 0; p :

Dj;k = Dj;k (� (p� 1) �) + �	j;k (�) + o (�)

avec, pour j = 0; p� 2 :

	j;p (�) =
1

2

"
p

p�1X
k=0

�kDj;k (� (p� 1) �)� j

 
p�1X
k=0

�kDj+1;k (� (p� 1) �)

!#

Pour k = 0; p� 2 :

	p�1;k (�) =
1

2

"
� (p� 1)

p�1X
i=0

�iDi;k (� (p� 1) �) + kDp�1;k+1 (� (p� 1) �)

#
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	p�1;p�1 (�) =
1

2

"
� (p� 1)

p�1X
i=0

�iDp�1;i (� (p� 1) �)� (p� 1)

 
p�1X
i=0

�iDi;p�1 (� (p� 1) �)

!#

+
(p� 1)

2
�2

et, pour j = 0; p� 2 et k = 0; p� 1 :

	j;k (�) =
1

2
[jDj+1;k (� (p� 1) �) + kDj;k+1 (� (p� 1) �)]

Il su�t alors d'utiliser les �equations de Yule-Walker exprim�ees en fonction de r, (4.13) et
(4.12), pour obtenir le r�esultat annonc�e. 2
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G D�emonstration du lemme 7

Montrons (4.29). Par d�e�nition du CAR(2), on a pour tout t � 0 et tout � > 0 :

X (t + �)�X (t) =

Z t+�

t
X(1) (u)du

Par application de la formule de Ito, on a :Z t+�

t
X(1) (u)du = �

h
(t+ � � u)X(1) (u)

iu=t+�
u=t

+

Z t+�

t
(t + � � u)

h
��0X (u)� �1X(1) (u)

i
du

+

Z t+�

t

(t + � � u)�dW (u)

et : Z t+�

t
X(1) (u)du = �

h
(t � u)X(1) (u)

iu=t+�
u=t

+

Z t+�

t
(t � u)

h
��0X (u)� �1X

(1) (u)
i
du

+

Z t+�

t

(t � u)�dW (u)

Utilisant les deux d�eveloppements pr�ec�edents, on obtient :

X (t+ �)�X (t) =
�

2

h
X(1) (t) +X(1) (t+ �)

i
+

Z t+�

t

�
t+

�

2
� u

�h
��0X (u)� �1X(1) (u)

i
du

+

Z t+�

t

�
t+

�

2
� u

�
�dW (u)

Appliquant �a nouveau la formule de Ito, on obtient :Z t+�

t

�
t+

�

2
� u
�
X (u) = �1

2
[(t� u) (t+ � � u)X (u)]u=t+�u=t

+

Z t+�

t

1

2
(t� u) (t+ � � u)X(1) (u)du

D'o�u : Z t+�

t

�
t +

�

2
� u
�
X (u) =

Z t+�

t

1

2
(t � u) (t + � � u)X(1) (u)du (4.46)

et :Z t+�

t

�
t+

�

2
� u
�
X(1) (u)du = �1

2

h
(t� u) (t+ � � u)X(1) (u)

iu=t+�
u=t

+
1

2

Z t+�

t
(t � u) (t + � � u)

h
��0X (u)� �1X(1) (u)

i
du

+

Z t+�

t

1

2
(t � u) (t + � � u)�dW (u)
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Donc :Z t+�

t

�
t+

�

2
� u

�
X(1) (u)du =

1

2

Z t+�

t
(t � u) (t+ � � u)

h
��0X (u)� �1X(1) (u)

i
du (4.47)

+

Z t+�

t

1

2
(t � u) (t+ � � u) �dW (u)

Il su�t alors de remplacer
R t+�
t

�
t+ �

2 � u
� ���0X (u)� �1X(1) (u)

�
du par les deux expres-

sions pr�ec�edentes, (4.46) et (4.47). On obtient alors :

X (t+ �)�X (t) =
�

2

h
X(1) (t) +X(1) (t+ �)

i
+ � (0; t) + � (0; t)

o�u � (0; t) et � (0; t) sont donn�ees dans le lemme.

La d�emonstration de (4.30) repose sur des arguments identiques. 2
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H D�emonstration du th�eor�eme 3

Utilisant (4.29) et (4.30), nous commencerons par exprimer X(1) (t+ �) en fonction de
X (t+ �) et X (t). D'apr�es (4.29), on a :

�

2

h
X(1) (t + �) +X(1) (t)

i
= X (t+ �)�X (t) � � (0; t)� � (0; t)

En rempla�cant dans (4.30), on obtient :

X(1) (t) = X(1) (t + �) +
��0
2

[X (t) +X (t+ �)] + �1 [X (t + �)�X (t)]

� �1� (0; t)� �1� (0; t)� � (1; t)� � (1; t)
On r�eint�egre alors cette expression dans (4.29) :

X (t+ �) = X (t) +
�

2

�
2X(1) (t+ �) +

��0
2

[X (t) +X (t+ �)] + �1 [X (t+ �)�X (t)]

�
+

�
1� ��1

2

�
� (0; t)

�
1� ��1

2

�
� (0; t)� �

2
� (1; t)� �

2
� (1; t)

D' o�u :

�

2
X(1) (t+ �) =

1

2
[X (t + �)�X (t)]� �2�0

8
[X (t) +X (t + �)]� ��1

4
[X (t + �)�X (t)] (4.48)

� 1

2

�
1� ��1

2

�
� (0; t)� 1

2

�
1� ��1

2

�
� (0; t) +

�

4
� (1; t) +

�

4
� (1; t)

Ecrivant (4.29) en t + �, on a :

X (t+ 2�)�X (t + �) =
�

2

h
X(1) (t+ 2�) +X(1) (t + �)

i
+ � (0; t+ �) + � (0; t+ �)

On remplace alors X(1) (t + 2�) et X(1) (t + �) par leurs expressions en fonction de X (4.48) :

2 [X (t+ 2�)�X (t + �)] =

�
1� ��1

2

�
[X (t + 2�)�X (t)]

� �2�0
4

[X (t) + 2X (t+ �) +X (t + 2�)]

+

�
1 +

��1
2

�
� (0; t+ �)�

�
1� ��1

2

�
� (0; t) +

�

2
� (1; t+ �) +

�

2
� (1; t)

+

�
1 +

��1
2

�
� (0; t+ �)�

�
1� ��1

2

�
� (0; t) +

�

2
� (1; t+ �) +

�

2
� (1; t)

Et donc :

�(2)X (t+ 2�) = ���1
2

[X (t + 2�)�X (t)]� �2�0
4

[X (t) + 2X (t+ �) +X (t + 2�)]

+

�
1 +

��1
2

�
� (0; t+ �)�

�
1� ��1

2

�
� (0; t) +

�

2
� (1; t+ �) +

�

2
� (1; t)

+

�
1 +

��1
2

�
� (0; t+ �)�

�
1� ��1

2

�
� (0; t) +

�

2
� (1; t+ �) +

�

2
� (1; t)
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Pour tout k � 1, on d�e�nit :

A�
k =

Z t+2�

t+�

"
(t + 2� � u)k

k!
� � (t + 2� � u)k�1

2 (k � 1)!

#
X (u)du

B�
k =

Z t+2�

t+�

"
(t + 2� � u)k

k!
� � (t + 2� � u)k�1

2 (k � 1)!

#
X(1) (u) du

e�k =

Z t+2�

t+�

"
(t + 2� � u)k

k!
� � (t + 2� � u)k�1

2 (k � 1)!

#
dW (u)

C�
k =

Z t+�

t

"
(t� u)k

k!
+
� (t� u)k�1
2 (k � 1)!

#
X (u)du

D�
k =

Z t+�

t

"
(t� u)k

k!
+
� (t� u)k�1
2 (k � 1)!

#
X(1) (u) du

f �k =

Z t+�

t

"
(t� u)k

k!
+
� (t� u)k�1
2 (k � 1)!

#
dW (u)

On note aussi a�2 = �0�1 + � (�0)
2

2 , b�2 =
�
(�1)

2 � �0
�
+ � �1�02 , c�2 = ��0�1 + � (�0)

2

2 et

d�2 = �
�
(�1)

2 � �0
�
+ � �1�02 .

Pour montrer le r�esultat annonc�e, nous allons d�evelopper la quantit�e :

R (t) =

�
1 +

��1
2

�
� (0; t+ �)�

�
1� ��1

2

�
� (0; t) +

�

2
� (1; t+ �) +

�

2
� (1; t)

Or, en reprenant les expressions de � (0; t) et � (1; t), on montre que :

R (t) = a�2A
�
2 + b�2B

�
2 + c�2C

�
2 + d�2D

�
2

On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 10 Pout tout k � 1, on a :

A�
k = �k+1

�
1

(k+ 1)!
� 1

2k!

�
X (t+ �) +B�

k+1

B�
k = �k+1

�
1

(k+ 1)!
� 1

2k!

�
X(1) (t+ �)� �0A�

k+1 � �1B�
k+1 + e�k+1

C�
k = (�1)k �k+1

�
1

(k+ 1)!
� 1

2k!

�
X (t+ �) +D�

k+1

D�
k = (�1)k �k+1

�
1

(k+ 1)!
� 1

2k!

�
X(1) (t+ �)� �0C�

k+1 � �1D�
k+1 + f �k+1
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Ce r�esultat repose sur une application de la formule de Ito.

{ Nous commencerons par traiter les int�egrales en (t + �; t+ 2�).
Posons : R1

1 (t) = a�2A
�
2 + b�2B

�
2. D'apr�es le lemme 10, on a :

R1
1 (t) = �

�
a�2
12
X (t+ �) +

b�2
12
X(1) (t+ �)

�
�3 + b�2e

�
3 +R1

2 (t)

R1
2 (t) = a�3A

�
3 + b�3B

�
3

avec : a�3 = ��0b�2 et b�3 = a�2 � �1b�2.
On it�ere le proc�ed�e :

R1
2 (t) = �

�
a�3
24
X (t+ �) +

b�3
24
X(1) (t+ �)

�
�4 + b�3e

�
4 +R1

3 (t)

R1
3 (t) = a�4A

�
4 + b�4B

�
4

avec : a�4 = ��0b�3 et b�4 = a�3 � �1b�3.
On applique alors une derni�ere fois le lemme 10 et on obtient :

R1
1 (t) = �

�
a�2
12
X (t + �) +

b�2
12
X(1) (t + �)

�
�3

�
�
a�3
24
X (t + �) +

b�3
24
X(1) (t + �)

�
�4

�
�
a�4
80
X (t + �) +

b�4
80
X(1) (t + �)

�
�5

+ a�5A
�
5 + b�4B

�
5 + b�2e

�
3 + b�3e

�
4 + b�4e

�
5

avec : a�5 = ��0b�4 et b�5 = a�4 � �1b�4.

{ On proc�ede de même pour les int�egrales entre (t; t+ �) et on obtient :

R2
1 (t) = c�2C

�
2 + d�2D

�
2

= �
�
c�2
12
X (t + �) +

d�2
12
X(1) (t + �)

�
�3

+

�
c�3
24
X (t + �) +

d�3
24
X(1) (t + �)

�
�4

�
�
c�4
80
X (t + �) +

d�4
80
X(1) (t + �)

�
�5

+ c�4C
�
5 + d�4D

�
5 + d�2f

�
3 + d�3f

�
4 + d�4f

�
5

Les coe�cients a�, b�, c� et d� peuvent être calcul�es comme suit :�
a�k+2
b�k+2

�
= tAk

�
a�2
b�2

� �
c�k+2
d�k+2

�
= tAk

�
c�2
d�2

�
A �etant la matrice d�e�nie en (4.2). En additionnant R1

1 (t) et R
2
1 (t) et apr�es simpli�ca-

tion, on obtient le r�esultat annonc�e. 2
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I D�emonstration du th�eor�eme 4 :

Du fait de la stationnarit�e du processus, on a :

b
� =t

�
1

�2
E�

h
X (0)�(2)X (4�)

i
;
1

2�3
E�

h
(X (2�)�X (0))�(2)X (4�)

i�
et b�� =

 
E�[X(0)(X(4�)+2X(3�)+X(2�))]

4
E�[X(0)(X(4�)�X(2�))]

2�
E�[(X(2�)�X(0))(X(4�)+2X(3�)+X(2�))]

8�
E�[(X(2�)�X(0))(X(3�)�X(�))]

4�2

!
Nous commencerons par exprimer b�� en fonction de � en utilisant le d�eveloppement limit�e de
r �a l'ordre 3 en 0+.

r (h) = r (0) + hr(1) (0) +
h2

2
r(2) (0) +

h3

6
r(3) (0) + o

�
h3
�

Or, d'apr�es le lemme 3.1 de [9], r(1) (0) = 0. On obtient donc :

r (h) = r (0) +
h2

2
r(2) (0) +

h3

6
r(3) (0) + o

�
h3
�

D'o�u :

E� [X (0) (X (4�) + 2X (3�) +X (2�))] = r (4�) + 2r (3�) + r (2�)

= 4r (0) +O
�
�2
�

E� [X (0) (X (4�)�X (2�))] = r (4�)� r (2�)

= O
�
h2
�

E� [(X (2�)�X (0)) (X (4�) + 2X (3�) +X (2�))] = �r (4�)� 2r (3�) + 2r (�) + r (0)

= O
�
�2
�

et :

E� [(X (2�)�X (0)) (X (3�)�X (�))] = �r (4�) + 2r (2�)� r (0)

= �4�2r(2) (0) + O
�
�3
�

On en d�eduit que :

b�� = � r (0) 0

0 �r(2) (0)
�
+ O (�) = � (0) + O (�)

� (0) �etant inversible (proposition 3.1 de [9]), il existe �0 > 0 tel que pour tout �, 0 < � � �0,b�� est �egalement inversible et donc b�� = �
�b����1 b
� existe.

Comme dans la d�emonstration du th�eor�eme 2, l'existence et la convergence de b�n vers b��
reposent sur une simple application du lemme 6.
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Il nous reste �a �evaluer l'�ecart entre b�� et �. Utilisant (4.31), on a :

E�

h
X (0)�(2)X (4�)

i
= ��

2

4
E� [X (0) (X (4�) + 2X (3�) +X (2�))]�0 � �

2
E� [X (0) (X (4�)�X (2�))]�1

+
�4

12

h
(�1)

2 �0 � 2 (�0)
2
i
E� [X (0)X (3�)] +

�4

12

h
(�1)

3 � 3�1�0
i
E�

h
X (0)X(1) (3�)

i
+ O

�
�5
�

=
�4

12

h
(�1)

2 �0 � 2 (�0)
2
i
r (0) +

�4

12

h
(�1)

3 � 3�1�0

i
r(1) (0) + o

�
�4
�

=
�4

12

h
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E�
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4
E� [(X (2�)�X (0)) (X (4�) + 2X (3�) +X (2�))]�0

� �
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i
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i
E� [(X (2�)�X (0))X (3�)]
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2 �0
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(X (2�)�X (0))X(1) (3�)

i
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�
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4
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� �

2
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� 2�5
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�
�5
�

On en d�eduit que :

b�� = � � �2
�b����1 bB� + o

�
�2
�
; bB� =

0@ 1
12

h
(�1)

2 �0 � 2 (�0)
2
i
r (0)

� 1
12

h
(�1)

3 � 3�1�0

i
r(2) (0)

1A
Utilisant le fait que lim�!0

b�� = � (0), on v�eri�e que le biais a bien la forme annonc�ee. 2
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Chapitre 5

Precision of systematic sampling
and transitive methods

En collaboration avec

Kiên Kiêu 1 & Jacques Istas 2

abstract

The use of the transitive methods for assessing the precision of systematic sampling is
discussed. A key point of the transitive methods is the choice of a local model for the

covariogram near the origin. The relationship between the regularity of the measurements
and the regularity of their covariogram is given. This result is useful for choosing the

appropriate covariogram model. A method for estimating the measurement regularity from
discrete data is proposed for cases where it cannot be assessed a priori. Stereological

applications where sampling is based on geometric probes such as serial sections, point or
line grids are also discussed.

AMS Classi�cation: 62G05, 62G20, 62M30, 60D05
Keywords : Spatial statistics; Transitive methods; Stereology; Geometric sampling; Precision
assessment; Serial sections; Cavalieri volume estimator;

5.1 Introduction

Systematic sampling is widely used when investigating spatial structures. In this paper
we consider the sampling of the structure by means of some probes, e.g. points, transects,
quadrats. The parameter of interest can be expressed as an integral of some function, called
the measurement function, over the probe space (or sampling space). The sampling design is
systematic such that the probes form a regular pattern, e.g. a point lattice. Standard empiri-
cal estimators based on systematic samples are unbiased under uniform sampling conditions.
However precision assessment is usually not an obvious task because of correlations between

1. Unit�e de biom�etrie, INRA, F78026 St-Cyr.
2. Unit�e de biom�etrie, INRA, F78352 Jouy-en-Josas.
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Fig. 5.1 { Cavalieri volume estimation. Areas of the structure pro�le on sections are to be
measured. The sum of areas on the series of sections times the distance between 2 consecutive
sections is the Cavalieri estimate of the volume of the structure.

data. A common approach is to model the correlation structure of the data. The so-called
transitive methods due to Matheron (1965) are alternative non-parametric and asymptotic
methods. They are based on mean squared error (MSE) approximations, involving the beha-
viour of the covariogram of the measurement function near the origin. In his founding work,
Matheron considered mainly applications to mining problems such as the estimation of the
total ore quantity from density measurements at a regular grid of points.

More recently the use of transitive methods in stereology has been discussed in a series
of papers, see e.g. Thioulouse et al. (1985), Gundersen and Jensen (1987), Cruz-Orive (1989)
or Cruz-Orive (1993). Stereology is concerned with statistical inference about quantitative
parameters of spatial structures, based on geometric samples such as plane or line sections
through the structure. In stereology, systematic sampling is often preferred to simple random
sampling (uniformly distributed and independent probes) both for practical and statistical
reasons. A simple example is when the parameter Q to be estimated is the volume of a
bounded region B of R3. The volume of B can be expressed as

Q =

Z
R

area(B \ �(x))dx;

where �(x) is a plane with �xed orientation and position x, e.g. a horizontal plane with height
x. Using a systematic set of parallel planes with constant distance T between consecutive
planes, see Figure 5.1, the volume can be estimated by T times the sum of areas measured on
the planar sections. This estimator is unbiased if the \�rst" section to hit the structure B is
uniformly distributed in a slice of height T , without any assumption concerning the shape or
the orientation of the structure. The volume estimator is known in stereology as the Cavalieri
estimator, see e.g. Sterio (1984) or Cruz-Orive (1987).

In Gundersen and Jensen (1987), Cruz-Orive (1989) and Cruz-Orive (1993), it is empha-
sized that systematic sampling is rather e�cient in stereology compared to simple random
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sampling. In particular, a number of cases is discussed where the MSE rate of convergence
is of the order of N�2 where N is the sample size. This rate is to be compared to the rate
usually obtained under simple random sampling which is N�1.

The standard method of assessing the precision now used in stereology is based on the
assumption that the covariogram has non null slope at the origin. In Cruz-Orive (1993), an
example is given where the standard assumption does not hold and an alternative method
is discussed. In the present paper the relationship between the smoothness of the measure-
ment function and the behaviour of its covariogram at the origin is further investigated. A
new method for MSE estimation is presented. In a �rst step a smoothness parameter of the
measurement function is estimated from the data. In a second step a local model for the
covariogram near the origin is chosen according to the estimated smoothness parameter. The
�nal MSE estimator is constructed by �tting the model to the data.

As an illustration we use numerical examples of the Cavalieri procedure.

5.2 Unbiased estimator of integral characteristics

We consider the general case where the parameter of interest Q can be written as the
integral of some measurement function f over a one-dimensional Euclidean space, i.e.

Q =

Z
R

f (x) dx: (5.1)

The observation is supposed to be of the form f(x; f (x)) : x 2 Sg, S being a random countable
subset 3 of R. We shall concentrate on the case where the sample S is systematic and uniform
random, i.e.

S = f(U+ k)T : k 2Zg ; T > 0;

where U is uniformly distributed in [0; 1[. Below, T is referred to as the sampling period,
F = T�1 as the sampling frequency. If the measurement function f has a bounded support,
then the support length times F is equal to the mean sample size (mean number of non-null
measurements) which will be denoted by N .

The standard unbiased estimator for Q is

bQT = T
X
x2S

f (x) : (5.2)

Note that bQT can be seen as the standard integral approximation from discrete data. The
unbiasedness results from the fact that S samples R uniformly.

Examples of measurement functions associated with the Cavalieri method are shown in
Figure 5.2. The structures behind the shown measurement functions are the unions of 8
tetrahedra with a face parallel to the section planes (Figure 5.2a), 8 ellipsoids (Figure 5.2b),
and 8 tetrahedra with neither face nor edge parallel to the section planes (Figure 5.2c),
respectively. The sizes and locations of the 8 primary objects are the same through the 3
structures. The jumps observed in Figure 5.2a occur for sections containing a face of the
structure.

3. We use bold symbols for random variables.
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Fig. 5.2 { Examples of measurement functions of the Cavalieri method. Curves in solid lines
are measurement (area measured on a section) functions. Dots are areas measured on a series
of sections. Curves in dashed lines are estimated measurement functions based on the serial
sections.

The standard Euler-MacLaurin formula, see e.g. Abramowitz and Stegun (1964), provides
expansions of the error involved in integral discrete approximations. However the formula
cannot be applied when the measurement function is not "smooth" between the sampling
points. Such a case may happen for the measurement function shown in Figure 5.2a which
is not continuous. As a matter of fact, the randomness of S implies that almost surely the
discontinuities occur between the sampling points. In Kiêu (1997) and Souchet (1995), an
alternative version of the Euler-MacLaurin formula has been derived. This latter formula
can be applied when the measurement function is not "smooth" between the sampling points.
The functions considered by the authors are called piecewise smooth functions and are de�ned
as follows. Let m and p be non-negative integers. A function h : R!R is said to be (m; p)-
piecewise smooth if the support of h is bounded and h is (m+ p)-times piecewise di�erentiable
such that

{ all h derivatives of order less than m are continuous on R

{ the h derivatives of order from m to m+ p may not be continuous on a �nite set, but
their jumps are required to be �nite.

Below the set of points where a function h is not continuous is denoted by Dh and the
jump of h at a point x 2 Dh is denoted by sh (x). Following the terminology used in Kiêu
(1997), a jump of a l-th derivative is called a transition of order l. The primary transitions
are the jumps of the �rst non-continuous derivative. Therefore the smoothness parameter m
is called the primary transition order.

Observe that the class of piecewise smooth functions as de�ned above does not encompass
unbounded functions or functions with unbounded derivatives. Such measurement functions
appear in connection with the Cavalieri method e.g. if the structure is a cylinder with a
revolution axis parallel to the section planes. Also very irregular functions such as Brownian
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Fig. 5.3 { Derivatives of order 1 and 2 for the measurement functions shown in Figure 5.2.
Derivatives of order larger than 2 are identically equal to 0.

motion are not piecewise smooth. Measurement functions of this type will be the object of
future research.

Note that the measurement function shown in

{ Figure 5.2a is (0;1)-piecewise smooth with transitions of order 0, 1 and 2

{ Figure 5.2b is (1;1)-piecewise smooth with transitions of order 1 and 2

{ Figure 5.2c is (2;1)-piecewise smooth with transitions of order 2,

see Figure 5.2. The transitions of the measurement function involved in the Cavalieri method
are related to geometrical features of the structure under study. In the examples considered
in the �gures, transitions of order 0 occur for section planes containing a planar face of the
structure. Transitions of order 1 occur for section planes tangent to the structure. Transitions
of order 2 occur for sections containing a vertex of the structure.

The alternative Euler-MacLaurin formula for piecewise smooth functions provides ex-
pansions for the error involved in integral approximations. These expansions are based on
transitions as de�ned above. They involve the so-called Bernoulli polynomials. The Bernoulli
polynomials form a sequence of polynomials indexed by non-negative integers. The polyno-
mial with index l will be denoted by Pl and is of degree l. Explicit expressions and formal
de�nitions can be found in e.g. Abramowitz and Stegun (1964). For any integer l = 0; 1; 2; : : :
and T > 0, de�ne the periodic function

Pl;T : x 7! Pl

� x
T
�
h x
T

i�
where [�] denotes the integer part. The alternative Euler-MacLaurin formula can now be stated
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as follows. Let h be a (m; 1)-piecewise smooth function with m � 1. Then for any T > 0,

T
X
k2Z

h (kT )�
Z
R

h (x)dx

= (�1)m Tm+1
X

a2D
h(m)

sh(m) (a)Pm+1;T (a) + o
�
Tm+1

�
: (5.3)

This result holds also for m = 0 under the extra condition that Dh \ ZT = ;. Detailed
proofs are given in Souchet (1995) and Kiêu (1997). The derivation of the alternative Euler-
MacLaurin formula is based on the same arguments as the standard Euler-MacLaurin formula.
The integral expression of the remainder is

(�1)m Tm+1

Z
R

h(m+1) (x)Pm+1;T (x)dx:

Now suppose that the measurement function f is (m; 1)-piecewise smooth. The alternative
Euler-MacLaurin formula then provides an expansion of bQT � Q. Note that if m = 0, the
extra condition holds almost surely because of the randomness of S. One gets the following
expansion which holds almost surelybQT �Q = (�1)m Tm+1

X
a2D

f(m)

sf (m) (a)Pm+1;T (a�UT ) + o
�
Tm+1

�
. (5.4)

Note that the remainder is stochastic.
Hence the worst rate of convergence is of the order of T and is reached when the measure-

ment function f is not continuous on R. If f is continuous on R but its �rst derivative is not
then the estimation error converges as T 2 etc... The convergence rate can also be expressed
in terms of the mean sample size N . The worst rate of convergence is of the order of N�1

and is reached when the measurement function f is not continuous on R. If f is continuous
on R but its �rst derivative is not then the estimation error converges as N�2 etc... Compare
with simple random sampling where the convergence rate does not depend on the regularity
of the measurement function and is always of the order of N�1=2. The e�ciency of systematic
sampling compared to simple random sampling was already noticed in Gundersen and Jensen
(1987) and Cruz-Orive (1989). These authors have considered mean squared error convergence
rather that estimation error convergence.

5.3 Mean squared error expansion

The formula (5.4) can be used for approximating the MSE of bQT . Repeated integration
by part yields

E [Pm+1;T (a�UT )Pm+1;T (b�UT )] = (�1)m P2m+2;T (b� a) :

Hence we get the following mean squared error expansion for an (m; 1)-piecewise smooth
function

MSE
h bQT

i
(5.5)

= (�1)m T 2m+2
X

a;b2D
f(m)

sf (m) (a) sf (m) (b)P2m+2;T (b� a) + o
�
T 2m+2

�
:
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Fig. 5.4 { Coe�cients of error for Cavalieri volume estimators. Exact coe�cients of error
(CE) calculated from simulations are represented by dots. Approximated CE based on primary
transitions are represented by dashed line curves, cf. (5.5). Approximated CE based on pri-
mary transition amplitudes (extension term) are represented by solid line curves, cf. (5.11).
Underlying structures are described in Section 5.2.

This expansion has been computed for the examples of measurement functions described in
the previous section, see Figure 5.3 (dashed curves). Note that the convergence rate of the
mean squared error is of the order of T 2m+2 / N�2m�2.

In Matheron (1965), Gundersen and Jensen (1987) and Cruz-Orive (1989), expansions of
the mean squared error involve the so-called covariogram of the measurement function. The
covariogram is de�ned by Matheron (1965)

g (y) =

Z
R

f (x+ y) f (x) dx; y 2 R. (5.6)

The covariogram describes the spatial variation of f . Note that the covariogram is an even
function. Covariograms of the measurement functions shown in Figure 5.2 are presented in
Figure 5.5.

It is easy to see that

MSE
h bQT

i
= T

X
k2Z

g (kT )�
Z
R

g (y)dy: (5.7)

In order to calculate expansions for (5.7), Matheron assumed that the measurement function
f has a bounded support [a; b] and that its covariogram is non-smooth only at 0, c = b� a

and �c (c and �c are the endpoints of the covariogram's support). Expansions of (5.7) are
obtained by applying the standard Euler-MacLaurin formula inside the covariogram's support
and by modelling the covariogram at the neighbourhood of 0, c and �c by polynomials. A
more direct approach consists in applying the alternative Euler-MacLaurin formula. The latter
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Fig. 5.5 { Covariograms (thick line curves) and their last continuous derivatives (thin line
curves in (b) and (c)). The corresponding measurement functions are shown in Figure 5.2.

method provides expansions even if the covariogram is non-smooth inside its support. In view
of (5.3) if the covariogram is (q; 1)-piecewise smooth, (5.7) can be expanded as

MSE
h bQT

i
= (�1)q T q+1

X
c2D

g(q)

sg(q) (c)Pq+1;T (c) + o
�
T q+1

�
: (5.8)

Compare the result above with (5.5). It is tempting to search for a relationship between the
smoothness properties of a measurement function and the smoothness properties of its covario-
gram. In his paper, Matheron (1965) stated that if the measurement function is di�erentiable
then its covariogram is twice di�erentiable. Furthermore, Matheron gives an expression of the
covariogram second derivative in terms of the �rst derivative of the measurement function.
In Souchet (1995) and Kiêu (1997), it is shown that if f is a (m; p)-piecewise smooth func-
tion then its covariogram g is (2m+ 1; 2p� 1)-piecewise smooth, see examples in Figure 5.5.
The authors also derived general expressions of the covariogram derivative in terms of the
derivatives of f . In particular it is shown that

Dg(2m+1) = Df (m) �Df (m) (5.9)

and that

sg(2m+1) (c) = � (�1)m
X

a;b2D
f(m)

b�a=c

sf (m) (a) sf (m) (b) : (5.10)

In Matheron (1965), the quantity

E (T ) = �T 2m+2P2m+2 (0)sg(2m+1) (0)

= �2T 2m+2P2m+2 (0) g
(2m+1)

�
0+
�

(5.11)
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is called the extension term. Note that the extension term depends only on the amplitudes
of the transitions of the measurement function. The sum of the other terms involved in the
mean squared error expansions is equal to

Z (T ) = �T 2m+2
X

c2D
g(2m+1)

c 6=0

P2m+2;T (c) sg(2m+1) (c)

and is called the Zitterbewegung. The extension term represents the central tendency of the
mean squared error while the Zitterbewegung is an oscillating function of T . A detailed
discussion can be found in Kiêu (1997), see also the coe�cient of error approximations based
only on the extension term in Figure 5.3 (solid line curves). In Matheron (1965), Gundersen
and Jensen (1987) and Cruz-Orive (1989), the extension term is expressed as

E (T ) = �T 2m+2B2m+2

m+ 1
�2m+1

where B2m+2 = (2m+ 2)!P2m+2 (0) is the (2m+ 2)-th Bernoulli number and

�2m+1 =
g(2m+1) (0+)

(2m+ 1)!
:

In particular

E (T ) =

8>><>>:
�T 2�1=6 if m = 0
T 4�3=60 if m = 1
�T 6�5=126 if m = 2
T 8�7=120 if m = 3:

Usually the mean squared error estimation focus on the extension term, see Matheron
(1965), Gundersen and Jensen (1987) or Cruz-Orive (1989). These authors argue that when
the measurement function is stochastic, the Zitterbewegung is expected to be small in the
mean compared to the extension term. In Kiêu (1997) the particular case where the measu-
rement function is the indicator function of an interval with random length is considered in
details. It is shown that if the interval length density function is Riemann integrable then the
mean Zitterbewegung can be neglected when T is su�ciently small.

5.4 Discrete approximations of the extension term

The extension term as expressed in (5.11) depends on the covariogram derivatives at the
origin. However in general estimates of the covariogram are available only on a discrete set of
values. By approximating the covariogram by a polynomial near the origin, the covariogram
derivatives at the origin can be interpolated from discrete covariogram data. This yields
approximations of the MSE extension term based on discrete covariogram data.

Below we review some of the methods discussed in Matheron (1965), Gundersen and
Jensen (1987), Cruz-Orive (1989) and Cruz-Orive (1993). A more general presentation can be
found in Kiêu (1997). An important feature of these methods is that the primary transition
order of the measurement function (or equivalently of its covariogram) is assessed a priori.

Let us start with the case where the covariogram g of the measurement function f is
assessed to be (1; 2)-piecewise smooth. We have seen above that such a covariogram can be
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obtained from a (0; 2)-piecewise smooth measurement function 4. Then by a Taylor expansion
in a right-hand side neighbourhood of 0, we get

g (y) = �0 + y�1 + y2�2 + O
�
y3
�
, (5.12)

where �1 = g0 (0+). This expansion holds for y "small enough". Now if T is "small enough",
we can apply the above expansion for y = 0; T; 2T in order to get an approximation of �1
based on g (0) ; g (T ) and g (2T ). Finally one �nds

E (T ) ' E0 (T ) =
T

12
(3g (0)� 4g (T ) + g (2T )) : (5.13)

This approximation is suggested in Gundersen and Jensen (1987) and Cruz-Orive (1989)
for use in geometric sampling including precision assessment of the Cavalieri method. The
approximation error is of order T 4 for T "small enough". As a matter of fact this order holds
if T is so small that g is 3 times continuously di�erentiable in ]0; 2T [. In particular, this latter
condition does not hold if

Dg0 \ ]0; 2T [ 6= ;;
i.e. there are any transitions of the measurement function with order 0 (jumps) separated by
a distance less than 2T . In Kiêu (1997) an alternative Taylor formula is derived for piecewise
smooth functions. In this case it can be written as

g (y) = �0 + y[�1+
X
c2Dg0
0<c<y

(1� c

y
)sg0 (c)] + y2�2 +O

�
y3
�
: (5.14)

Using the latter formula rather than (5.12) when evaluating the error approximation involved
in (5.13), one �nds

E0 (T )�E (T )

=
T 2

3
[
X
c2Dg0
0<c<T

(1� c

T
)sg0 (c)�

X
c2Dg0

T�c<2T

(1� c

T
)sg0 (c)] + O

�
T 3
�
:

According to this result, the approximation error in (5.13) is of the order of T 2 if there are
any transitions of the measurement function with order 0 separated by a distance less than
2T . Note that then the approximation error is of the same order as the extension term.

The discrete approximation of the extension term (5.13) can be extended to piecewise
smooth functions with arbitrary primary transition order. For instance if the measurement
function is (1; 1)-piecewise smooth, then for positive y "small enough", the following expansion
of its covariogram holds

g (y) = �0 + y2�2 + y3�3 + O
�
y4
�
;

where �3 = g(3) (0+) =6. There is no linear term in the expansion above because the continuity
of the �rst derivative of the covariogram implies that g0 (0) = 0. If T is "small enough", we

4. As stated in the previous section, if a function is (0; 2)-piecewise smooth then its covariogram is (1; 3)-
piecewise smooth. Observe that (1; 3)-piecewise smoothness is stronger than (1; 2)-piecewise smoothness.
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can apply the above expansion for y = 0; T; 2T in order to get an approximation of �3 based
on g (0) ; g (T ) and g (2T ). Finally one �nds

E (T ) ' E1 (T ) =
T

240
(3g (0)� 4g (T ) + g (2T )) : (5.15)

This approximation was �rst proposed by Cruz-Orive (1993) when assessing the precision
of the Cavalieri method for "very regular, quasi-ellipsoidal" structures. As a matter of fact
it may be used for any (1; 1)-piecewise smooth measurement function. For a (2; 1)-piecewise
smooth measurement function, one gets the approximation

E (T ) ' E2 (T ) =
T

8316
(10g (0)� 15g (T ) + 6g (2T )� g (3T )) :

For a (3; 1)-piecewise smooth measurement function, one gets the approximation

E (T ) ' E3 (T ) =
T

289920
(35g (0)� 56g (T ) + 28g (2T )� 8g (3T ) + g (4T )) :

A general formula for the discrete approximation of E (T ) for a (m; p)-piecewise smooth
function is given in Kiêu (1997) together with a general discussion of the approximation
error.

5.5 Extension term estimation

When the primary transition order of the measurement function is assessed a priori, the
methods for estimating the extension term are straightforward. They consist in replacing the
covariogram values involved in the discrete approximations of the extension term by estimates.
The empirical covariogram is the sequence indexed by Zde�ned by

bgl = T
X
k2Z

f ((U + k)T ) f ((U+ k + l)T ) ; l 2Z:

The extension term estimators are as follows

if m = 0; bE0 (T ) =
T

12
(3bg0 � 4bg1 + bg2) (5.16)

if m = 1; bE1 (T ) =
T

240
(3bg0 � 4bg1 + bg2) (5.17)

if m = 2; bE2 (T ) =
T

8316
(10bg0 � 15bg1 + 6bg2 � bg3) (5.18)

if m = 3; bE3 (T ) =
T

289920
(35bg0 � 56bg1 + 28bg2 � 8bg3 + bg4) (5.19)

These estimators are asymptotically unbiased. For instance consider the estimator bE0 (T ).
Since the empirical covariogram is unbiased, we have

E
hbE0 (T )

i
= E0 (T ) :

We have seen in the previous sections that E0 (T ) di�ers from E (T ) only by an order of T 4

for T small enough and that E (T ) is of the order of T 2. Accordingly we have

lim
T!0

E
hbE0 (T )�E (T )

i
E (T )

= 0:
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Fig. 5.6 { Bias of the extension term estimators. For consistency with Figure 5.3 showing

coe�cients of errors, the bias is measured by E (T )
1
2 =E (T )

1
2 (solid line curve) where E (T )

is the average extension term estimator computed from simulations. The departures (due to
the Zitterbewegung) of the exact coe�cient of error from the extension term are measured by

CE
h bQT

i
=E (T )

1
2 (dots). Corresponding measurement functions are shown in Figure 5.2.

This result extends to the other estimators above. Figure 5.5 shows biases for the examples
of measurement functions presented in Section 5.2. The estimator bE0 (T ) has been used for
Figure 5.5a, estimator bE1 (T ) for Figure 5.5b, estimator bE2 (T ) for Figure 5.5c. Note that the
bias is rather important for small mean sample sizes.

The critical point of the methods above concerns the assessment of the primary transition
order m. As noticed by Cruz-Orive (1993) when using the estimator bE0 (T ) while m = 1, one
gets in the mean an extension term estimator 20 times greater than the true extension term!
Conversely if m = 0 and estimator bE1 (T ) is used, one gets in the mean an extension term
estimator 20 times less than the true extension term. Assessing the primary transition order
of a measurement function is subject to uncertainty when measurements are "complicated".
Even for the Cavalieri method, there are no general results relating the smoothness properties
of the measurement function to geometrical characteristics of the underlying structure.

5.6 Robust extension term estimation

In many stereological contexts, a priori assessment of the measurement function smooth-
ness is not possible. Either because very little is known a priori about the geometry of the
structures under study or because the measurement function is so complicated that predic-
ting its smoothness is out of reach. In Istas and Lang (1995) a method for estimating the
smoothness of a function from discrete data is presented. The functions considered by the
authors are Gaussian processes. However the method described in Istas and Lang (1995) can
be used without modi�cation to piecewise smooth functions. The estimation of the extension
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term is a two-step procedure: �rst the primary transition order of the measurement function
is estimated from the data, then the extension term is estimated as described in the previous
section assuming that the estimated primary transition order is correct.

Let us start with the case where m is not known exactly but can be assumed to be either
0 or 1. Let us consider the estimator bE1 (T ). We have

E
hbE1 (T )

i
'
�
E (T ) =20 = �T 2�1=120 if m = 0
E (T ) = T 4�3=60 if m = 1:

Now suppose that 2 measurement series are available. The sampling period for the �rst series
is T , for the second series �T , � 6= 1. In view of the formula given just above, we have

E
hbE1 (�T )

i
' �2m+2 E

hbE1 (T )
i

in both cases m = 0 or m = 1. This relation suggests the following procedure for estimating
m from 2 measurement series. Consider the extension term estimators bE1 (T ) and bE1 (�T )
associated with the 2 measurement series and estimate the primary transition order m by bm
such that

bE1 (�T ) ' �2 bm+2bE1 (T ) : (5.20)

In case where only one measurement series is available, measures with another sampling period
can be obtained by subsampling. In particular for � = 2, 2 series with sampling period 2T
can be extracted from the initial series:

So = f(U + k)T : k oddg ; Se = f(U+ k)T : k eveng :

Let bE1;o (2T ), bE1;e (2T ) be the extension term estimators based on the series So, Se respecti-

vely. The mean of bE1 (2T ) can be estimated by the average of bE1;o (2T ) and bE1;e (2T ). Then
the estimation equation (5.20) writes

bE1;o (2T ) + bE1;e (2T )

2
' 22bm+2bE1 (T ) :

It is easy to see that this latter equation can be rewritten as

3bg0 � 4bg2 + bg4 ' 22 bm+1 (3bg0 � 4bg1 + bg2) ;
i.e.

bm = round

0BB@ log
3bg0 � 4bg2 + bg4
3bg0 � 4bg1 + bg4

2 log 2
� 1

2

1CCA :

This principle can be extended to the general case where the primary transition order m
is not known exactly but can be assumed to be less than or equal to some value M assessed
a priori. The key point is that the extension term estimator obtained when assuming that
m =M has a mean equal to

cmE (T ) ' cmT
2m+2�2m+1;
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where m is the true primary transition order and cm is a constant depending only on m. The
relation above holds only if m � M . The calculation of the constants cm is straightforward.
For instance let us consider the extension term estimator bE3 (T ) obtained by assuming that
m = 3. If the true value of m is 2, the expansion of the covariogram writes

g (iT ) ' �0 + i2T 2�2 + i4T 4�4 + i5T 5�5 + i6T 6�6 + i7T 7�7;

for i = 0; : : : ; 4. Calculations yield

E
hbE3 (T )

i
= E3 (T ) ' � 2

723
T 6�5

' 91100

723
E (T ) ;

i.e. c2 = 91100=723 ' 126:0. Extending the approach described above for the case m = 0 or
1, one constructs general estimators of m when it is assumed that m � M , M being �xed a
priori. In particular, if m is assumed to be less than or equal to 3, then m is estimated by

bm = round

0BB@ log
35bg0 � 56bg2 + 28bg4 � 8bg6 + bg8
35bg0 � 56bg1 + 28bg2 � 8bg3 + bg4

2 log 2
� 1

2

1CCA : (5.21)

Once the transition primary order m is estimated, the extension term is estimated as
described in the previous section assuming that m = bm. Note that this two-step method is
quite unstable. For instance if bm = 1, one �nds an extension term estimate 20 times less
than if bm = 0. Therefore a sensible way of measuring the accuracy of the estimator bm is
to consider the probability that bm is equal to the true primary transition order. Simulations
have been carried out with the measurement functions shown in Figure 5.2. The estimator
(5.21) has been used: we have assumed that m � 3 while the true primary transition order
is 0 (Figure 5.2a), 1 (Figure 5.2b), 2 (Figure 5.2c). For mean sample sizes larger than 32:6
(measurement function of Figure 5.2a), 19:6 (measurement function of Figure 5.2b), 47:0
(measurement function of Figure 5.2c), the probability that bm = m is close to 1.

5.7 Discussion

In this paper the use of the transitive mehods for evaluating the precision of estimators
based on systematic sampling designs is considered. The problem of choosing a local model of
the covariogram at the origin is discussed in details. The described relationship between the
smoothness of the measurement function and the smoothness of its covariogram seems to be
a useful tool for choosing the appropriate model. For applications in stereology, an important
open problem is now to relate geometrical features of the structure of interest to smoothness
characteristics of the considered measurement function.

A method for estimating the smoothness of the measurement function from discrete data
is proposed. The numerical studies of this method show that it requires rather large samples
compared to the usual size of samples in practical stereology. Note that in Kiêu (1997), an
alternative method is proposed which is expected to be less demanding in terms of sample
size. The main idea is to use grids of points with 2 sampling periods, a large one and a small
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one. Pairs of points close to each other are used to estimate the primary transition order.
Numerical investigations of this alternative methods are planned.

In this paper, we have not considered errors either on measurements or on the location
of the sampling points. In Kiêu (1997), measurement errors are also considered. The error
scheme is as follows. It is assumed that the errors are centered, that their variance only
depends on the measurement location and that they are uncorrelated given the location of
the sampling points. Such a model is appropriate when the measurement at a given location
involve some local subsampling. A common example related to the Cavalieri method is when
areas on sections are estimated by countings at point grids superimposed on the sections.

Finally note that although we have concentrated in this paper on the case where the
sampling space is one-dimensional, the transitive methods can also be used for sampling
spaces with higher dimensions, see e.g. Matheron (1965), Gundersen and Jensen (1987), Cruz-
Orive (1989) or Chad�uf et al. (1997). Extending the approach described in this paper to
higher-dimensional sampling spaces will be the object of future research. As a matter of
fact, in stereology sampling spaces may also be special kinds of manifolds. For instance some
stereological methods, see e.g. Weibel (1979) or Weibel (1980), involve sampling by lines
with various locations and orientations. The space of lines can be seen as a cylinder, see e.g.
Stoyan et al. (1987). Therefore using a grid of lines with systematically distributed locations
and orientations may be seen as systematic sampling on a cylinder.
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