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Quelques éléments de correction

Exercice 1

1) Les deux processus {z;} et {y} sont des AR(1) stationnaires. Leur prévision optimale est
donnée par :

iT-H = pixr

9141 = payr

Ainsi, zry1 = p1x7 + p2yr et la variance de 'erreur de prévision est :
y FT+ p P2y p

2 2
Vp = var(uryr + vry1) = oy + o

2) D’aprés les définitions des processus {z;} et {y;}, on a:
s=v+y=(1—piL)rug + (1= p2L) 1o
soit :

(L=p1L)(1 = p2L)ze = (1= p2L)us+ (1= piL)vy
(1—(p1+p2)L+ ,01,02L2)Zt = U — PoUp—1 + V¢ — P1U—1

3) Comme 1; = uy — potiy—1 + vy — p1vs_y, ON trouve:

7(0) = wvar(n) = ol (1+p3) + o2 (14 p})
v(1) = cov(ng,mi—1) = —p20y —,0102
v(h) = cov(nyn—p)=0 h>1

Pour que le processus {2} soit un AR(2), il faut que 7; soit un BB, donc que v(1) = —py02 —
2
pio, = 0.

4) Puisque v(1) # 0 et y(h) = 0 pour h > 1, alors {#n;} suit un MA(1) du type:
m = (1 — 0L)€t
On détermine (8, o2) par identification des autocovariances:

¥(0) = (1+6%)0?
(1) = —bo?

€

On choisit la racine 8 qui est inférieure & 1, et dans ce cas, le processus g; est I'innovation de 7.

Ainsi, z; est un ARMA(2,1) et la représentation est canonique puisque |p1]| < 1, |p2] < 1, |0] < 1.



5)

gy = (1 — OL)_lﬁt
o Up— Potig—1 + U — PrUi—
N 1-6L
0 — 0 —
= U+ ﬁut—l + v+ 1= gzvt—1

6) La prévision optimale de z; pour t = T'+1 sachant I'information jusqu’en 7" basée sur I’écriture
ARMA(2,1) est:
2141 = (p1 + p2)2T — p1p2zr—1 — beT

et la variance de l'erreur de prévision est alors:

Vi =var(ery1) = o2 (1 + %) + o’ (1 + %)

5s)? a2
Ainsi, on a: Vy — Vp = o2 ((19—52))2 + o2 ((16—5}4))2 >0
On a V4 = Vp si 0 = p; = pa, car dans ce cas, le processus ARMA(2,1) se simplifie en processus
AR(1) pour z.

Exercice 2
1) Pour un processus AR(2) qui s’écrit :
Te = P11 + P2ri—2 + &4

on sait que ¢o = r(2) et v(1) = $17(0) + ¢2v(1) donec p(1) = % = 1252.
On obtient alors ¢1 = (1 — ¢2)p(1).

2) Pour un processus MA(1) qui s’écrit :

ye = e¢ — e

o1 a:

R

ainsi, #; est la racine (inférieure & 1) de I’équation 0% 4460, +1=0.

r(1) = p(1)

Exercice 3
1) {z:} et {y;} sont intégrés d’ordre 1 puisque leur différence premiére est stationnaire.
On peut réécrire:
a(1—L) = w(l—L)+02u_q+0.4vy = ap = w + (1 — L)1 (02041 + 0.4v_y) = uy + Dy
y(1—L) = v (1—=L)+0.2u_y+04v,y =y, = v, + (1 — L)1 (0.2u4_y + 0.4v_y) = v, + Dy
ot {D;} est un processus défini par:

(1 - L)Dt = O.QUt_l + 0.4?]75_1

Le processus {D;} est intégré d’ordre 1.

Ainsi, z; — yr = uy — v; est stationnaire, cela signifie que z4 et y; possédent une composante
stochastique non stationnaire commune qui peut étre éliminée facilement en prenant I’écart des
deux processus. On dit que les deux processus sont cointégrés.



