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Quelques éléments de correction

Exercice 1

1) Les deux processus fxtg et fytg sont des AR(1) stationnaires. Leur prévision optimale est
donnée par :

x̂T+1 = �1xT

ŷT+1 = �2yT

Ainsi, zT+1 = �1xT + �2yT et la variance de l'erreur de prévision est :

VD = var(uT+1 + vT+1) = �2u + �2v

2) D'après les dé�nitions des processus fxtg et fytg, on a :

zt = xt + yt = (1� �1L)
�1ut + (1� �2L)

�1vt

soit :

(1� �1L)(1� �2L)zt = (1� �2L)ut + (1� �1L)vt

(1� (�1 + �2)L+ �1�2L
2)zt = ut � �2ut�1 + vt � �1vt�1

3) Comme �t = ut � �2ut�1 + vt � �1vt�1, on trouve :

(0) = var(�t) = �2u(1 + �22) + �2v(1 + �21)

(1) = cov(�t; �t�1) = ��2�
2
u � �1�

2
v

(h) = cov(�t; �t�h) = 0 h > 1

Pour que le processus fztg soit un AR(2), il faut que �t soit un BB, donc que (1) = ��2�
2
u �

�1�
2
v = 0.

4) Puisque (1) 6= 0 et (h) = 0 pour h > 1, alors f�tg suit un MA(1) du type :

�t = (1� �L)"t

On détermine (�; �2") par identi�cation des autocovariances :

(0) = (1 + �2)�2"

(1) = ���2"

On choisit la racine � qui est inférieure à 1, et dans ce cas, le processus "t est l'innovation de �t.

Ainsi, zt est un ARMA(2,1) et la représentation est canonique puisque j�1j < 1; j�2j < 1; j�j < 1.
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5)

"t = (1� �L)�1�t

=
ut � �2ut�1 + vt � �1vt�1

1� �L

= ut +
� � �2

1� �L
ut�1 + vt +

� � �1

1� �L
vt�1

6) La prévision optimale de zt pour t = T+1 sachant l'information jusqu'en T basée sur l'écriture
ARMA(2,1) est :

ẑT+1 = (�1 + �2)zT � �1�2zT�1 � �"T

et la variance de l'erreur de prévision est alors :

VA = var("T+1) = �2u

 
1 +

(� � �2)2

(1� �L)2

!
+ �2v

 
1 +

(� � �1)2

(1� �L)2

!

Ainsi, on a : VA � VD = �2u
(���2)

2

(1��L)2
+ �2v

(���1)
2

(1��L)2
> 0

On a VA = VD si � = �1 = �2, car dans ce cas, le processus ARMA(2,1) se simpli�e en processus
AR(1) pour zt.

Exercice 2

1) Pour un processus AR(2) qui s'écrit :

xt = �1xt�1 + �2xt�2 + "t

on sait que �2 = r(2) et (1) = �1(0)+ �2(1) donc �(1) =
(1)
(0) =

�1
1��2

.

On obtient alors �1 = (1� �2)�(1).

2) Pour un processus MA(1) qui s'écrit :

yt = "t � �1"t�1

on a :

r(1) = �(1) =
��1
1 + �21

ainsi, �1 est la racine (inférieure à 1) de l'équation �21 + 4�1 + 1 = 0.

Exercice 3

1) fxtg et fytg sont intégrés d'ordre 1 puisque leur di�érence première est stationnaire.
On peut réécrire:

xt(1� L) = ut(1� L) + 0:2ut�1 + 0:4vt�1 ) xt = ut + (1� L)�1(0:2ut�1+ 0:4vt�1) = ut +Dt

yt(1� L) = vt(1� L) + 0:2ut�1 + 0:4vt�1 ) yt = vt + (1� L)�1(0:2ut�1 + 0:4vt�1) = vt +Dt

où fDtg est un processus dé�ni par :

(1� L)Dt = 0:2ut�1 + 0:4vt�1

Le processus fDtg est intégré d'ordre 1.
Ainsi, xt � yt = ut � vt est stationnaire, cela signi�e que xt et yt possèdent une composante
stochastique non stationnaire commune qui peut être éliminée facilement en prenant l'écart des
deux processus. On dit que les deux processus sont cointégrés.
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