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Exercice 1 (5 points)

La phase d’identification d’une série xt donne les valeurs suivantes pour les autocorrélations
simples estimées, ρ̂(h), et les autocorrélations partielles estimées, r̂(h) :

h 1 2 3
ρ̂(h) 0.56 0.26 0.08
r̂(h) 0.56 -0.08 -0.05

Quelles valeurs initiales suggérez-vous pour les paramètres d’un modèle AR(2) ? (2 points);
pour les paramètres d’un modèle ARMA(1,1) ? (3 points)

Exercice 2 (4 points)

On considère la moyenne mobile M définie par :

MXt =
1
4

(
1
2
Xt−2 + Xt−1 + Xt + Xt+1 +

1
2
Xt+2

)

a) Quelles sont les composantes annulées par cette moyenne mobile ? (2 points)

Indication : Vous remarquerez que : 1 + 2λ + 2λ2 + 2λ3 + λ4 = (1 + λ)P (λ) où P (λ) est un
polynôme de degré 3.

b) Montrez que les polynômes de degré 1 sont conservés par M . (1 point)

c) Comment peut être utilisée cette moyenne mobile? (1 point)

Exercice 3 (11 points)

L’objectif de cet exercice est d’utiliser le concept économétrique de stationnarité pour étudier le
concept macroéconomique de convergence des économies réelles.

La citation qui suit permet de définir la notion de convergence absolue :

“Dans le modèle de Solow, la stabilité de l’équilibre régulier implique que deux
économies qui ne différeraient ni par la technologie, ni par les comportements d’épargne,
ni par la démographie, mais seulement par leur niveau de capital par tête, converg-
eraient l’une vers l’autre sur le même sentier régulier où elles obtiendraient le même
revenu par tête” (Jacques et Rebeyrol, Croissance et Fluctuations, Dunod 2001)

La première partie de cet exercice est théorique, elle a pour objectif de traduire ce concept
de convergence absolue en hypothèse statistiquement testable. La seconde s’intéressera plus
particulièrement à la convergence du PIB par tête de plusieurs pays européens entre 1960 et
2000.
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On note y1,t (respectivement y2,t) le niveau du PIB par tête du pays 1 à la date t (respec-
tivement du pays 2).

Partie 1 :

1) On note ŷ1,t+k (respectivement ŷ2,t+k) la prévision, à un horizon de k périodes, du niveau
du PIB par tête du pays 1 (respectivement pays 2) conditionnellement à l’information disponible
à la date t.

Quelle est la conséquence (et plus précisément la relation) qu’implique le concept de con-
vergence absolue entre les pays 1 et 2 pour ŷ1,t+k et ŷ2,t+k quand on considère des horizons de
prévision très éloignés? (1 point)

2) On définit le processus d’écart des PIB par tête par xt = y1,t − y2,t. Afin de déterminer
les conditions à poser sur ce processus pour que l’hypothèse de convergence absolue soit vérifiée,
on considère dans cette question le processus suivant :

xt = c +
5
8
xt−1 − 1

16
xt−2 + ut

avec ut i.i.d. (0, σ2
u) et c ∈ R.

a) Vérifiez que le processus xt, t ∈ Z est stationnaire (du second ordre). Calculez son
espérance. (1 point)

b) Le processus est-il canonique ? Que peut-on en déduire quant à la représentation générale
de la forme de Wold, redonnée ci-dessous ? (1 point)

xt = α +
∞∑

i=−∞
hiut−i

c) Déterminez de manière précise la représentation de Wold (c’est–à–dire les coefficients hi).
(2 point)

Indication : Par identification avec la définition du processus, vous déterminerez l’équation
de récurrence qui lie les paramètres de la forme de Wold, et vous déterminerez finalement la
représentation précise de Wold.

d) En utilisant les résultats de la question précédente, déterminez la prévision de xt+k sachant
l’information disponible à la date t avec k l’horizon de prévision.

En déduire la valeur de :
lim

k→∞
x̂t+k

Que peut-on en déduire sur les conditions à poser pour que l’hypothèse de convergence
absolue soit vérifiée? (2 points)

Partie 2 :

On dispose de données annuelles pour le PIB réel par tête de la France, du Royaume Uni et
de l’Italie entre 1960 et 2000. On construit les séries d’écart de PIB par tête entre la France et
le Royaume Uni d’une part, et entre le Royaume Uni et l’Italie d’autre part.

A partir des résultats ci-dessous, étudiez la nature de la stationnarité du processus xt dans
chaque cas, en décrivant précisément votre démarche. Que pouvez-vous en déduire sur la con-
vergence de ces pays ? (4 points)
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