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Bon Anniversaire Xavier !
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Minimax, Maxisets, fonctions récalcitrantes ?

Dominique Picard

Laboratoire Probabilités et Modèles Aléatoires

Universités Paris VI et Paris VII

ET Iain Johnstone, Gérard Kerkyacharian, Marc Raimondo
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soit

{ei, i ∈ N} Base orthonormée,

Bs = {f =
∑

θiei; supK≥1K
s
∑

k≥K θ
2
k <∞}

Aq = {f =
∑

θiei; supλ>0 λ
qcard{k; |θk| ≥ λ} <∞}

0 < q < 2 ,

s = inf{σ; Bσ ⊂ Aq} = 1
q −

1
2 ⇐⇒ 2 − q = 2s

1+2s
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Minimax

On définit la vitesse minimax minimax αn associée à une fonction

de perte ρ et un espace V ⊂ Θ :

αε = Minmax(ρ, V ) = inf q̂ε
supθ∈V E

ε
θρ(q̂ε, q(θ))
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Modèle du bruit blanc Gaussien :

yi = θi + εwi, wi i.i.d.N(0, 1)

q(θ) = f =
∑

θiei, ρ(q̂, q(θ)) = ‖f̂ − f‖2
2 =

∑

(θ̂i − θi)
2

Minmax(ρ,Bs(R)) ∼ [ε2]
2s

1+2s

Minmax(ρ,Aq(R)) ∼ [ε2 log(1/ε)]2−q
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Entropie

On définit N(δ,K, d) comme le nombre minimal de boules de rayon δ

pour la métrique d nécessaires pour recouvrir l’ensemble K.

E(δ,K, d) = log2N(δ,K, d).

E(δ, Bs(R), l2) ∼ δ
−1

s

E(δ, Aq(R)∗, l2) ∼ [δ
−2q

2−q log(1/δ)]

Aq(R) n’est pas compact, on l’intersecte avec un espace de type

Bη(R), avec η très petit, qui n’influence pas la vitesse.
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Maxisets

On définit le maxiset associé à une suite d’estimateurs q̂ε, une

fonction de perte ρ, une vitesse de convergence αε et à la constante

T :

MS((q̂ε), ρ, (αε))(T ) :=

{θ ∈ Θ, E
ε
θρ(q̂ε, q(θ)) ≤ Tαε, ∀ε > 0}

Ici : MS((q̂ε), ρ, (αε))(T ) = {θ ∈ Θ, E
ε
θ

∑

(θ̂εi − θi)
2 ≤ Tαε, ∀ε > 0}
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Deux exemples :

f̂ lin =
∑

k≤K(ε) Yiei,

MS(f̂ lin, ρ, ε
4s

1+2s ) = Bs(R)

f̂ thr =
∑

YieiI{Yi ≥ τε(log 1/ε)1/2}

MS(f̂ thr, ρ, [ε(log 1/ε)1/2]2(2−q)) = Aq(R)
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Application : Déconvolution et signaux LIDAR

Yε(dt) = f ? g + εdW (t)

g connue : ’blurring’. On observe Yε. On veut reconstituer f .

Pourquoi le problème est mal posé ?

Cas des fonctions périodiques :

K(f) = f ? g ⇐⇒ ˜K(f)l = f̃lg̃l, ∀l ⇐⇒ f̃l = K̃(f)l/g̃l, ∀l

typiquement, g̃l ∼ 2−lν , ν > 0

i.e. plus g est régulière, plus le problème est mal posé !
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Construction de l’estimateur :

{ψjk, j ≥ 0, k ∈ N} base d’ondelettes. {el, l ∈ Z} base de Fourier.

f =
∑

βjkψj,k ⇐⇒ βjk =

∫

fψj,k =
∑

l

f̃l( ˜ψj,k)l

ĥl =

∫

el(t)dYε(t)est un estimateur de ˜K(f)l.

β̂jk =
∑

l

( ˜ψj,k)lĥl/g̃l

ψj,k base d’ondelette de Meyer dont la transformée de Fourier est à

support compact.
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On a β̂jk − βjk ∼ N(O, σ2
jk)

σ2
jk ∼ ε2

∑

l, ( ˜ψj,k)l 6=0 g̃l
−2

card{l, ( ˜ψj,k)l 6= 0}
= τj

2

Estimateur :

f̂ =
∑

j≤J1(ε)

∑

k β̂jkψj,kI{|β̂jk ≥ ττjε
√

log 1/ε}
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τj ∼ ε2jν

Le maxiset de la méthode est :

MS(f̂ , ρ, [ε(log 1/ε)1/2]2(2−q)) =

{f =
∑

βjkψj,k; supλ>0 λ
q
∑

j τj
2card{|βjk| ≥ λτj} <∞}∗ = (Ãq)∗
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Interprétation de la vitesse minimax 2s
1+2s+2ν :

sup
λ>0

λq
∑

j

τj
2card{|βjk| ≥ λτj} <∞

⇐⇒ sup
λ>0

λq−2
∑

j

∑

k

β2
jk{|βjk| ≤ λτj} <∞

inf{σ : Bσ ⊂ Ãq} = s

2 − q = 2s
1+2s+2ν
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