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Introduction

La statistique et les probabilités: pour quoi faire?

1 Tribus et mesure de probabilités

1.1 Tribus d’événements

Définition. • Expérience aléatoire.

• Évènement élémentaire, ensemble fondamendal (univers).

• Événement et tribu.

Définition. • Intersection, union.

• Évènements incompatibles.

• Évènement contraire.

1.2 Mesure de probabilité d’un événement

Définition. Une probabilité sur (Ω,A) est une application P : A → [0, 1], qui à un événement
E ∈ A associe le réel P (E) ∈ [0, 1] et telle que:

• P (Ω) = 1.

• Pour (Ei)i∈J événements de A, incompatibles, P (
⋃

i∈J

Ei) =
∑

i∈J

P (Ei).

Propriété. • P (E) = 1− P (E) pour E ∈ A.

• P (∅) = 0.

• si A ⊂ B, 0 ≤ P (A) ≤ P (B) ≤ 1.

• P (E ∪ F ) + P (E ∩ F ) = P (E) + P (F ), pour (E,F ) ∈ A2.

Définition. • Cardinal d’un ensemble fini.

• Equiprobabilité (ou probabilité uniforme) sur un ensemble fini.

Propriété. Si Ω est fini et si P est une probabilité uniforme sur (Ω,A), alors pour tout E ∈ A,

P (E) =
card(E)

card(ω)
.

Remarque.

Pour calculer le cardinal d’un ensemble, on peut utiliser les résultats combinatoires suivants:
on considère un ensemble de n éléments et on tire k éléments:

• S’il y a remise, et que l’ordre compte, un tirage est un k-uplet, et le nombre total de k-uplets
est: nk.

• S’il n’y a pas remise, et que l’ordre compte, un tirage est un arrangement, et le nombre total
d’arrangements est: Ak

n = n(n− 1)..(n− k + 1) = n!/k!.

• S’il n’y a pas remise, et que l’ordre ne compte pas, un tirage est une combinaison, et le nombre
total de combinaisons est: Ck

n = Ak
n/k! = n!/(k!(n− k)!).
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1.3 Probabilité conditionnelle et indépendance

Définition. Soit P est une probabilité sur (Ω,A) et soit (E,F ) ∈ A2. On appelle probabilité
conditionnelle de B sachant A, la probabilité que B soit réalisé sachant que A est réalisé et

P (B | A) = P (A ∩B)

P (A)
si P (A) 6= 0.

Remarque.

Calculer une probabilité sachantA revient à travailler avec une nouvelle probabilité sur l’ensemble
fondamental A et la tribu qui lui est associée.

Définition. A et B, événements de (Ω,A) sont indépendants pour P si P (B | A) = P (B).

Conséquence.

A etB, événements de (Ω,A) sont indépendants pour P si et seulement si P (A ∩B) = P (A)P (B).

Remarque.

Ne pas confondre indépendance et incompatibilité. Plus généralement,

Définition. • Soit (Ai)i∈I une famille d’événements de (Ω,A). On dit que la famille (Ai)i∈I
est une famille d’événements indépendants si et seulement si pour tout k ∈ IN, pour tout

j1, · · · , jk ∈ Ik distincts, P
(

Aj1 ∩ · · · ∩Ajk

)

= P (Aj1)× · · · × P (Ajk).

• Si (Ω,Ai)i∈I est une famille de tribus sur Ω, on dit que ces tribus sont indépendantes si pour
tout Ai ∈ Ai la famille (Ai)i∈I est indépendante.

Définition. Soit Ω un ensemble. On dit que (Ei)i∈J famille de sous-ensembles de Ω forme une
partition de Ω si:

• Les Ei sont incompatibles deux à deux soit Ei ∩ Ej = ∅ pour i 6= j.

• L’ensemble des Ei couvre Ω soit
⋃

i∈J

Ei = Ω.

Proposition. Formule des probabilités totales Soit P est une probabilité sur (Ω,A) et soit
(Ei)i∈J une partition de Ω alors:

pour A ∈ A, P (A) =
∑

i∈J

P (A ∩ Ei).

Proposition. Formule de Bayes Soit P est une probabilité sur (Ω,A) et soit (Ei)i∈J une partition
de Ω. Soit A un événement de A). On suppose que l’on connâıt P (Ei) et P (A | Ei) pour tout
i ∈ J . Alors, pour k ∈ J :

P (Ek | A) = P (A | Ek)P (Ek)
∑

i∈J P (A | Ei)P (Ei)
.

2 Variables aléatoires

2.1 Définitions et propriétés générales

Définition. Soit P une probabilité sur (Ω,A). On appelle variable aléatoire X dans I ⊂ IR, une
application de Ω → I telle que pour tout x ∈ I, l’événement {X ≤ x} = {ω ∈ Ω tel que X(ω) ≤ x}
soit un événement de A. Deux cas particuliers importants sont à distinguer:
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• Si I = {xi}i∈J avec J ⊂ IN (par exemple I = {P, F}, I = ZZ,...), X est appelée variable
aléatoire discrète.

• Si I est un intervalle de IR (par exemple I = [0, 1], I = IR+,...), X est appelée variable
aléatoire réelle.

Définition. Soit P une probabilité sur (Ω,A) et X une variable aléatoire de (Ω,A, P ) à valeurs
dans I. On appelle fonction de répartition de X la fonction FX : IR → [0, 1] telle que FX(x) =
P (X ≤ x), pour x ∈ IR.

Propriété. • Fx est une fonction croissante sur IR.

• lim
x→−∞

FX(x) = 0 et lim
x→+∞

FX(x) = 1.

• P (a < X ≤ b) = FX(b)− FX(a), pour tout −∞ ≤ a < b ≤ +∞.

Définition. Soit P une probabilité sur (Ω,A) et X une variable aléatoire de (Ω,A, P ) à valeurs
dans I.

• Si X est une variable aléatoire discrète (I = {xi}i∈J), on appelle loi de probabilité de X
l’application PX : {xi}i∈J → [0, 1] telle que P (X = xi) = PX(xi).

• Si X est une variable aléatoire réelle (I intervalle de IR), on appelle densité de probabilité de

X si elle existe l’application fX : I → [0,+∞[ telle que FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt. X est alors

appelée variable aléatoire absolument continue.

Propriété. Si X est une variable aléatoire discrète à valeurs dans I = {xi}i∈J alors
∑

i∈J

P (X = xi) = 1.

Propriété. Si X est une variable aléatoire absolument continue de densité de probabilité fX alors:

• fX vérifie

∫ +∞

−∞
fX(t)dt = 1.

• F ′
X(x) = fX(x) pour presque tout x ∈ IR.

• P (a < X ≤ b) =

∫ b

a
fX(t)dt, pour tout −∞ ≤ a < b ≤ +∞.

• P (X = x) = 0 pour tout x ∈ IR.

2.2 Moments d’une variable aléatoire

Définition. Soit P une probabilité sur (Ω,A), X une variable aléatoire de (Ω,A, P ) à valeurs dans
I et h une fonction de I dans IR.

• Si X est une variable aléatoire discrète (I = {xi}i∈J), l’espérance de X est

BBeX =
∑

i∈J

xiP (X = xi) =
∑

i∈J

xiPX(xi) si cette somme existe.

Plus généralement, IEh(X) =
∑

i∈J

h(xi)P (X = xi) si cette somme existe.
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• Si X est une variable aléatoire aboslument continue à valeurs dans I et de densité fX ,
l’espérance de X est

IEX =

∫

I
xfX(x)dx =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx si cette intégrale existe.

Plus généralement, IEh(X) =

∫

I
h(x)fX(x)dx si cette intégrale existe.

Définition. Soit X une variable aléatoire de (Ω,A, P ).

• La variance de X, si elle existe, est var(X) = IEX2 − (IEX)2 = IE((X − IEX)2) ≥ 0.

• L’écart-type de X, si la variance existe, est σ(X) =
√

var(X).

Propriété. Soit X une variable aléatoire (dont l’espérance et la variance existent), et a, b deux
réels.

• IEb = b et IE(aX + b) = aIEX + b.

• var(b) = 0 et var(aX + b) = a2var(X).

2.3 Lois à connâıtre

Définition. Les lois à connâıtre sont:

• Lois discrètes: loi uniforme, loi de Bernoulli, loi binomiale, loi de Poisson.

• Lois continues: loi uniforme, loi exponentielle, loi gamma, loi normale, loi du χ2.

3 Vecteurs aléatoires

3.1 Définition et propriétés

Définition. Un vecteur aléatoire X sur (Ω,A, P ) est une fonction de Ω à valeurs dans IRd telle
que pour tout B ∈ B(IRd), l’ensemble X−1(B) ∈ A.

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (Ω,A, P ) à valeurs dans IRd. On peut définir la
fonction de répartition de X par FX(x1, . . . , xd) = P (X ∈] − ∞, x1] × · · ·×] − ∞, xd]) pour
tout (x1, . . . , xd) ∈ IRd. Si X = (X1, · · · , Xd) dans un repère de IRd, on appelle loi marginale
de la variable aléatoire Xi, la loi de probabilité donnée par la fonction de répartition FXi

(xi) =
limxj→∞, j 6=i FX(x1, . . . , xd).

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (Ω,A, P ) à valeurs dans {y(i)}i∈I ∈ IRd, où I est
dénombrable. On dit alors que X est un vecteur aléatoire discret et P (X = y(j)) 6= 0.

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (Ω,A, P ) à valeurs dans IRd tel qu’il existe une fonction
fX(x1, . . . , xd) positive vérifiant FX(x1, . . . , xd) =

∫ x1

−∞ · · · ∫ xd

−∞ fX(t1, . . . , td)dt1 . . . dtd pour tout

(x1, . . . , xd) ∈ IRd. On dit alors que X est un vecteur aléatoire absolument continu (par rapport à
la mesure de Lebesgue) et fX s’appelle sa densité de probabilité.

Propriété. Si ∂dFX

∂x1···∂xd
existe sur IRd sauf en un nombre fini de points, alors X est un vecteur

aléatoire absolument continu et fX = ∂dFX

∂x1···∂xd
.

Propriété. Si X = (X1, · · · , Xd) est un vecteur aléatoire absolument continu de densité de proba-
bilité fX alors fXi

(xi) =
∫ x1

−∞ · · · ∫ xi−1

−∞

∫ xi+1

−∞

∫ xd

−∞ fX(t1, . . . , ti−1, xi, ti+1, td)dt1 . . . dti−1dti+1 . . . dtd.

Définition. Soit X = (X1, . . . , Xd) un vecteur aléatoire sur (Ω,A, P ) à valeurs dans IRd. Si cela
existe, on définit l’espérance de X, IEX = t(IEX1, . . . , IEXd) et sa matrice de variance-covariance
cov(X) = IE[(X − IEX) t(X − IEX)] = (cov(Xi, Xj))1≤i,j≤d.
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3.2 Variables aléatoires indépendantes

Définition. Soit (Xi)i∈I une famille de variables aléatoires. On dit que ces variables sont indépendantes
si la famille de tribus engendrées par les X−1

i (B) où B ∈ B(IR) sont indépendantes.

Propriété. Soit (Xi)i∈I une famille de variables aléatoires. Ces variables sont indépendantes si
et seulement si pour tout k ∈ IN∗, pour tout i1 < . . . < ik ∈ Ik et tout (B1, . . . , Bk) ∈ B(IR)k,

P (Xi1 ∈ B1 ∩ · · · ∩Xik ∈ Bk) = P (Xi1 ∈ B1)× · · · × P (Xik ∈ Bk).

Propriété. Si X = (X1, · · · , Xd) est un vecteur aléatoire absolument continu de densité de proba-
bilité fX . Alors la famille (X1, · · · , Xd) est une famille de variables aléatoires indépendantes si et
seulement s’il existe d fonctions positives fXi

telles que fX =
∏d

i=1 fXi
.

Propriété. Si (X1, · · · , Xd) est une famille de variables aléatoires indépendantes alors cov(Xi, Xj) =
0 si i 6= j. La réciproque est fausse sauf dans le cas où (X1, · · · , Xd) est un vecteur gaussien.

3.3 Vecteurs aléatoires gaussiens

Le cas gaussien est un des seuls cas où il est facile d’exprimer la loi d’un vecteur aléatoire.

Définition. On dit que X = (X1, . . . , Xd) est un vecteur gaussien à valeurs dans IRd si et seulement
si pour tout (u1, . . . , ud) ∈ IRd, la variable aléatoire

∑d
i=1 uiXi est une variable gaussienne (toute

combinaison linéaire des coordonnées de X est une variable gaussienne).

Propriété. La loi d’un vecteur gaussien X = (X1, . . . , Xd) est entièrement déterminée par son
espérance IEX = t(IEX1, . . . , IEXd) et sa matrice de variance-covariance Σ = IE[(X − IEX) t(X −
IEX)] et si le rang de Σ est d alors X est un vecteur aléatoire absolument continu de densité de
probabilité:

fX(x1, . . . , xd) =
1

(2π)d/2
√

det(Σ)
exp

(

− 1

2
t(t(x1, . . . , xd)− IEX)Σ−1(t(x1, . . . , xd)− IEX)

)

.

Propriété. Si X = (X1, . . . , Xd) est une suite de v.a. gaussiennes indépendantes alors X est
un vecteur gaussien. Si les (Xi) sont gaussiennes mais ne sont pas indépendantes, ceci n’est plus
forcément vrai.

4 Théorèmes limites

4.1 Convergence d’une suite variables aléatoires

Propriété (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire positive dont l’espérance existe.
Alors pour tout ε > 0,

P (X > ε) ≤ IEX

ε
.

Voici une conséquence directe de cette inégalité:

Propriété (Inégalité de Bienaymé-Tchebitchev). Soit X une variable aléatoire dont l’espérance m
et la variance σ2 existent. Alors pour tout ε > 0,

P (|X −m| > ε) ≤ σ2

ε2
.

Définition. • Convergence en probabilité.

• Convergence en loi.
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4.2 Théorèmes limite

Théorème (Loi Faible des Grands Nombres). Soit (Xi)i∈IN∗ une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées par rapport à une loi dont l’espérance m existe. Alors :

Xn =
X1 + · · ·+Xn

n
P−→

n→+∞
m.

Théorème (Théorème de la limite central). Soit (Xi)i∈IN∗ une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées par rapport à une loi dont l’espérance m et la variance σ2 existent.
Alors :

√
n

(

Xn −m

σ

)

L−→
n→+∞

N (0, 1).

5 Estimation et intervalles de confiance

Définition. • Estimateur d’un paramètre.

• Biais d’un estimateur.

• Risque quadratique d’un estimateur.

Exemple.

Trois exemples sont à connâıtre:

1. Estimateur de l’espérance par la moyenne empirique.

2. Estimateur de la variance par la variance empirique.

3. Estimateurs du paramètre θ d’un n-échantillon (X1, · · · , Xn) de loi uniforme sur [0, θ].

Définition. • Intervalle de confiance théorique de niveau α d’un paramètre.

• Réalisation d’un intervalle de confiance.

Exemple.

Intervalle de confiance dans le cadre du théorème de la limite central.


