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Introduction

La statistique et les probabilités: pour quoi faire?

1 Tribus et mesure de probabilités

1.1 Tribus d’événements
Définition. o FExpérience aléatoire.
e Evénement élémentaire, ensemble fondamendal (univers).

o Evénement et tribu.

Définition. e Intersection, union.
e Fuénements incompatibles.

o Luvénement contraire.

1.2 Mesure de probabilité d’un événement

Définition. Une probabilité sur (2, A) est une application P: A — [0,1], qui 4 un événement
E € A associe le réel P(E) € [0,1] et telle que:

e P(2)=1.

o Pour (E;)ics €événements de A, incompatibles, P(U E;) = ZP(EZ)
i€ icJ
Propriété. e P(E)=1—- P(E) pour E € A.
e P(0)=0.
e siACB,0< P(A) < P(B)<1.
e P(EUF)+ P(ENF)=P(E)+ P(F), pour (E,F) € A%

Définition. e Cardinal d’un ensemble fini.

e Equiprobabilité (ou probabilité uniforme) sur un ensemble fini.

Propriété. Si Q) est fini et si P est une probabilité uniforme sur (2, A), alors pour tout E € A,

card(E)

P(E)= ——=.

(E) card(w)
Remarque.

Pour calculer le cardinal d’un ensemble, on peut utiliser les résultats combinatoires suivants:
on considere un ensemble de n éléments et on tire k éléments:

e S’il y a remise, et que 'ordre compte, un tirage est un k-uplet, et le nombre total de k-uplets
est: nk.

e S’il n’y a pas remise, et que 'ordre compte, un tirage est un arrangement, et le nombre total
d’arrangements est: A =n(n —1)..(n — k +1) = n!/k.

e S’il n’y a pas remise, et que I'ordre ne compte pas, un tirage est une combinaison, et le nombre
total de combinaisons est: C¥ = Ak /k! = n!/(k!(n — k)!).
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1.3 Probabilité conditionnelle et indépendance

Définition. Soit P est une probabilité sur (2, A) et soit (E,F) € A2. On appelle probabilité
conditionnelle de B sachant A, la probabilité que B soit réalisé sachant que A est réalisé et

pw\mzpﬁ%mgPMHm.

Remarque.

Calculer une probabilité sachant A revient a travailler avec une nouvelle probabilité sur ’ensemble
fondamental A et la tribu qui lui est associée.

Définition. A et B, événements de (Q, A) sont indépendants pour P si P(B | A) = P(B).
Conséquence.

A et B, événements de (€2, A) sont indépendants pour P si et seulement si P(A N B) = P(A)P(B).

Remarque.
Ne pas confondre indépendance et incompatibilité. Plus généralement,

Définition. o Soit (Ai)ier une famille d’événements de (2, A). On dit que la famille (A;)icr
est une famille d’événements indépendants si et seulement si pour tout k € IN, pour tout
Juoeeo g € I distinets, P(Aj 00 A ) = P(A) x -+ x P(Ay).

o Si (2, A;)icr est une famille de tribus sur Q, on dit que ces tribus sont indépendantes si pour
tout A; € A; la famille (A;)ier est indépendante.

Définition. Soit Q un ensemble. On dit que (E;);cy famille de sous-ensembles de Q) forme une
partition de Q) si:

e Les E; sont incompatibles deux a deuz soit E; N Ej = 0 pour i # j.

o L’ensemble des E; couvre ) soit U E;, =Q.
ieJ

Proposition. Formule des probabilités totales Soit P est une probabilité sur (2, A) et soit
(Ei)icg une partition de Q alors:

pour A€ A, P(A) = ZP(A NE;).
e
Proposition. Formule de Bayes Soit P est une probabilité sur (2, A) et soit (E;);cj une partition
de Q. Soit A un événement de A). On suppose que l’on connait P(E;) et P(A | E;) pour tout
1€ J. Alors, pour k € J:
P(A | Ex)P(Ej)
Yies P(A| E))P(E;)

P(Ep | A) =

2 Variables aléatoires

2.1 Définitions et propriétés générales

Définition. Soit P une probabilité sur (2, A). On appelle variable aléatoire X dans I C IR, une
application de Q@ — I telle que pour tout x € I, l’événement {X <z} = {w € Q tel que X (w) < z}
soit un événement de A. Deux cas particuliers importants sont a distinguer:
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o Sil = {xi}ics avec J C IN (par exemple I = {P,F}, I = 7,...), X est appelée variable
aléatoire discrete.

o Si I est un intervalle de R (par exemple I = [0,1], I = R™,...), X est appelée variable
aléatoire réelle.

Définition. Soit P une probabilité sur (Q2,.A) et X une variable aléatoire de (2, A, P) a valeurs
dans I. On appelle fonction de répartition de X la fonction Fx : IR — [0,1] telle que Fx(z) =
P(X <x), pour z € R.

Propriété. e [ est une fonction croissante sur IR.

e lim Fx(z)=0et lim Fx(x)=1.

T——00 T—+00
e Pla< X <b)=Fx(b)— Fx(a), pour tout —oo < a < b < 4o00.

Définition. Soit P une probabilité sur (Q,.A) et X une variable aléatoire de (2, A, P) a valeurs
dans 1.

e Si X est une variable aléatoire discréte (I = {x;}icy), on appelle loi de probabilité de X
Uapplication Px : {x;}ics — [0,1] telle que P(X = z;) = Px(z;).

e Si X est une variable aléatoire réelle (I intervalle de IR), on appelle densité de probabilité de
X si elle existe l'application fx : I — [0,+o0[ telle que Fx(x) :/ fx(t)dt. X est alors

appelée variable aléatoire absolument continue.

Propriété. Si X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans I = {x;};c alors Z P(X =xz;)=1.
ieJ
Propriété. Si X est une variable aléatoire absolument continue de densité de probabilité fx alors:

“+o0

o fx vém’ﬁe/ fx(t)dt =1.

o i (x) = fx(x) pour presque tout x € IR.
X

b

e Pla< X <bh)= / fx(t)dt, pour tout —oo < a < b < 400.
a

e P(X =uz) =0 pour tout x € R.

2.2 Moments d’une variable aléatoire

Définition. Soit P une probabilité sur (2,.A), X une variable aléatoire de (2, A, P) a valeurs dans
I et h une fonction de I dans IR.

e Si X est une variable aléatoire discréte (I = {x;}icy), Uespérance de X est

BBeX = inP(X =) = Z%’PX(%‘) si cette somme existe.
ieJ i€

Plus généralement, IER(X) = Z h(z;)P(X = z;) si cette somme existe.
ieJ
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e Si X est une wvariable aléatoire aboslument continue a valeurs dans I et de densité fx,
l’espérance de X est

+oo
EX = /xfx(:n)dx :/ zfx(x)dx si cette intégrale existe.

—0oQ
Plus généralement, IER(X /h )fx(x)dx si cette intégrale existe.

Définition. Soit X une variable aléatoire de (2, A, P).
e La variance de X, si elle existe, est var(X) = EX? — (EX)? = E((X — EX)?) > 0.
e L’écart-type de X, si la variance existe, est o(X) = /var(X).

Propriété. Soit X une variable aléatoire (dont l’espérance et la variance existent), et a,b deux
réels.

o [Eb =0 et [E(aX +b) = alEX +0.
e var(b) =0 et var(aX + b) = a?var(X).

2.3 Lois a connaitre

Définition. Les lois a connaitre sont:

e Lois discretes: loi uniforme, loi de Bernoulli, loi binomiale, loi de Poisson.

o Lois continues: loi uniforme, loi exponentielle, loi gamma, loi normale, loi du x>.

3 Vecteurs aléatoires

3.1 Définition et propriétés

Définition. Un vecteur aléatoire X sur (Q, A, P) est une fonction de Q & valeurs dans RY telle
que pour tout B € B(IRY), I’ensemble X1 (B) € A.

Définition. Soit X wun vecteur aléatoire sur (2, A, P) a valeurs dans RY.  On peut définir la
fonction de répartition de X par Fx(z1,...,2q) = P(X €] —oco,z1] X -+ x| — 00,24]) pour
tout (z1,...,xq) € R 8i X = (X1, ---,Xy) dans un repére de RY, on appelle loi marginale
de la variable aléatoire X;, la loi de probabilité donnée par la fonction de répartition Fx,(x;) =
limxjﬁoo,j# Fx(l‘l, ce ,$d).

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (2, A, P) a valeurs dans {y ' }zg e RY, ou I est
dénombrable. On dit alors que X est un vecteur aléatoire discret et P(X @) £ 0.

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (2, A, P) d valeurs dans RY tel qu’il existe une fonction
Ix(z1,...,xq) positive vérifiant Fx(x1,...,xq) = [TL -+ [T fx(t1,...,ta)dty ... dtqg pour tout
(r1,...,2q) € R%. On dit alors que X est un vecteur aléatoire absolument continu (par rapport a

la mesure de Lebesgue) et fx s’appelle sa densité de probabilité.

e, ’ . d . . .
Propriété. Si 83.%‘% existe sur R? sauf en un nombre fini de points, alors X est un vecteur

9rFx

aléatoire absolument continu et fx = IR

Propriété. 5i X = (Xl, Xd est un vecteur aléatoire absolument continu de densité de proba-
bilité fx alors fx,(z;) = le PLEE T fx(try e tim, Ty tiga, ta)dt - dt_qdEi . dig.

Définition. Soit X = (X17 ..., Xyq) un vecteur aléatoire sur (0, A, P)  valeurs dans R, Si cela
existe, on définit l’espérance de X, EX = Y(IEXq,...,IEXy) et sa matrice de variance-covariance

coo(X) =E[(X —EX)YX —EX)] = (covo(Xs, Xj))1<i j<d-



Magistére Finance premiére année: Statistique S1 7

3.2 Variables aléatoires indépendantes

Définition. Soit (X;);cr une famille de variables aléatoires. On dit que ces variables sont indépendantes
si la famille de tribus engendrées par les X; '(B) ot B € B(IR) sont indépendantes.

Propriété. Soit (X;);c; une famille de variables aléatoires. Ces variables sont indépendantes si
et seulement si pour tout k € IN*, pour tout iy < ... < iy € I* et tout (By,...,B;) € B(R)*,

P(Xi1 EBlﬂ"'ﬂXik EBk):P(Xil EBl) X oo XP(Xik EBk).

Propriété. Si X = (X4, -+, Xy) est un vecteur aléatoire absolument continu de densité de proba-
bilité fx. Alors la famille (X1, -+, Xy) est une famille de variables aléatoires indépendantes si et
seulement s’il existe d fonctions positives fx, telles que fx = Hf;l:l fx,-

Propriété. Si(Xi,---,Xy) est une famille de variables aléatoires indépendantes alors cov(X;, X;) =
0 sii # j. La réciproque est fausse sauf dans le cas ot (X1, -+, Xq) est un vecteur gaussien.

3.3 Vecteurs aléatoires gaussiens
Le cas gaussien est un des seuls cas ou il est facile d’exprimer la loi d’un vecteur aléatoire.

Définition. On dit que X = (X1,...,X3) est un vecteur gaussien a valeurs dans RY si et seulement
si pour tout (u1,...,uq) € R%, la variable aléatoire Zgzl u; X; est une variable gaussienne (toute
combinaison linéaire des coordonnées de X est une variable gaussienne).

Propriété. La loi d’un vecteur gaussien X = (Xy,...,Xy) est entiérement déterminée par son
espérance EX = Y(IEX, ..., IEX,) et sa matrice de variance-covariance ¥ = E[(X — IEX) (X —
IEX)| et si le rang de ¥ est d alors X est un vecteur aléatoire absolument continu de densité de
probabilité:

1 1

feeyTg) = — =M1, ..., 2q) — EX)S (Y21, ..., 20) — EX)).
Fx(@s20) = G exp (= 5 (e s20) ~BXOZT! (o, 20) — EX))
Propriété. Si X = (Xy,...,Xy) est une suite de v.a. gaussiennes indépendantes alors X est

un vecteur gaussien. Si les (X;) sont gaussiennes mais ne sont pas indépendantes, ceci n'est plus
forcément vrai.

4 Théoremes limites

4.1 Convergence d’une suite variables aléatoires
Propriété (Inégalité de Markov). Soit X wune variable aléatoire positive dont [’espérance existe.
Alors pour tout € > 0,

EX

Voici une conséquence directe de cette inégalité:

Propriété (Inégalité de Bienaymé-Tchebitchev). Soit X une variable aléatoire dont ’espérance m

et la variance o? existent. Alors pour tout € > 0,
o2
P(|X —m|>¢) < por
Définition. o Convergence en probabilité.

e Convergence en loi.
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4.2 Théorémes limite

Théoréme (Loi Faible des Grands Nombres). Soit (X;);ew+ une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées par rapport a une loi dont l’espérance m existe. Alors :

_ X1+ -+ X
X, o1t tAa P

n n—-+o0o

Théoréme (Théoreme de la limite central). Soit (X;);cn+ une suite de variables aléatoires indépendantes

et identiquement distribuées par rapport ¢ une loi dont l’espérance m et la variance o existent.
Alors :

n—-4o0o

ﬁ(W) £ N(0,1).

5 Estimation et intervalles de confiance

Définition. e FEstimateur d’un paramétre.
e Biais d’un estimateur.
e Risque quadratique d’un estimateur.
Exemple.
Trois exemples sont a connaitre:
1. Estimateur de I'espérance par la moyenne empirique.
2. Estimateur de la variance par la variance empirique.

3. Estimateurs du parametre 6 d’un n-échantillon (Xi,---,X,) de loi uniforme sur [0, 6].

Définition. e Intervalle de confiance théorique de niveau o d’un paramétre.
e Réalisation d’un intervalle de confiance.
Exemple.

Intervalle de confiance dans le cadre du théoreme de la limite central.



