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1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

1.1 Reésumé

C’est une équation de la forme
(E) :y' +a(z)y = b(z)
L’équation homogeéne associée est
(E'):y +alz)y=0

On a deux méthodes pour chercher la fonction = —
y(x) solution de (E).
1. FORMULE A RETENIR

Théoréme 1. Les solutions de (E) sont les fonc-
tions de la forme

y(z) = e~ /T a()dt (/ b(u)efu (D)t g, + K)

2. METHODE DE VARIATIONS DES CONSTANTES .
Voici la procédure

1.2 Exercices

(a) Résoudre I’équation homogéne (E’), en sa-
chant

(b) Poser Ay(z) la solution de (E), puis rem-
placer y dans (E) par A(z)y(x)

(¢) Normalement, on trouvera une nouvelle
équation différentielle de la forme

(d) La solution de (E) est

A@)y(z)

Exercice 1 (Premier ordre sans second membre : Exo 1 de la feuille 4). Déterminer les solutions
maximales des équations différentielles suivantes avec la condition initiale y(0) = 0.

/

1. ' + 2y = 0. Donc Y~ 9. Ce qui donne
Y

Inly|=—-22¢+C

ly| =e~2+€
y — Zl: 672:E+C
Donc
y(a) = Ae™™

Pour trouver la valeur de A, on utilise la condi-
tion initiale y(0) = 0. Ici, on trouve A = 0, donc
la fonction y = 0, mais si y(0) = 1 par exemple,
A = 1, donc la solution est la fonction définie

sur R par y(r) = e~22,
/

2. y’—xy:O.Pourx;éO,y—:x. Donc
Yy

y(@) = AeT
Si y(0) = 0, alors y = 0, mais si y(0) = 1,

x

y(z) = e’z . Au départ, nous avions supposé que
2

N

x # 0. Pourtant, la fonction z +— e est défi-
nie sur R, donc on peut raccorder la solution en
0. La solutipn est alors la fonction définie sur R

par T — ez,
/
3. ¢"y' +y=0. Donc Y — _e==. Ce qui donne
Y

In|y|=e"*+C

ly| =e* "¢ 1

Donc -
y(x) = Ae

Si y(0) = 0, alors y = 0, et si y(0) = 1, on doit
avoir
1= e

La solution est donc la fonction définie sur R par

e T—1

y(a) =e

/

. y'+2In(z)y = 0. Donc % = —2In(z) (x>0). Ce

qui donne

In(ly[) =2(z — zIn(z)) + C
=In(z"**) + In (¢**) + In(})

Donc
y(r) = Ax =2

La fonction x — y(x) n’est pas définie en 0 mais
peut étre prolongé par continuité. Toutefois, la
condition la condition y(0) = 0 n’est possible
que si y = 0. Admettons que y(0) = 1, alors
A = 1. Donc la solution est la fonction définie
sur [0; +oo[ par



Exercice 2 (Premier ordre avec second membre :

Exo 4 de la feuille 4). Déteminer les solutions

maximales des équations différentielles suivantes avec la condition initiale y(1) = 0.

1.

(1+ )y’ =2 —y. L’équation homogeéne corres-
pondante
y(+x)+y=0

qui a pour solution

y(z) = A :

= ~1
Tt

En admettant que A soit une fonction de =z
et en remplacant y de l’équation initiale par

)\(x)m, on trouve

2:&+@(M@1+x>+A@Mim
=(1+=x) ()\’(ac) . j_ i Mx)(l—!—le) + A(z)
N(a)

D’ou, AN(z) = 22 + K’ = 2+ 2+ K La solution
générale est donc

2+ K
1+

1
Sachant que y(1) = 0, on trouve K§ +2=0,

ie. 4
|
1+ 7
y' + yx = cos(x). L’équation homogene corres-
pondante

y(z) =2

y +ry=0
Pour x # 0,

22

y=Ae 2
En remplagant y par )\(x)e*§ dans I’équation
initiale,
cos(x) = (A(x)efT) +azA(x)e” T
172
A
A

’(x)e_% - x)\(x)e_é +aA(x)e” T

Comme y(1) = A(1)y/e = 0, alors
AMz) = / cos(t)egdt
1

2z(1—2)y'+ (14+2)y = . L’équation homogene
correspondante

2¢0(1—z)y + (1+x)y=0

Pour z #£ 0,1, on a

y 1+x
y  22(1—2)
11
21—z

1
Donc |y| =In () +In(j]1 —z|) + C, ce qui

Vel

donne

1 _
ST re] - o000 1]
vatd

y= )
.

A >1

N

Considérons le cas x > 1. En remplacant y de

P’équation initiale pa A( )xi on trouve
11 111 Ir = — 11 Ur
qu pary z Tz uv
-1 21
-1 1+ z?—1
=2x(1 — N r—- A—— ANz)——
o1 =) (V2 42 ) A

1 [ WVt

Par une intégration par partie,

1 1
U=——-"

t—1)2 t—1

1
v=1/t dv=—=

2Vt

du =

On trouve

- il -4 i

Pour la deuxiéme intégrale, on pose u = /',
1
—tdt, i.e. dt = 2udu. Les bornes

2Vt

deviennent . et 2. Dans ce cas,

donc du =

Nz 1/‘7”2 2udu
A@) x +c o 2u(u?—1)

N 1 /12 du /I2 du
x—1+0 ou—1 ou+1

4
N/ |
- | C
w1 1\ w21 "




4. x(2? — 1)y + 2y = zIn(x) — 2%. L’équation ho-
mogene correspondante

z(z? = 1)y +2y=0

Pour x # —1,0,1,

r x-—1 z+1

n(jy]) = In(z2) + In (lell) +ln (M) e

Pour z > 0,
2
x
Aerme—— x>1
(z—1)(z+1)
Y= )
- z €]0;1]

)\(1 —z)(z+1)’

Comme A est une constante en fonction des in-
tervalles et son signe peut étre positif ou négatif,
alors cette solution peut s’écrire

2

y=A T €]0; 1{U]1; +o0[

2 —

En rempalcant y de I’équation initiale par

)\(fl])ﬁ, on Obtient
, , 22 22
zln(x) —2° = z(x® — 1) (/\(.23) o 1) + 2\ (x) o
— 23N (2) + \(z) 2z 2\ )i
=z’ N (z e ¥) 51
Donc (@) 1
oy In(@) 1
Alw) = x2 T
Ce qui donne (par IPP), pour z €]0; 1[U]1; 00|
1 T In(t)
Az)=— —dt dt
@=-[ qos [ =
=—In(x)+C — ’Vhl(t)i—‘. +/ %
1 1
= —lIn(z) — nz) 1 +C
x x
Par conséquent, la solution générale
y(z) = 7x2x— 7 (14 2)In(z) + 1+ Cx) ,x €]0; 1[U]1; +o0]

Ici, la condition initiale y(1) = 0 est impossible!
Admettons que y(2) = 1, alors

2(31n(2)+1+20) —0

3In(2) +1

D C=
onc 5

Exercice 3 (Premier ordre avec second membre Exo 6, feuille 4). Déterminer les solutions de ’équation

différentielle

(E): (2* = 1)y’ —y =2

L’équation homogéne correspondante est

(2= 1)y —y =0

Pour = # —1,1,
1 1 1
1 =-In(jz— 1))+ =1 C
aly) = g ntle = 1)+ 3o () +
D’ou
1
Mz > 1
z+1
y(z) =
1—=
A .zl <1
z+1

Distingons les deux cas
1. |z| > 1. Par la MVC, (E) devient

D’ou

N(z) = *
(@) (x—1vVa2 -1
Ce qui donne

e t2dt

AMzx) = R E——

(=) / (- 1)VE -1

_ /m bt 1 dt

t=1(t+1)vt2 -1

ft—1
En posant v = T on a du =

dt t—1 1 2
=ulett = tu

t+1)Ve2—1" t+1 1—u?




z—1 .
= , on obtient
z+1

0@ 11 4 u 1
(1—u2> u2du

/0
[t
-

1—u) * (1—|—u)2du
u 1u2-‘

r+1 [x—1
x71+( —l—x) x+1+

rz—1

—2)+ K
(& =2)+ Ky~

Donc y(z) =

2. |z| < 1. On trouve

— X

y(x) =ax+b+C 1+x

Donc on peut raccorder la solution en 1 mais non en
—1.

2 Equations différentielles linéaires du second ordre

2.1 Résumé

C’est une équation de la forme
a(x)y” + b(x)y + c(x)y =
L’équation homogeéne associée est

(E') : a(x)y”

1. PREMIER CAS :
RELLES

(E): d(x)

+b(@)y +c(x)y =0

a,b,c SONT DES CONSTANTES

Premiére étape : La solution de ’équation
homogéne

Notons 7(X) = aX? + bX + ¢ le polynome ca-
ractéristique de ’équation homogene. Alors, il a
trois cas pour les solutions de (E’)
(a) m(X) = 0 admet deux racines réelles dis-
tinctes notées r; et ro. Les solutions de
(E’) sont de la forme

y(z) = A1e”T 4 Age™®

(b) m(X) = 0 admet une racine double notée
r. Les solutions de (E’) sont de la forme

y(w) = (A1 + 2A)r™

(¢c) m(X) = 0 admet deux racines complexes
disctines et conjugées r1 = « + i et
ro = a — if3. Les solutions de (E’) sont
de la forme

(A1 cos(Bz) + Mg sin(fz))e™”

Deuxiéme étape : La solution de 1’équa-
tion avec second membre

Nous distingons deux cas

(a) Le second membre est de la forme
e™T(x) ou T est un polynome et m € R.
Alors, il existe une solution de (E) de la
forme

i. e™*Q(x) si m n’est pas une racine de
m(X)=0

ii. x%e™*Q(x) si m est une racine de
multiplicité « de I'équation 7(X) = 0

Dans les deux cas, Q(x) est un polynome
de méme degré que T'(z)

: Méthodes de Variations

(b)

Cas générale
des Constantes

2. DEUXIEME CAS : A,B,C SONT DES FONCTIONS
DE x Méthode de LAPLACE.

Premiére étape : La solution de I’équation
homogéne

Si y1(x) est une solution de (E’), alors il existe
une fonction k(z) telle que ya(z) = k(z)yi(x)
soit une solution de (E’), ou k satisfait une équa-
tion différentielle du premier ordre.

Deuxiéme étape : La solution de 1’équa-
tion avec second membre MVC.

Si A1y1(x)+ Aoy (x) est la solution de (E’), alors
la solution de (E) peut s’écrire sous la forme

2(x) = M(2)yi () + Ao (2)y2(2)
ot A1(x) et Aa(z) sont liées par la raltion

A (@)yr (@) + Ay (2)y2(z) =0



2.2 Exercices

Exercice 4 (Equation du second ordre a coefficients constants. Exo 7 feuille 4). Déterminer les
solutions maximales des équations différentielles suivantes avec les conditions initiales y(0) = 0 et 3/(0) = 0.

1. ¥ — 2y = 0. Le polynome caractéristique

7(X) = X2 — 2. Les solutions de 7(X) = 0 sont
—+v/2 et v/2. Donc, la solution de y” —2y = 0 est
de la forme

y(x) = Ae™V2 4 dgeV?
Sachant que y(0) =0 et '(0) =0, on a

{)\1+)\2 :O
V2(Xa — A1) =0

Sous ces conditions y = 0, mais pour y'(0) = v/2
par exemple, on a

AM+A =0
A=A =1

1
Dans ce cas, y(x) = 3 (e*/i“' - e_\/i’”)

.y =3y + 2y = 1+ 2e®. L’équation homogéne
correspondante est

y' =3y +2y=0

Le polynome caractéristique 7(X) = X2 —-3X +
2 = (X —1)(X —2), donc les racines sont r; =1
et 7o = 2. La solution de 1’équation homogeéne
est donc de la forme

y(x) = A\je* + Age**

Cette équation a deux seconds membres 1 et
emrT (z).

(a) 2" MEMBRE = 1, qui est de la forme
em*T(x) avec m = 0 et T le polynome
de degré 0, T'(z) = 1. Donc (E) a une so-
lution de la forme Q(z) ou @ est un po-
lynome de degré 0, i.e. Q(x) = a. Comme
Q est solution de (E), alors

QI/_SQ/+2Q:1

1
Ce qui donne 2a = 1, donc a = i Q(x)

(b) 2" MEMBRE = 2¢%, qui est de la forme
e™*T(z) ou m =1 et T est un polynome
de degré 0. Comme 1 est une racine simple
du polynome caractéristique, alors (E) a
une solution de la forme ze*Q(x) ou Q est
un polynome de degré 0, i.e. de la forme
0(r) = pre®. Etant donnée que 6 est so-
lution de (E), alors

2¢” = 0" — 30" + 20
= 0((2€” + ze) — 3(e® + we®) + 2x€”)
= p(—€")

L’ensemble de solutions d’une équation différen-
tielle du second ordre est un espace vectoriel de
dimension 2, alors la solution générale de (E) est
de la forme

1
y(x) = Ae® + Aoe®® + 5~ 2xe”

Ici les conditions initiales y(0) = ¢'(0) = 0
donnent

1
/\1+>\2+§ =0

AM+2X0 -2 =0

Ce qui donne

D’ou

. ¥ +y' +y = cos(z). Son équation homogene est

y" 41’ +y = 0 ot les racines du polynome carac-

téristique sont 1, = —— +i—— et ry = 71. Donc

la solution générale de ’équation homogéne est
y(x) = e 37 ()\1 cos(V/3z) + Aa sin(\/?:;v))
= Aje" 2" cos(V3z) + Ape” 2" sin(v/3x)

En posant,

la MVC implique que A1 et Ay sont solutions du
systéme (tout le temps vrai)

N @)y (@) + Xy(@)ya(z) =0
a(Ny (@) (x) + Ny (@)ye(a) =d
Ici, a = 1 et d = cos(z). Donc
X, (z) cos(v/3z) + Ny(z) sin(v3z) =0

N (2)(cos(v/3z) — 2¢/3sin(v/3x))
+ X5 () (sin(v/3z) 4+ 2v/3 cos(v/3z)) = cos(z)



La premiére équation donne N} (z) = — tan /3,
et par la méthode de substitution, la deuxiéme

équation donne
2V3X\,(z) = cos?(V/3z)

D’ou

No(z) = % /1(1 + cos(2v/3z))dx
1

T3 T 23

(z+ 1 sin(2v/32)) + Ko

De méme 2v/3\,(z) = — tan(v/3z) cos?(v/3z) =
— sin(v/3z) cos(v/3x)

A(z) = f% /w sin(v/3x)d <sm(\/\/§§>x)>

1
=7 sin?(V/3z) + K

Exercice 5. Déterminer une solution maximale de I’équation différentielle

(E"):y" +2x+2y=0

Posons y;(z) = e~*". Alors,
y1(z) = —2xe™

Y/ (z) = =27 + da2e™®

Donc, y; (z) est une solution de (E’). Par la méthode de
Laplace, on peut chercher la deuxiéme solution! en sa-
chant qu’il existe une fonction k(z) telle que la fonction

suivante soit une solution de (E’)

y2(2) = k(2)y1 ()

yo(x) = k'y1 — 2xkys;
y'(x) = K'yy — dak’yy — 2kyy + 42Ky

3 Séries : Généralités
3.1 Résumé

Une série entiére est une fonction de la forme
S(Z)=> an2"
neN
Objectifs

1. Déterminer le rayon de convergence;

(a) DEFINITION : SI LES CRITERES NE

MARCHENT PAS

S’il existe R tel que |Z| < R, S(Z)
converge et |Z| > R, S(Z) diverge, alors

R est le rayon de convergence de S.

(b) CRITERE DE CAUCHY : a, EST EXPRIME
EN FONCTION DE 1 SOUS FORME DE PUIS-

SANCE, PRODUIT ETC

Si lim (an)% =[. La rayon de conver-

n—-+oo
gence
1
R=-
l

0 =ys + 2u5 + 2y2;
= (k" — 2xk)

Posons z = k’. Alors,

Z—22=0

Ce qui donne z(z) = Ae?*. Donc k(x) = X\e?* + C. La
solution générale de (E’) s’écrit donc

y(z) = Are™™ 4+ pe @2

(¢) CRITERE DE D’ALEMBERT : a, EST EX-
PRIME EN FONCTION DE n SOUS FORME
DE SOMME, PRODUIT ETC
. . An+1
Si lim —2*
n—-+o0o Qn
gence

=1[. La rayon de conver-

(d) D.L.+ EQUIVALENCE : CAS GENERAL
POUR a;,, EN FONCTION DE n
Généralement, cela passe par le D.L. de

1
a, quand —€ V(0)

2. Donner le développement en série d’une fonction

réelle ;

1. Rappellons que les solutions d’une équation différentielles d’ordre 2 est un espace vectoriel de dimention
2. Si on trouve deux fonctions linéairement indépendantes, alors les autres solutions sont combinaison linéaires

des ces deux fonctions.



3.2

(a) FONCTIONS USUELLES. Par exemple :
1

e* = Z ﬁz”(z e C);
neN
1 n
T2~ %2 (Iz| < 1);
1 n—1
(1+2)*= 1+ZE H(a—k)z"(|z| <1
n>1 k=0
Exercices

Exercice 6 (Déterminer le rayon de convergence. Exo
4 Feuille 5). Déteminer le rayon de convergence de la
série

1. a, = . L’expression de a, en fonction

n
2" +n
nous montre que le critére de d’Alemebert est la
plus facile
G Mt in4+1 n _
n+1 2" 4+’
n 2" 4n4+1
S n+1l 2n4n
(1_ 1 > 2"(2+ 55)
n+1) 2714 %)

Ap41

1 1
Comme R %, 2% ~ 0 pour n € V(+00),
alors

1
lim Intl _
n—+oo  ay 2
D’ou
R=2

2. ap =1+ (-1)". Donc
sin=2p+1;
sinon.
Ce qui donne

§ anzn _ 2 ZQn;

neN neN

n
:Ezg’

neN
=Y Z"Z=2").
neN

Donc la série ) .y a,2" converge si et seule-

ment |Z] < 1lie. |z| <1.

a
3. ap =nve — 1.

Un(an) = 2 (nPF (1 - 09
%n(an)fﬁn(n (I1-n )),

= ﬁln(n)f %ln(lfnfﬁ)
~ L tn(n) ~ = (n € V(+o0));
~ 0(n € V(+00))

(b) CAS GENERALE : COMPOSITION DE DEUX
FONCTIONS USUELLES OU FORMULE DE
TAYLOR.

3. Maitriser les opérations de base :
duit etc de plusieures séries.

somme, pro-

D’ou
1
lim ap =
n—-+oo
4. a, = tan(m(v/n2 —n)). Rappellons que
tan(rn+z) = tan(z) et tan(r—7) = —cotan(z).

an, = tan(w(v/n2 —n));

D’ou, le rayon de convergence R = 1.

Exercice 7 (Convergence sur le bord. Exo 8 feuille
5). Déterminer le rayon de convergence et étudier la
convergence au bord.

1 n+1
C Ay = ———.
n?+1
Unt1 n?+1 n+2
an  (n+1)24+1n+1’
~1neV(Ho)

Donc R = 1. Pour la convergence au bord, po-
sons z = e 0 € [0;27[. Pour § = 0, il est
évident que la série

n
> i

neN



est divergente.

1
P 0#£0 hant que ~ — et

our 6 # 0,7, en sachant qu a1

_ 1 ind,

80(8) - Z Ee )

n>1
_ /Zei(nq)e;
n>1

_/ 1
) 1—e

4 Séries : Applications

4.1 Résumé

4.2 Exercices

alors la série est convergente sur D\ {—1,1} ou
D={zeC||z| =1}



