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1 Équations di�érentielles linéaires du premier ordre

1.1 Résumé

C'est une équation de la forme

(E) : y′ + a(x)y = b(x)

L'équation homogène associée est

(E′) : y′ + a(x)y = 0

On a deux méthodes pour chercher la fonction x 7→
y(x) solution de (E).

1. Formule à retenir

Théorème 1. Les solutions de (E) sont les fonc-
tions de la forme

y(x) = e−
∫ x a(t)dt

(∫ x

b(u)e
∫ u a(t)dtdu+K

)
2. Méthode de Variations des Constantes .

Voici la procédure

(a) Résoudre l'équation homogène (E'), en sa-
chant

y′

y
= −a(x)

(b) Poser λy(x) la solution de (E), puis rem-
placer y dans (E) par λ(x)y(x)

(c) Normalement, on trouvera une nouvelle
équation di�érentielle de la forme

λ′(x) = c(x)

(d) La solution de (E) est

λ(x)y(x)

1.2 Exercices

Exercice 1 (Premier ordre sans second membre : Exo 1 de la feuille 4). Déterminer les solutions
maximales des équations di�érentielles suivantes avec la condition initiale y(0) = 0.

1. y′ + 2y = 0. Donc
y′

y
= −2. Ce qui donne

ln |y| =− 2x+ C

|y| =e−2x+C

y =± e−2x+C

Donc
y(x) = λe−2x

Pour trouver la valeur de λ, on utilise la condi-
tion initiale y(0) = 0. Ici, on trouve λ = 0, donc
la fonction y = 0, mais si y(0) = 1 par exemple,
λ = 1, donc la solution est la fonction dé�nie
sur R par y(x) = e−2x.

2. y′ − xy = 0. Pour x 6= 0,
y′

y
= x. Donc

y(x) = λe
x2
2

Si y(0) = 0, alors y ≡ 0, mais si y(0) = 1,
y(x) = e

x2
2 . Au départ, nous avions supposé que

x 6= 0. Pourtant, la fonction x 7→ e
x2
2 est dé�-

nie sur R, donc on peut raccorder la solution en
0. La solution est alors la fonction dé�nie sur R
par x 7→ e

x2
2 .

3. exy′ + y = 0. Donc
y′

y
= −e−x. Ce qui donne

ln |y| =e−x + C

|y| =ee
−x+C

Donc
y(x) = λee

−x

Si y(0) = 0, alors y ≡ 0, et si y(0) = 1, on doit
avoir

1 = λe

La solution est donc la fonction dé�nie sur R par

y(x) = ee
−x−1

4. y′+2 ln(x)y = 0. Donc
y′

y
= −2 ln(x) (x>0). Ce

qui donne

ln(|y|) =2(x− x ln(x)) + C

= ln(x−2x) + ln
(
e2x
)

+ ln(λ)

Donc
y(x) = λx−2xe2x

La fonction x 7→ y(x) n'est pas dé�nie en 0 mais
peut être prolongé par continuité. Toutefois, la
condition la condition y(0) = 0 n'est possible
que si y ≡ 0. Admettons que y(0) = 1, alors
λ = 1. Donc la solution est la fonction dé�nie
sur [0; +∞[ par

y(x) = x−2xe2x
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Exercice 2 (Premier ordre avec second membre : Exo 4 de la feuille 4). Déteminer les solutions
maximales des équations di�érentielles suivantes avec la condition initiale y(1) = 0.

1. (1 + x)y′ = 2− y. L'équation homogène corres-
pondante

y′(1 + x) + y = 0

qui a pour solution

y(x) = λ
1

1 + x
, x 6= −1

En admettant que λ soit une fonction de x
et en remplaçant y de l'équation initiale par

λ(x)
1

1 + x
, on trouve

2 =(1 + x)
(
λ(x)

1
1 + x

)′
+ λ(x)

1
1 + x

=(1 + x)
(
λ′(x)

1
1 + x

− λ(x)
1

(1 + x)2

)
+ λ(x)

1
1 + x

=λ′(x)

D'où, λ(x) = 2x+K ′ = 2x+ 2 +K La solution
générale est donc

2 +K
1

1 + x

Sachant que y(1) = 0, on trouve K
1
2

+ 2 = 0,
i.e.

y(x) = 2− 4
1 + x

, x 6= −1

2. y′ + yx = cos(x). L'équation homogène corres-
pondante

y′ + xy = 0

Pour x 6= 0,
y = λe−

x2
2

En remplaçant y par λ(x)e−
x2
2 dans l'équation

initiale,

cos(x) =
(
λ(x)e−

x2
2

)′
+ xλ(x)e−

x2
2

= λ′(x)e−
x2
2 − xλ(x)e−

x2
2 + xλ(x)e−

x2
2

= λ′(x)e−
x2
2

Comme y(1) = λ(1)
√
e = 0, alors

λ(x) =
∫ x

1

cos(t)e
t2
2 dt

3. 2x(1−x)y′+(1+x)y = x. L'équation homogène
correspondante

2x(1− x)y′ + (1 + x)y = 0

Pour x 6= 0, 1, on a

y′

y
=− 1 + x

2x(1− x)

=− 1
2x
− 1

1− x

Donc |y| = ln

(
1√
|x|

)
+ ln(|1− x|) +C, ce qui

donne

y =


λ

1− x√
|x|

x ∈]−∞; 0[∪]0; 1[

λ
x− 1√
x

x > 1

Considérons le cas x > 1. En remplaçant y de

l'équation initiale par y = λ(x)
x− 1√
x

, on trouve

x =2x(1− x)
(
λ(x)

x− 1√
x

)′
+ λ(x)

x2 − 1√
x

=2x(1− x)
(
λ′(x)

x− 1√
x

+ λ
1 + x

2x
√
x

)
+ λ(x)

x2 − 1√
x

=− 2x
(x− 1)2√

x
λ′(x)

D'où

λ(x) = −1
2

∫ x

.

√
t

(t− 1)2
dt

Par une intégration par partie,


du =

1
(t− 1)2

u = − 1
t− 1

v =
√
t dv =

1
2
√
t

On trouve

λ(x) =
⌈√

t
1

t− 1

⌉x
.

− 1
2

∫ x

.

1
2
√
t(t− 1)

dt

Pour la deuxième intégrale, on pose u =
√
t,

donc du =
1

2
√
t
dt, i.e. dt = 2udu. Les bornes

deviennent . et x2. Dans ce cas,

λ(x) =
√
x

x− 1
+ C − 1

2

∫ x2

.

2udu
2u(u2 − 1)

=
√
x

x− 1
+ C − 1

4

(∫ x2

.

du

u− 1
−
∫ x2

.

du

u+ 1

)

=
√
x

x− 1
− 1

4
ln
(
x2 − 1
x2 + 1

)
+ C
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4. x(x2 − 1)y′ + 2y = x ln(x)− x2. L'équation ho-
mogène correspondante

x(x2 − 1)y′ + 2y = 0

Pour x 6= −1, 0, 1,

y′

y
=− 2

x(x− 1)(x+ 1)

=
2
x
− 1
x− 1

− 1
x+ 1

ln(|y|) = ln(x2) + ln
(

1
|x− 1|

)
+ ln

(
1

|x+ 1|

)
+ C

Pour x > 0,

y =


λ

x2

(x− 1)(x+ 1)
, x > 1

λ
x2

(1− x)(x+ 1)
, x ∈]0; 1[

Comme λ est une constante en fonction des in-
tervalles et son signe peut être positif ou négatif,
alors cette solution peut s'écrire

y = λ
x2

x2 − 1
, x ∈]0; 1[∪]1; +∞[

En rempalçant y de l'équation initiale par

λ(x)
x2

x2 − 1
, on obtient

x ln(x)− x2 = x(x2 − 1)
(
λ(x)

x2

x2 − 1

)
+ 2λ(x)

x2

x2 − 1

= x3λ′(x) + λ(x)x
(
−2x
x2 − 1

)
+ 2

(
λ(x)

x2

x2 − 1

)
Donc

λ′(x) =
ln(x)
x2
− 1
x

Ce qui donne (par IPP), pour x ∈]0; 1[∪]1; +∞[

λ(x) = −
∫ x

.

1
t
dt+

∫ x

.

ln(t)
t2

dt

= − ln(x) + C −
⌈
ln(t)

1
t

⌉x
.

+
∫ x

.

dt

t2

= − ln(x)− ln(x)
x
− 1
x

+ C

Par conséquent, la solution générale

y(x) = − x

x2 − 1
((1 + x) ln(x) + 1 + Cx) , x ∈]0; 1[∪]1; +∞[

Ici, la condition initiale y(1) = 0 est impossible !
Admettons que y(2) = 1, alors

3
4
(3 ln(2) + 1 + 2C) = 0

Donc C =
3 ln(2) + 1

2

Exercice 3 (Premier ordre avec second membre Exo 6, feuille 4). Déterminer les solutions de l'équation
di�érentielle

(E) : (x2 − 1)y′ − y = x2

L'équation homogène correspondante est

(x2 − 1)y′ − y = 0

Pour x 6= −1, 1,

ln(|y|) =
1
2

ln(|x− 1|) +
1
2

ln
(

1
|x+ 1|

)
+ C

D'où

y(x) =


λ

√
x− 1
x+ 1

, |x| > 1

λ

√
1− x
x+ 1

, |x| < 1

Distingons les deux cas

1. |x| > 1. Par la MVC, (E) devient

x2 = (x2 − 1)

(
λ(x)

√
x− 1
x+ 1

)′
− λ(x)

√
x− 1
x+ 1

= (x2 − 1)

√
x− 1
x+ 1

λ′(x)

D'où

λ′(x) =
x2

(x− 1)
√
x2 − 1

Ce qui donne

λ(x) =
∫ x

.

t2dt

(t− 1)
√
t2 − 1

=
∫ x

.

t2
t+ 1
t− 1

dt

(t+ 1)
√
t2 − 1

En posant u =
√
t− 1
t+ 1

, on a du =

dt

(t+ 1)
√
t2 − 1

,
t− 1
t+ 1

= u2 et t =
1 + u2

1− u2
. Si
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θ(x) =
√
x− 1
x+ 1

, on obtient

λ(x) =
∫ θ(x)

.

(
1 + u2

1− u2

)2 1
u2
du

=
∫ θ(x)

.

1
u2

+
1

(1− u)2
+

1
(1 + u)2

du

=
⌈
− 1
u

+
2u

1− u2

⌉θ(x)
.

= −
√
x+ 1
x− 1

+ (1 + x)

√
x− 1
x+ 1

+K

Donc y(x) = (x− 2) +K

√
x− 1
x+ 1

2. |x| < 1. On trouve

y(x) = ax+ b+ C

√
1− x
1 + x

Donc on peut raccorder la solution en 1 mais non en
−1.

2 Équations di�érentielles linéaires du second ordre

2.1 Résumé

C'est une équation de la forme

(E) : a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = d(x)

L'équation homogène associée est

(E′) : a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = 0

1. Premier cas : a, b, c sont des constantes

rélles

Première étape : La solution de l'équation
homogène

Notons π(X) = aX2 + bX + c le polynome ca-
ractéristique de l'équation homogène. Alors, il a
trois cas pour les solutions de (E')

(a) π(X) = 0 admet deux racines réelles dis-
tinctes notées r1 et r2. Les solutions de
(E') sont de la forme

y(x) = λ1e
r1x + λ2e

r2x

(b) π(X) = 0 admet une racine double notée
r. Les solutions de (E') sont de la forme

y(x) = (λ1 + xλ2)rrx

(c) π(X) = 0 admet deux racines complexes
disctines et conjugées r1 = α + iβ et
r2 = α − iβ. Les solutions de (E') sont
de la forme

(λ1 cos(βx) + λ2 sin(βx))eαx

Deuxième étape : La solution de l'équa-
tion avec second membre

Nous distingons deux cas

(a) Le second membre est de la forme
emT (x) où T est un polynome et m ∈ R.
Alors, il existe une solution de (E) de la
forme

i. emxQ(x) si m n'est pas une racine de
π(X) = 0

ii. xαemxQ(x) si m est une racine de
multiplicité α de l'équation π(X) = 0

Dans les deux cas, Q(x) est un polynome
de même degré que T (x)

(b) Cas générale : Méthodes de Variations
des Constantes

2. Deuxième cas : a,b,c sont des fonctions

de x Méthode de LAPLACE.

Première étape : La solution de l'équation
homogène

Si y1(x) est une solution de (E′), alors il existe
une fonction k(x) telle que y2(x) = k(x)y1(x)
soit une solution de (E'), où k satisfait une équa-
tion di�érentielle du premier ordre.

Deuxième étape : La solution de l'équa-
tion avec second membre MVC.

Si λ1y1(x)+λ2y2(x) est la solution de (E'), alors
la solution de (E) peut s'écrire sous la forme

z(x) = λ1(x)y1(x) + λ2(x)y2(x)

où λ1(x) et λ2(x) sont liées par la raltion

λ1(x)y1(x) + λ′2(x)y2(x) = 0
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2.2 Exercices

Exercice 4 (Équation du second ordre à coe�cients constants. Exo 7 feuille 4). Déterminer les
solutions maximales des équations di�érentielles suivantes avec les conditions initiales y(0) = 0 et y′(0) = 0.

1. y′′ − 2y = 0. Le polynome caractéristique
π(X) = X2 − 2. Les solutions de π(X) = 0 sont
−
√

2 et
√

2. Donc, la solution de y′′−2y = 0 est
de la forme

y(x) = λ1e
−
√

2x + λ2e
√

2x

Sachant que y(0) = 0 et y′(0) = 0, on a{
λ1 + λ2 = 0√

2(λ2 − λ1) = 0

Sous ces conditions y ≡ 0, mais pour y′(0) =
√

2
par exemple, on a{

λ1 + λ2 = 0
λ2 − λ1 = 1

Dans ce cas, y(x) =
1
2

(
e
√

2x − e−
√

2x
)

2. y′′ − 3y′ + 2y = 1 + 2ex. L'équation homogène
correspondante est

y′′ − 3y′ + 2y = 0

Le polynome caractéristique π(X) = X2−3X+
2 = (X−1)(X−2), donc les racines sont r1 = 1
et r2 = 2. La solution de l'équation homogène
est donc de la forme

y(x) = λ1e
x + λ2e

2x

Cette équation a deux seconds membres 1 et
emxT (x).
(a) 2nd membre = 1, qui est de la forme

emxT (x) avec m = 0 et T le polynome
de degré 0, T (x) = 1. Donc (E) a une so-
lution de la forme Q(x) où Q est un po-
lynome de degré 0, i.e. Q(x) = α. Comme
Q est solution de (E), alors

Q′′ − 3Q′ + 2Q = 1

Ce qui donne 2α = 1, donc α =
1
2

= Q(x)

(b) 2nd membre = 2ex, qui est de la forme
emxT (x) où m = 1 et T est un polynome
de degré 0. Comme 1 est une racine simple
du polynome caractéristique, alors (E) a
une solution de la forme xexQ(x) où Q est
un polynome de degré 0, i.e. de la forme
θ(x) = βxex. Étant donnée que θ est so-
lution de (E), alors

2ex = θ′′ − 3θ′ + 2θ
= β ((2ex + xex)− 3(ex + xex) + 2xex)
= β(−ex)

L'ensemble de solutions d'une équation di�éren-
tielle du second ordre est un espace vectoriel de
dimension 2, alors la solution générale de (E) est
de la forme

y(x) = λ1e
x + λ2e

2x +
1
2
− 2xex

Ici les conditions initiales y(0) = y′(0) = 0
donnent 

λ1 + λ2 +
1
2

= 0

λ1 + 2λ2 − 2 = 0

Ce qui donne

λ2 =
5
2
, λ1 = −3

D'où

y(x) = −3ex +
5
2
e2x +

1
2
− 2xex

3. y′′+y′+y = cos(x). Son équation homogène est
y′′+y′+y = 0 où les racines du polynome carac-

téristique sont r1 = −1
2

+ i

√
3

2
et r2 = r1. Donc

la solution générale de l'équation homogène est

y(x) = e−
1
2x
(
λ1 cos(

√
3x) + λ2 sin(

√
3x)
)

= λ1e
− 1

2x cos(
√

3x) + λ2e
− 1

2x sin(
√

3x)

En posant,

y1(x) = e−
1
2x cos(

√
3x)

y2(x) = e−
1
2x sin(

√
3x)

la MVC implique que λ1 et λ2 sont solutions du
système (tout le temps vrai) λ′1(x)y1(x) + λ′2(x)y2(x) = 0

a(λ′1(x)y
′
1(x) + λ′2(x)y2(x)) = d

Ici, a = 1 et d = cos(x). Donc
λ′1(x) cos(

√
3x) + λ′2(x) sin(

√
3x) = 0

λ′1(x)(cos(
√

3x)− 2
√

3 sin(
√

3x))
+λ′2(x)(sin(

√
3x) + 2

√
3 cos(

√
3x)) = cos(x)
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La première équation donne λ′1(x) = − tan
√

3x,
et par la méthode de substitution, la deuxième
équation donne

2
√

3λ′2(x) = cos2(
√

3x)

D'où

λ2(x) =
1

4
√

3

∫ x

.

(1 + cos(2
√

3x))dx

=
1

4
√

3
(x+

1
2
√

3
sin(2

√
3x)) +K2

De même 2
√

3λ′1(x) = − tan(
√

3x) cos2(
√

3x) =
− sin(

√
3x) cos(

√
3x)

λ1(x) = −1
2

∫ x

.

sin(
√

3x)d

(
sin(
√

3x)√
3

)

= −1
4

sin2(
√

3x) +K1

Exercice 5. Déterminer une solution maximale de l'équation di�érentielle

(E′) : y′′ + 2x+ 2y = 0

Posons y1(x) = e−x
2
. Alors,

y′1(x) = −2xex
2
;

y′′1 (x) = −2e−x
2
+ 4x2e−x

2

Donc, y1(x) est une solution de (E'). Par la méthode de
Laplace, on peut chercher la deuxième solution 1 en sa-
chant qu'il existe une fonction k(x) telle que la fonction
suivante soit une solution de (E')

y2(x) = k(x)y1(x)

y′2(x) = k′y1 − 2xky2;

y′′(x) = k′′y1 − 4xk′y1 − 2ky1 + 4x2ky1

D'où

0 = y′′2 + 2y′2 + 2y2;

= e−x
2
(k′′ − 2xk′)

Posons z = k′. Alors,

z′ − 2z = 0

Ce qui donne z(x) = λe2x. Donc k(x) = λe2x + C. La
solution générale de (E') s'écrit donc

y(x) = λ1e
−x2

+ λ2e
−x2+2x

3 Séries : Généralités

3.1 Résumé

Une série entière est une fonction de la forme

S(Z) =
∑
n∈N

anZ
n

Objectifs

1. Déterminer le rayon de convergence ;

(a) Définition : Si les critères ne

marchent pas

S'il existe R tel que |Z| < R, S(Z)
converge et |Z| > R, S(Z) diverge, alors
R est le rayon de convergence de S.

(b) Critère de Cauchy : an est exprimé

en fonction de n sous forme de puis-
sance, produit etc

Si lim
n→+∞

(an)
1
n = l. La rayon de conver-

gence

R =
1
l

(c) Critère de d'Alembert : an est ex-

primé en fonction de n sous forme

de somme, produit etc

Si lim
n→+∞

an+1

an
= l. La rayon de conver-

gence

R =
1
l

(d) D.L.+ �équivalence : Cas général

pour an en fonction de n
Généralement, cela passe par le D.L. de

an quand
1
n
∈ V(0)

2. Donner le développement en série d'une fonction
réelle ;

1. Rappellons que les solutions d'une équation di�érentielles d'ordre 2 est un espace vectoriel de dimention
2. Si on trouve deux fonctions linéairement indépendantes, alors les autres solutions sont combinaison linéaires
des ces deux fonctions.
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(a) Fonctions usuelles. Par exemple :

ez =
∑
n∈N

1
n!
zn(z ∈ C);

1
1− z

=
∑
n∈N

zn(|z| < 1);

(1 + z)α = 1 +
∑
n≥1

1
n!

n−1∏
k=0

(α− k)zn(|z| < 1)

(b) Cas générale : Composition de deux

fonctions usuelles ou formule de

Taylor.

3. Maitriser les opérations de base : somme, pro-
duit etc de plusieures séries.

3.2 Exercices

Exercice 6 (Déterminer le rayon de convergence. Exo
4 Feuille 5). Déteminer le rayon de convergence de la
série

1. an =
n

2n + n
. L'expression de an en fonction

nous montre que le critère de d'Alemebert est la
plus facile

an
an+1

=
2n+1 + n+ 1

n+ 1
n

2n + n
;

=
n

n+ 1
2n+1 + n+ 1

2n + n
;

=
(

1− 1
n+ 1

)
2n(2 + n+1

2n )
2n(1 + n

2n )

Comme
1

n+ 1
,
n+ 1
2n

,
n

2n
∼ 0 pour n ∈ V(+∞),

alors

lim
n→+∞

an+1

an
=

1
2

D'où
R = 2

2. an = 1 + (−1)n. Donc

an =
{

0, si n = 2p+ 1;
1, sinon.

Ce qui donne∑
n∈N

anz
n =

∑
n∈N

z2n;

=
∑
n∈N

z2n;

=
∑
n∈N

Zn(Z = z2).

Donc la série
∑
n∈N anz

n converge si et seule-
ment |Z| < 1 i.e. |z| < 1.

3. an = n
1√
n − 1.

1
n

ln(an) =
1
n

ln
(
n

1√
n (1− n−

1√
n )
)

;

=
1

n
√
n

ln(n)− 1
n

ln(1− n−
1√
n );

∼ 1
n
√
n

ln(n)− 1
n

1√
n

(n ∈ V(+∞));

∼ 0(n ∈ V(+∞))

D'où

lim
n→+∞

a
1
n
n = 1

4. an = tan(π(
√
n2 − n)). Rappellons que

tan(πn+x) = tan(x) et tan(x− π
2 ) = −cotan(x).

an = tan(π(
√
n2 − n));

= tan

(
πn

√
1− 1

n

)
;

∼ tan
(
πn

(
1− 1

2
1
n
− 1

8
1
n2

)) (
1
n
∈ V(0)

)
;

∼ tan
(
πn− π

2
− π

8n

)( 1
n
∈ V(0)

)
;

∼ −cotan
(
− π

8n

)( 1
n
∈ V(0)

)
;

∼ cotan
( π

8n

)( 1
n
∈ V(0)

)
;

∼ 8n
π
− π

24n

(
1
n
∈ V(0)

)
.

D'où, le rayon de convergence R = 1.

Exercice 7 (Convergence sur le bord. Exo 8 feuille
5). Déterminer le rayon de convergence et étudier la
convergence au bord.

1. an =
n+ 1
n2 + 1

.

an+1

an
=

n2 + 1
(n+ 1)2 + 1

n+ 2
n+ 1

;

∼ 1 n ∈ V(+∞)

Donc R = 1. Pour la convergence au bord, po-
sons z = eiθ, θ ∈ [0; 2π[. Pour θ = 0, il est
évident que la série

∑
n∈N

n

n2 + 1

7



est divergente.

Pour θ 6= 0, π, en sachant que
n

n2 + 1
∼ 1
n

et

ϕ(s) =
∑
n≥1

1
n
einθ;

=
∫ ∑

n≥1

ei(n−1)θ;

=
∫

1
1− eiθ

alors la série est convergente sur D \ {−1, 1} où
D = {z ∈ C | |z| = 1}

2.

4 Séries : Applications

4.1 Résumé

4.2 Exercices
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