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Introduction

Dans ce cours, on verra par exemple:

1. Comment calculer I'inverse d’une matrice (1000 x 1000);

2. Comment faire pour approcher numériquement 7 ou pour donner une approximation d’un
cosinus ou d’un logarithme d’un nombre quelconque;

3. Comment donner une valeur approchée a une intégrale non simplifiable théoriquement;
4. Comment créer du hasard & partir de procédés déterministes.

5. Comment exhiber la convergence d’un estimateur ou tracer une trajectoire d’une chaine de
Markov.

Plus fondamentalement:

o Les avancées des mathématiques ont toujours évolué en mélant mathématiques pures et ap-
pliquées (exemple calcul de 7, séries de Fourier);

e Avec la révolution informatique, tout un pan des mathématiques s’est développé en lien avec
I'utilisation de logiciels de traitements numériques;

e Avec la révolution informatique, jamais il n’y a eu autant besoin de traitement numérique des
données;

e Certains résultats théoriques ont pu étre démontrés par l'utilisation d’un logiciel (Théoréme
des 4 couleurs par exemple), et méme si elles ne démontrent pas, des expériences numériques
permettent souvent de vérifier ou d’infirmer des hypothéses (& montrer ensuite);

e [’utilisation des méthodes numeériques offre d’incroyables possibilités mais des limites struc-
turelles existent, certains résultats ne se préteront jamais & la numérisation, ce qui donne toute
sa légitimité & continuer de faire des mathématiques d’autant que la tentation du presse-bouton
sans aucune compréhension peut étre trés dangereuse.

1 Les fondamentaux de 'utilisation d’un logiciel numérique de math-
ématiques

1.1 Quelques éléments sur le fonctionnement d’un logiciel numérique

e Premiers essais: bouliers, machines a calculer (Pascal, Leibniz, Babbage), premiers ordinateurs
(machine de Turing),... Désormais dans la partie Unité Arithmétique et Logique (UAL) des
processeurs.

e Logique booléenne: décomposition en base 2 = Addition de nombres.

e La base: le langage FORTRAN. Passage aux vecteurs et matrices.

1.2 Boucles, conditionnements et fonctions

En sus des commandes logiques (afficher un nombre, comparaison de 2 nombres), un logiciel de calcul
numeérique permet la mise en place de boucles et de conditionnements. Une boucle (commande for)
permet de répéter une commande un nombre fini de fois, nombre défini & ’avance. Cela permet
notamment de calculer tout ce qui est défini par récurrence.

On retiendra cependant qu’il faut éviter le plus possible les boucles pour les remplacer
par des calculs directs sur des vecteurs ou des matrices.
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Exemple.

Calcul de Z;golo 1/5%.

Les conditionnements (commandes if et else) permettent de traiter les éventualités, les cas et
sous-cas. On peut également utiliser des boucles conditionnées (commande while) qui permettent
de répéter des commandes jusqu’a 'obtention d’une certaine condition. Noter qu'une boucle con-
ditionnée par une condition inatteignable peut conduire & programmes qui ne s’arrétent jamais...
On peut enfin prédéfinir des fonctions dans un sens trés général (pouvant notamment dépendre
de variables qualitatives), que I'on pourra ensuite réutiliser dans des programmes. Cela permettra
notamment de calculer cette fonction pour un certain nombre de valeurs, d’optimiser cette fonction,
d’approcher son intégrale,...

A Taide des boucles, conditionnements, fonctions,..., un logiciel de calcul numérique peut & peu
prés tout faire numériquement avec des possibilités totalement impensables pour un humain
(par exemple inverser une matrice (1000 x 1000) en 1 seconde!). Il y a cependant 2 limites a
sa puissance: le temps de calcul (inverser une matrice (10° x 10%) est encore une gageure
actuellement) et aussi établir des résultats dans lequel 1’infini intervient comme par exemple
obtenir la décomposition décimale infinie d’'un nombre réel comme log 2, ou bien calculer une
limite, une dérivée,.... On remplacera tout ce qui a rapport & 'infini par des approximations
quand n devient "trés grand" ou x "trés proche" de xg, ce qui peut donner le plus souvent de
bonnes indications du résultats, mais avec le risque également de commettre des erreurs! Il y aura
donc encore du sens a faire des mathématiques théoriques, méme en analyse ou probabilités
et statistiques...

Exemple.

Déterminer numériquement la limite de Yo 5 (n log(n)))fl.

1.3 Format de nombres, erreurs et propagation des erreurs

Tout nombre utilisé par le logiciel est désormais représenté par un nombre fini de 0 et de 1. Cela en-
traine que pour un nombre & développement décimal infini (comme certains rationnels, par exemple
10/7 et tous les nombres réels non rationnels, comme +/2), I’écriture du nombre est tronquée, c’est-
a-dire que le développement décimal est arrété aprés un certains nombre de chiffres (typiquement
16 en R). Il y a donc une erreur d’approximation, d’arrondi et cette erreur lorsqu’elle est multipliée
ou répercutée dans une fonction ou une itération peut amener & des résultats faux.

Plus précisément, soit  un nombre réel. Si on prend un exemple comme z = 1/3, ¢’est-a-dire un
nombre rationnel possédant une infinité de décimales et qu’on I'utilise avec un logiciel comme R,
on obtient les résultats suivants:

> 1/3

[1] 0.3333333

> 1/3-0.3333333

[1] 3.333333e-08

> 1/3-0.3333333333333
[1] 3.330669e-14

> 1/3-0.3333333333333333
(11 0

On s’apercoit ainsi que l'affichage de x présente 7 chiffres aprés la virgule, mais qu’il en a mémorisé
en fait 15. On observe également qu’il n’est pas capable d’aller plus loin. On retiendra ainsi d’une
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maniére générale qu’il y a le nombre réel x et qu’il y a sa représentation r(x) par le logiciel, qui est
une représentation tronquée de ce nombre.

Cette représentation est appelée représentation a virgule flottante. Plus précisément, tout
x sera représenté sous une forme binaire (en base 2):

r(z) = (0.a1az - - - as3) - (—1)°2", ou
e les a; sont des 0 ou des 1, et a; # 0. On appelle mantisse de x le nombre 0.a1as - - - as3;
e s=0o0us=1;
e t est un entier relatif appartenant a {—1021,...,1023} (on remarque que 1024 = 219).

Ainsi cela revient a écrire que r(z) = (—1)%2 Zfil a;27%. On remarquera ainsi que tout la
représentation de tout nombre réel pour le logiciel, ¢’est une codification de 53 + 1+ 10 0 ou 1,
ce sera donc au total 64 octets. En base 10, donc dans le systéme décimal usuel, cela revient &
donner une précision en 2.210716 (qui équivaut a 2*52), soit 15 chiffres significatifs, et un nombre
compris appartenant forcément & [—1.79769 103%%,1.79769 103%%].

On peut se demander alors quelle erreur fait-on en remplagant x par r(x). Ainsi, on pourrait
mesurer ’erreur absolue qui se définit par e(x) = |x — r(z)|. Mais évidemment tout dépend de
lordre de grandeur de x. Aussi préférera-t-on considérer I’erreur relative commise plutét que
Ierreur absolue, ce qui se définit par:

On peut facilement montrer alors que &,(z) < 27°3 ~ 1.110716,

On remarquera que du fait de la représentation a virgule flottante, il est possible d’avoir une trés
grande précision pour un nombre proche de 0. En effet, on peut aller jusqu’a définir £271974 soit
environ +£4.940656 107324, Ceci n’est plus du tout possible ailleurs qu’en 0, puisqu’alors la précision
redevient 2.210716.

Le fait que l'erreur relative reste trés petite, pourrait encourager a penser que la limitation causée
par la représentation décimale est anecdotique. Pourtant, ce phénoméne de troncature peut étre
la source d’erreurs conséquentes voire fatales. La preuve par I'exemple suivant:
Exemple.

420
10—t

1
Le but de lexercice est de calculer une valeur approchée de : / dt. Pour ce faire, considérons
0

1 tn+1
I, = / dt
")y 10—t
ce qui nous ameénera o donner une valeur approchée de Io1. Un calcul direct permet d’écrire que
I =1n(10/9), et la relation de récurrence suivante peut également étre montrée pour tout n € IN*,

la suite d’intégrales, pour n > 0:

1
1 1
101, — Iny1— = / t"tdt ==, soit I, =101, — —.
0 n n
Par ailleurs, deux majorations simples de la fraction nous permettent d’écrire que:

1
Tonm <I, < 95, Powr tout n € IN*.
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Pourtant, si on utilise le logiciel R pour calculer 1oy & partir de cette relation de récurrence, on

obtient que I21 ~ 5780 ce qui est trés éloigné de Uencadrement ci-dessus. Plus en détail, la figure
ci-dessous donne la valeur calculée par R, comparée a celles de l’intervalle [ﬁ, ﬁ]

010
|

008

(c(L:16)]
006

004

002

T T T
5 10 is

c(1:16)

Comment expliquer ces importantes erreurs? Par le fait que d’une étape & autre on multiplie par 10
le résultat précédent, donc s’il y a une erreur dans la valeur initiale de la récurrence (I, = In(10/9)),
alors le fait de multiplier par 10 le résultat précédent implique que tout le développement décimale de
1y finit par étre utilisé. Ainsi, si ce développement n’est pas exact jusqu’a ’ordre 20, alors des erreurs
ont lieu et s’amplifient avec n. Or de rapides manipulations sur R montrent que le développement
décimal de In(10/9) n’est donné qu’a 10711 pres.

On peut également se rendre compte de ce fait, si on modifie un tout petit peu le valeur approchée de
Ii: on a ainsi rajouté 1071° ¢ la valeur approchée de In(10/9) calculée par R. On s’apercoit alors,
si on note (I1)) la suite calculée a partir de I} que |I], — I,| est de l'ordre de 10", donc pour le
calcul de Io on s’apercoit que par Ualgorithme utilisé, une erreur de 10715 sur la valeur initiale de
I, se répercute en une erreur de 10° sur Is; !

Une autre piste pour calculer I, serait de poser u =1t — 10 et d’appliquer la formule du binéme. On
obtient ainst, pour tout n > 2 :

n- D -
I, = 10" |In(10/9) +;]€1 ( . L ) (1 - (9/10)’“)] :

Mais la encore, la multiplication par 10"~ rend le résultat extrémement dépendant de la décomposi-
tion décimale de 1og(10/9). Comment alors approcher la valeur de Iy ? Deux pistes qui ne veulent
plus un calcul exact (illusoire) mais se contente de calculs approchés: le développement en série
entiere de (10 —t)~! et approzimation directe de I’intégrale par la méthode de Simpson...

La propagation d’une erreur par une fonction peut parfois étre contrdlée en utilisant un développe-
ment de Taylor-Lagrange. Ainsi si le vrai nombre réel considéré est xy mais que l'on dispose de
xo + € au lieu de xg, alors pour une fonction f de classe C' dans un voisinage de o on a:

|f(@o+¢)— f(zo)| = |f'(n)e]
< M e avec My = sup |f'(z)].
z€lR
Si My < 1, on voit que méme en itérant les calculs avec f, alors l'erreur reste contenue. Mais
lorsque M7 devient grand (> 1), Uerreur commise peut trés bien étre amplifiée et lorsque ’on répéte
I'utilisation de f, le résultat peut-étre tres vite trés différent de celui mathématiquement obtenu. On
a pu s’apercevoir d'une telle incidence sur 'exemple précédent, puisque dans ce cas I,+1 = frn(ln)
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avec fn(x) =10x — 1/n et f'(z) = 10 = My pour tout z € R: lerreur est donc multipliée par 10
d’une étape a 'autre ce qui explique qu’elle prenne finalement le dessus sur la valeur de 'intégrale
des que n > 15.

Cette propagation des erreurs peut aussi se loger dans des cas qui semblent pourtant plus "con-
trolés". Considérons I'exemple de la suite dite logistique:

Exemple.

Soit (uy) telle que
up=0.6 et upt1 =4up(l —u,) pourn e IN.

Il est facile de voir que pour tout n € IN, dés que ug € [0, 1] alors u, € [0,1] pour tout n € IN. Si
on écrit upy1 = f(uy) alors f(x) = 4x(1 — x), qui est clairement de classe C* sur [0,1]. Mais
f(x) = 4—8x € [—4,4] et méme | f'(x)| > 1 pour x € [0,3/8[U]5/8,1]. Ainsiles erreurs ont tendance
a s’amplifier pour la plupart des valeurs de x dans [0,1]. Ainsi, avec ug = 0.6, un calcul numérique
ameéne @ usg = 0.020075845, mais si l'on choisit ug = 0.6 + 107, on obtient usy = 0.184015528,
donc une différence conséquente entre les 2 termes d’ordre 50 alors que la différence initiale semblait
anecdotique. Et ceci est reproductible pour tout premier terme choisi dans [0,1]...

L’exemple précédent est assez difficile & traiter théoriquement méme s’il parait trés simple.

La résolution de systémes d’équations méme linéaires et méme peu nombreuses peut également
étre la source d’erreurs liées & la troncature des nombres réels par le logiciel. Considérons ainsi
I’exemple suivant: supposons que A, matrice carrée d’ordre n inversible, soit telle que:

Y=AX

et que I'on veuille calculer Y alors que X est un vecteur de taille n connu. On ne disposera cependant
que de X = X + dx, qui est par exemple r(X) plutot que X. Aussi obtiendra-t-on au final:

Y=Y+4+0y=AX =A(X+0x) = 0y =Adx.

L’erreur est ici vectorielle, aussi doit-on passer en norme pour la mesurer. On aimerait ainsi obtenir
une majoration de ||dy|| en fonction de ||dx|| et de A. Tout dépend de la norme choisie, mais il
convient avant cela de définir une norme matricielle pour A:

Définition. Pour A une matrice réelle d’ordre n et || - | une norme sur R", on définit la norme
IAll par 1As]
x
[All = sup = sup |Auql.
reR™, 2£0gn 12|l u€R™, ||lul|=1
L’égalité précédente est obtenue en posant x = |7 llz||. On peut alors considérer les 3 principales
normes vectorielles dans IR™. Notons ainsi pour z = {(z1,- -+, 2,):

n n 1/2
ol =Y foils llallo= (D lail) " et llofloo = max ol
1<i<n
=1 =1

Ainsi peut-on montrer les égalités suivantes:

Propriété. Pour A = (aij)i<ij<n une matrice réelle d’ordre n et les normes ||-||; définies précédem-
ment sur IR, alors:

n n
4 = o Slel, WAl = max & et [Alle = max 3 o)
= j:
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Notons qu’il n’y a pas de relations d’ordre entre les ||A||; (& voir avec des exemples...). Si on
applique cela a notre probléme d’incertitude de systéme linéaire, on obtient:

1y [ < [lAfHlox]l,

avec possibilité d’avoir une égalité lorsque dx est choisi en particulier. On a donc une premiére
majoration de 'erreur commise.

Exemple.

Pour n € IN*, on considére la matrice dite de Hilbert, définie par:

1
A = (aij)1<ij<n avec aij = o1 pour 1 <i,j < n.

Mais le plus souvent on aimerait plutot connaitre la précision de la solution d’un systéme linéaire.
Ainsi, voudra-t-on plutét déterminer le vecteur X tel que:

AX =B oll B est un vecteur colonne quelconque.

Si on suppose qu’il y a une imprécision sur B (et on sait qu’il y en a toujours une), et/ou sur A,
alors il y aura une imprécision sur X. Ainsi peut-on écrire:

(A+04)(X +0x) =B+ 0B.

Nous traiterons ici uniquement le cas 4 = 0, ce dernier conduisant & des résultats plus techniques
mais non significativement différents. Donc avec 4 = 0, on a:

- lox]l _ A~ o5
lox| = lA™ o5 = =
X 1]

Or |B| = [JAX| < ||A|| x || X|| d’aprés I'inégalité usuelle des normes de matrices. D’ot % <
| Al ”A%“TBH. Avec la méme inégalité vérifiée par les normes de matrices, on a aussi |[A71dp|| <
|A=L|| x [|0B]|, d’ott finalement:

6| —1ypy 195l

e = WAIAT) T

x) = VB

Aussi appelle-t-on condionnement d’une matrice inversible A le nombre

16l 165:
~1. = GilA) s
X1l 1Blli

ci(A) = [lAl: [|IA™ i tel que

et ceci pour i = 1, 2 ou oo. Il vient d’apres les propriétés des normes que ¢;(A) > 1 pour tout A.
Lorsque A est diagonalisable, il est également facile de voir que

)\max
c2(A) p—
Le conditionnement permet de mesurer la précision d’une résolution de systéme linéaire. Il est bien
clair que lorsque ce nombre est "trop" grand (typiquement > 10'6) alors il y aura toujours une erreur
relative conséquente sur la résolution du systéme (puisque erreur relative ||dp||;/||B]|; est toujours
supérieure a 210716, C’est exactement ce qui se passe pour la matrice de Hilbert précédente, et
ceci dés que n > 12 et le logiciel R ne permet plus d’obtenir directement 'inverse de la matrice.
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D’une maniére générale, il convient d’étre trés prudent lorsque des calculs sont itérés ou lorsque
des systémes linéaires sont résolus. Un calcul rapide du supremum de la dérivée de la fonction
itérée ou du conditionnement de la matrice impliquée peut permettre d’éviter de prendre pour
argent comptant des résultats faux. Un autre moyen en pratique pour vérifier la bonne marche
du calcul effectué peut également étre de perturber légérement la condition initiale ou le second
membre du systéme. Typiquement on peut lui rajouter une réalisation d’une variable aléatoire
centrée ou d'une vecteur aléatoire centré de variance petite (par exemple 107%) et vérifier que la
solution n’est que faiblement perturbée par ce bruit.

2  Quelques méthodes numériques en algébre

Nous allons revenir sur de nombreux objets et résultats d’algebre linéaire pour étudier leurs mises
en place numériques. En particulier, nous examinerons tout ce que l'on peut faire a l'aide de
matrices. Cela nous permettra de constater que ce domaine mathématique n’est pas si abstrait et
a des applications nombreuses.

2.1 La méthode du pivot de Gauss

Le but initial de cette méthode, encore appelée méthode d’élimination de Gauss-Jordan, est la
résolution de systémes linéaires. Soit donc le systéme linéaire:

AX =B,

ou A = (aij)1<i j<n €st une matrice inversible de taille n, B = (b;)1<i<n un vecteur colonne de taille
n et X un vecteur colonne de taille n inconnu.
La méthode est alors bien connue:

Méthode du pivot de Gauss: on sélectionne une ligne ig de A dans laquelle a;;; # 0 (au
moins une de celles-ci existe puisque A est inversible). On permute alors les lignes iy et 1, donc
les a;,; deviennent les a%), et les aq; deviennent les az(»;;-, les autres a;; devenant des agjl-)
(1)

on effectue les (n — 1) opérations: Lt

o
permutation. Cela nécessite 2 x n multiplications, n soustractions pour chaque combinaison linéaire
de lignes, donc 2n(n — 1) opérations. On pourrait aussi évoquer ’examen d’au maximum n lignes

pour trouver le pivot, donc on aura au maximum n(2n — 1) opérations.

. Ensuite,

Lgl), oll Lg-l) désigne la j-éme ligne aprés la 1-ére

(2)

On recommence le procédé sur les n— 1 nouvelles lignes pour lesquelles tous les a; ; sont nuls, ce qui
ameéne (n —1)(2n — 3) opérations. On itére le procédé jusqu’a ce qu'il ne reste plus qu'une derniére
ligne et un coefficient a%) qui reste le seul non nul.

(n)
On résout alors aﬁ{i? Ty = b;n) soit x,, = b,

Coam)
GEZ:B,(n—l)‘T”—l + aﬁZ:Bnazn = bfln:ll), ce qui permet d’obtenir z,_1. On continue ainsi jusqu’a x1:

Puis on remonte pour vers l’équation précédente

c’est I'algorithme de remontée. Celui-ci nécessite (n + 1 — ) opérations pour obtenir z;.

Au total, la méthode du pivot de Gauss nécessite:

n

> i(2i-1)+(n+1-i) =

i=1

5 (2n+1)n(n+1)
6

3

1 2
+n(n+1)—2x§n(n+l) ~gn opérations au maximum.

Cette méthode peut donc avantageusement étre utilisée pour résoudre les systémes linéaires précis.
On verra cependant ci-dessous une méthode (la méthode LU) plus avantageuse pour mener de front
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une résolution et ’obtention d’une matrice inverse.
Voyons cependant sur un exemple un écueil possible de cette méthode lorsque l'on ne fait pas
attention aux erreurs d’arrondis.

Exemple.

10717 1 107z 4y
1 1 T+y = 2
comme premier pivot aj1 = 10717, alors on obtient comme second systéme:

Soit la matrice A = ( ) et le systeme AX = B < { . St on choisit

{ 1072 +y = 1
(10" = 1)y = (1017 —2).

Or atteignant ici les limites d’arrondis du logiciel, le calcul effectué par celui-ci donnera y = 1 et
x = 0. 5i on échange dés le départ la premiére et seconde ligne en prenant comme pivot 1, on obtient

{ r+y = 2
1-10"1)y = 1-2-10"'7.

Atteignant les limites d’arrondis, on obtient encore y = 1, puis x = 1, ce qui est beaucoup plus
proche de la solution théorique (x ~1+10" ety ~1—10717).

De cet exemple, on s’apergoit qu’il peut s’avérer crucial numériquement de bien choisir la suite
de pivots par lesquels modifier les lignes. On adoptera ainsi le choix suivant:

Choix des pivots: A chaque étape, le pivot choisi sera celui dont la valeur absolue sera la
plus grande ce qui évite de diviser par un pivot trop petit.

2.2 La décomposition LU

La méthode présentée ci-dessous La motivation de cette partie pourrait étre la résolution de systémes
linéaires, mais nous verrons que bien d’autres résultats en découlent.
On commence par énoncer le résultat suivant:

Proposition. Soit A € M, (IR), ensemble des matrices carrés d’ordre n a coefficients réels. On
suppose que A est inversible, ainsi que toutes les matrices A, carrées extraites de A, composées des
p premiéres lignes et colonnes de A, et ceci pour p = 1,...,n — 1. Alors il existe une infinité de
maniéres d’écrire
A=LU,

ot L et U sont des matrices de M, (IR), respectivement triangulaire inférieure (Low) et supérieure
(Up). Sil’on spécifie que tous les éléments sur la diagonale de L sont des 1, alors cette décomposition
devient unique.

Proof. La preuve est assez "bestiale". On commence par écrire que A = (ai;)1<ij<n, L = (lij)1<i,j<n avec £i; =0
pour 1 <i<j<metU=(uj)i<ij<n avec u;; = 0 pour 1 < j < i< n. Alors on a pour 1 <4,j <mn,

min(4,5)

n
a;j; = E ligur; = aij = E Ligug;-
k=1 k=1

On a donc n? équations avec deux fois n(n + 1)/2 inconnues (composantes de L et de U), soit n* + n inconnues. Si

on suppose que les £;; = 1 pour tout s = 1,--- , n, il ne reste que n? inconnues.
Pouri=1,onaf;;=1sij=1et0sij>2 et u; =ai; pour tout j € {1,---,n}.
Pour i = 2, on a as1 = fa1u11, d’ott az1 = f21a11, puis az; = fa1u1; +ug; pour tout j € {2,--- ,n}. Comme u1; = aij,

on obtient que uz; = a2; — f21a1;. Comme a1 # 0, puisque 'on a supposé non nuls les déterminants des matrices
extraites principales, on en déduit facilement 21 et les uz; pour tout j € {2,---,n}. Comme on a supposé que
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a1 # 0 alors on obtient explicitement o1 = az1/a11 et uz; = az; — §2- ay; pour j € {2,--- ,n}.

Pour i > 3, on a a;1 = fiiui1, iz = Liuie + Liauaa, ..., Qi,(i—1) = &‘1”1,(1'71) +ligug (i—1y) + -+ ei,(ifl)u(ifl),(ifl) et
aij = Laurj + liouzs; + -+ + 4 i—1)Ui—1),; + Wij pour tout j > 4. Dol £i1 = a1 /ui1, liz = (a2 — linuiz)/uzz, ...,
gi,(ifl) = (ai,(iq) - £i1u1,(i71) - &'2“2,(1‘71) - éi,(i72)u(ifl),(i72))/U(i—l),(i—l) et ui; = ai; — Linury — Liouzj —
-+ =4 (i—1)U(i—1),; pour tout j > i. On peut ainsi par itération arriver 4 montrer ’obtention des composantes £;; et
Uij- D

Intéressons nous au nombre d’opérations élémentaires (additions ou multiplications) nécessaires a
la décomposition LU. Pour ¢ = 1, il n’y a pas d’opérations. Pour ¢ = 2, il y a 1 opération pour
les £5; et 2(n — 1) opérations pour les ug;. Pour i >3, ilyal+3+4+---+(2i—1) =1+1i(i —1)
opérations pour les ¢;; et 2(n —i+ 1) +2(n—i)+---+2=(n—i+1)(n — i+ 2) opérations pour
les u;;. Au total, on aura donc:

2n+1)(n+1)n N 2n+3)(n+2)(n+1)
6 6

Zn:1+i(i—1)+(n—i+1)(n—i+2) =
=1

2 . .
~ gn?’ opérations élémentaires.

C’est donc un nombre d’opérations comparable & celui de I'algorithme du pivot de Gauss.

A quoi sert une telle décomposition? Une premiére utilisation réside dans la résolution de sys-
témes d’équations linéaires. En effet,

AX=B<+«=LUX=B<+«=LUX=B<«<=LY=B e UX=Y.

On a donc deux systémes d’équations linéaires plutdt qu’un! Mais ce sont des systémes avec des
matrices triangulaires, donc des systémes trés simples & résoudre. Ainsi le systéme LY = B, permet
d’écrire:

Y1 = b
lo1y1 + Y2 = by
loayr +lp2y2 + - +yn = by

Aussi cette résolution demande 244+ ---+2(n — 1) = n(n — 1) opérations pour obtenir Y. Il faut
ensuite déterminer la solution de U X =Y, ce qui s’écrit:

UL + U12T2 + - - + UIpTn = Y1
U2T2 + + -+ UopTp, = Y2
UnnTn = Yn.

1l faudra ainsi effectuer pour obtenir les x; au maximum 1+ 3+ --- + (2n — 1) = n? opérations.
Ces deux étapes sont donc nettement moins cotiteuse en temps que celle de la décomposition LU. On
a donc une seconde méthode de résolution de systéme d’équations linéaires, aprés le pivot de Gauss,
qui nécessite de I'ordre de 2n?/3 opérations. Cependant cette seconde méthode sera privilégiée par
les logiciels, comme R, car elle offrira plus de possibilités.

Pourtant, I’hypothése nécessaire a la décomposition LU (condition portant sur Uinversibilité des
matrices principales) est trop restrictive. Pour lever cette condition et obtenir une décomposition
beaucoup plus générale on peut écrire la proposition suivante:

Proposition. Soit A € M, (R) telle que A soit inversible. Alors il existe une permutation des lignes
de A transformant A en P A, ot P est une matrice de permutation, c’est-a-dire une transformation
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de la matrice identité dont on a échangé les colonnes de la méme maniére qu’on échange les lignes
de A, et telle que
PA=LU.

ot L et U sont des matrices triangulaire respectivement inférieure et supérieure, les éléments sur la
diagonale de L étant des 1.

Une fois cette permutation obtenue, qui est une application bijective, on voit qu’il revient dé-
sormais de résoudre:
PA=PB <« LU=PB.

Choix de la permutation: A chaque étape, on choisira la ligne dont le terme par lequel on divise
(par exemple a1 pour commencer), c¢’est-a-dire le pivot, est de valeur absolue maximale.

Exemple.

Effectuer la décomposition LU de la matrice A = avec € = 1, puis avec € =0 et

W N =
S N |
=N W

enfin avec € = 10717,

2.3 Décomposition de Cholesky

On va se limiter ici & un cadre bien plus restreint: on va résoudre un systéme A X = B dans lequel
A est une matrice réelle symétrique définie positive, c’est-a-dire que ‘A = A (ce qui entraine que A
est diagonalisable) et toutes les valeurs propres de A sont strictement positives (ce qui équivaut au
fait que pour tout vecteur colonne Z non nul, £Z A Z > 0). On a alors la décomposition suivante:

Proposition. Soit A une matrice réelle symétrique définie positive. Alors il existe une matrice
triangulaire inférieure R telle que:

A=R'R: c’est la décomposition dite de Cholesky.

Proof. On reprend la méme preuve que celle de la décomposition LU mais les conditions de symétrie simplifient et
limitent les équations. O

En reprenant les étapes de cette preuve, on peut montrer que cette décomposition demande plutot
~ n3/3, soit grossiérement 2 fois moins de temps de calcul que la décomposition LU.

Remarque: En sus des mémes utilisations que la décomposition LU, la décomposition de Cholesky
fournit également directement l’obtention d’une "racine" de la matrice A: c’est la matrice R. Cela
peut étre trés intéressant pour simuler un vecteur gaussien non dégénéré de matrice de covariance
¥ qui est une matrice définie positive. Si I’on a obtenu la décomposition de Cholesky ¥ = R'R,
il suffira alors de considérer R Z, ou Z est un vecteur gaussien standard, c’est-a-dire de matrice de
covariance l'identité (dont toutes les composantes sont de variance 1 et indépendantes les unes les
autres).

2.4 Inverse de matrice et calcul de déterminant

Inverse de matrice

La décomposition LU fournit directement l'inverse de n’importe quelle matrice. En effet, si on
suppose que AX =Y soit X = A7'Y, alorsona LUX = PB, dot X =U "' L~' P B et donc la
matrice A71 est telle que:

At=vu"tLt P
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1l est clair que l'inverse d’une matrice calculée ainsi nécessite un nombre d’opérations élémentaires
en 2n3/3. (est évidemment beaucoup moins qu'une technique basée sur la transposée de la co-
matrice qui est en n...

Calcul de déterminant

Le calcul d’'un déterminant par la formule avec les permutations, ou bien la formule avec le développe-
ment suivant une rangée améne un nombre d’opérations élémentaires de 'ordre de n, donc plus que
prohibitif dés que n > 10 ot n ~ 310%. La décomposition LU améne trés naturellement un calcul
immédiat du déterminant de A:

det(P A) = (—1)Pdet(A) = det(LU) = det(L) det(U) = ﬁun‘,
i=1

ou p est le nombre de permutations effectuées pour permettre la décomposition LU. Le calcul du
déterminant ne requiert donc une nouvelle fois qu’environ 2n®/3 opérations élémentaires, ce qui est
sans commune mesure avec les autres méthodes de calcul évoquées...

2.5 Détermination de valeurs propres et vecteurs propres

Pour déterminer les valeurs et vecteurs propres d’une matrice, une idée simple pourrait étre de
prendre comme fonction le polynéme caractéristique qui est un déterminant, puis de chercher les
zéros d’'une telle fonction, ce que nous saurons faire dans le chapitre suivant. Mais il existe une
méthode, celle employée par la fonction eigen de R, qui est bien plus intéressante numériquement
et qui se base sur la décomposition suivante:

Proposition (Décomposition QR). Soit A une matrice de M, (IR). Alors il existe une matrice Q
de M, (R) unitaire, donc telle que *Q Q soit une matrice nulle avec des 1 ou des 0 sur la diagonale,
et une matrice triangulaire supérieure R de M, (IR) telle que:

A=QR.
Proof. On utilise une méthode similaire au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, qui permet de construire
une base orthonormale & partir d’une base quelconque. On écrit que A = [a1,az,- -, axs], ol les a; sont des vecteurs
colonnes. On définit alors w1 = a1, puis u; = a; — 23;11 P<aj>(ai) pour j =2,--- ., n, ol P<a]>(x) est la projection

orthogonale (par rapport au produit scalaire euclidien classique sur IR™) sur le sous-espace vectoriel engendré par a;

du vecteur x. Par convention, si a; = 0, alors P<,;>(x) = 0. Sinon, on montre facilement que P<,;>(x) = %
Aussi a-t-on u; = P, .. ,.  >1(a;), donc u; orthogonal & ai,---,a;—1, donc également aux wu1,---,u;—1. Pour
u; # 0, soit e; = ”Z—?H, sinon e; = 0, et notons
Q = [617627"' 7en]'
Les (e1,--- ,en) forment une famille orthonormale de IR". Il est clair que chaque a; s’écrit en fonction des e; pour
1 <j <ieton a plus précisément a; = 3., < ej,a; > ¢;. Donc on chosit:
R = (rij)1<i,j<n et ri; =0 sii>j et 1y =<eja; > pourl<i<j<n.
O
Exemple.
L ) L . —3 2 o,
Déterminer la décomposition QR de la matrice A = 9 | ) puts de "A A.

On va se servir de cette décomposition pour pouvoir approcher d’aussi prés que 'on veut les valeurs
propres d’'une matrice, sous certaines conditions.
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Proposition. Soit A une matrice réelle possédant n valeurs propres réelles distinctes el non nulles
(donc A est inversible). Soit la suite de décompositions QR construites a partir de A:

A = A= Q1R Agp1 = RpgQp  pour k € IN™.

Alors la suite de matrices (Ax) converge vers une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale
est constituée des valeurs propres de A. Si de plus A est symétrique, alors la limite est méme une
matrice diagonale.

Proof. On ne va démontrer cette propriété que dans le cas n = 2. O

3 Analyse numérique

3.1 Approximation de limites de suites

Les suites peuvent étre utilisées pour approcher des nombres qui s’avérent étre leurs limites. Pour
ce faire, il sera important au préalable de montrer la convergence des suites considérées. 1l y a deux
cadres alors a prendre en compte:

Proposition. Soit (u,)new une suite de nombres réels. alors:

o Sl existe une fonction f telle que u, = f(n) alors I'étude de la convergence de (uy) est facile:
elle se réduit o la convergence de [ en +o0o. Ce sont rarement de telles suites qui vont nous
Servir...

o Sl existe une fonction f telle que upt1 = f(uy), alors (uy,) est définie par récurrence. Par
suite (uy) sera convergente si on arrive 6 montrer que (uy,) est bornée (ce qui revient a montrer
que f est bornée) et que (uy,) est monotone (notamment si f est croissante), ou bien si f est
de classe C', siug € I et f(I) C I avec I un compact et si sup,c; |f'(z)] < 1. D’une maniére
générale, si f est convergente, alors sa limite est unique et vérifie f({) =€ (point fize).

Ce sont donc surtout les suites récurrentes qui vont nous permettre d’approcher des nombres réels,
non directement calculables & partir des opérations élémentaires:

Exemple.

Soit up =1 et upy1 = (up +2)/(un+1) pour n > 0. On peut choisir I =|0,2]. Alors (u,) converge
vers € avec L({ + 1) = £ + 2 soit £2 = 2. Comme sur [0,2], sup,c; |f/(z)| = 1, done (u,) converge
vers /2.

Comment alors mesurer la vitesse de convergence vers ¢ pour une suite récurrente convergente (uy,)?
On peut souvent utiliser le théoréme des accroissements finis de la maniére suivante:

[unt1— €] < | flun) — f(O))
< sup |f'(2)] Jun — |
xel
= ‘un—ﬂ < M7 ug — ¢ avec M = sup |f'(z)].

zel

Si My < 1, on a donc une vitesse exponentielle de convergence vers ¢, puisque M{* = e” In(M1) " Te
but sera alors de prendre I suffisamment petit, et & 'extréme limite My ~ f’(¢) lorsque 'on ressert
I autour de /.
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3.2 Calcul de séries

Les séries peuvent étre également intéressantes pour calculer des nombres (séries numériques) ou des
fonctions (séries entieres, séries de Fourier,...). Evidemment dans le cadre d'un logiciel numérique,
tout revient & calculer des séries numériques. Revoyons déja les réusltats principaux de convergence
des séries:

Proposition. Soit >, uy, une série numérique et S, = > ,_, up sa somme partielle. Alors:
® > |uy| < 0o (série absolument convergente) = > u, converge.

o Si(up) et (vy) sont deux suiles telles que |u,| ~ |vn| quand n — oo alors Y |u,| < co <~
> |vn| < 00. De méme en remplacant < par =.

o Si (up) et (v,) sont deuz suites telles que |uy| < |vy| quand n > ng alors Y |v,| < 00 =
Youn| < 00 et D |up| =00 = ) |vy| = 0.

o Si|uy| = f(n) et f décroissante vers 0, alors Y. |u,| a méme nature que [° f(z)dz. Ainsi
> m converge si et seulement si « >1 oua=1et > 1.

o Siu, = (—1)"a, avec (ay) suite positive décroissante tendant vers 0, alors > (—1)"a,, con-
verge.

o Siu, = a,by avec (A,) = (X p_gar)n suite bornée et (b,) suite positive, décroissante et
tendant vers 0, alors Y uy, =Y a, by, converge.

Ces résultats théoriques sont importants pour déterminer la convergence ou la divergence d’une
série numérique. Cependant, une fois la convergence assurée, il sera intéressant de disposer de
résultats permettant de mesurer la distance entre une somme partielle, seule quantité obtensible
par le logiciel, et la limite. On dispose alors de deux principaux résultats:

Proposition. Soit Y, u, une série numérique convergente, S, = Y ,_,ux sa somme partielle et
_ o .
Ry =3 5l Wk

e On suppose que u, = (—1)"a,, avec (a,) suite positive, décroissante et tendant vers 0. Alors
|Ry| < apt1 pour tout n € IN.

e On suppose (uy) est une suite positive tel que u, = f(n) avec f décroissante. Alors |R,| <

Grace a ces résultats, on peut mesurer une majoration de 'erreur commise en arrétant la série a
un rang n plutdt qu’en allant & la limite co. On pourra également comparer deux séries numériques
permettant d’approcher un nombre par le nombre de termes nécessaires a calculer pour obtenir une
approximation d’un méme ordre.

Exemple.

On peul monirer que Zzozo(—l)kk%rl = 1In2. Grice au résultat précédent, on peul ainsi monirer que

‘ln2 — ZZ:O(_l)kTL < %‘FQ Par conséquent, il "suffit" de calculer 108 termes, pour obtenir une
approzimation & 1076 pres. Mais en fait, cela n’est pas une trés bonne méthode pour approcher In 2
puisqu’il est impossible d’obtenir numériqguement une approzimation a 1071 prés (temps de calcul

totalement prohibitif!).
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3.3 Résolution de I’équation f(x) =0

De nombreux problémes de mathématiques reviennent a résoudre a trouver une ou des solutions &
une équation de type f(x) =0, ot f est une fonction connue. On pourra citer par exemple:

e Trouver les racines d’un polynéme;

e Résoudre une équation de type f(x) = g(x), par exemple trouver un point fixe tel que f(x) =
;

e Déterminer un tableau de variations d'une fonction en regardant les changements de signe de
sa dérivée premiére, seconde ou plus;

e Optimiser une fonction en trouvant les points critiques de son gradient;

e Maximiser une vraisemblance.

Une méthode simple pour résoudre une telle équation f(x) = 0, lorsque la fonction f est continue,
consiste a procéder par découpage itératif d’intervalles, ce qui s’appelle une dichotomie.

Proposition (Méthode par dichotomie). Soit f : IR — IR une fonction continue sur un voisi-
nage de xo, unique solution de l’équation f(xg) = 0 dans ce voisinage. On suppose qu’il existe
[ag, bo] dans ce voisinage tel que xo € [ap,bo] et f(ao)f(bo) < 0. On définit alors les suites (ay) et
(bn) telles que:

1 1

An+1 = ) (an +bn) bny1=0bp si f(an)f(§ (an + bn)) >0
1 1

b1 = ) (an +bn) any1=an si f(bn)f(§ (an + bn)) >0

En gros on se rapproche de plus en plus de x¢ en découpant en 2 chaque intervalle précédent.
Ainsi a I’étape n, la taille de Uintervalle est b, —a, = 27"(by — ap), ce qui mesure aussi la qualité de
I’approximation de zg. La méthode, bien que basique, est finalement assez rapide puisque si b — a
est de Pordre de I'unité, en une cinquantaine d’itérations on a une approximation a 10715 pres.

Exemple.

On veut trouver une approzimation de /2 grace a f(x) = 22 —2etag=1, by = 2.

Mais d’autres méthodes permettent souvent de converger bien plus vite vers la racine d’une fonction,
lorsque la fonction f est dérivable. Il s’agit d’abord, car elle est plus intuitive, la Méthode de la
sécante. On se place dans le cadre précédent, c’est-a-dire que ’on suppose qu’il existe ug < uq
tel que zg €Jug, u;[ soit 'unique solution de f(xop) = 0 dans Jug, ui[ (donc f(uo)f(u1) < 0). On
définit uy de la maniére suivante: ug est le point d’intersection entre la droite joignant (ug, f(ug)) et
(u1, f(u1)) et axe des abscisses (faire un dessin!). D’oil le nom de méthode de la sécante... Montrer
qu’alors ug = uy — f(uq) %

On peut généraliser cette démarche et ainsi définir la suite (uy )y telle que

Up — Up—1

f(un) - f(un—l)

Proposition (Méthode de la sécante). Si f est de classe C? sur [ug,u1], la qualité de ’approzimation

est donnée par |u, —xo| < § exp(—K ¢") lorsque K = —ﬁ(ln(Cﬂuo—xo\)—}—qb In(Clu; —x0|)) >0,
avec ¢ = (V5 +1)/2 (le nombre d'or), C = L My/my on m; = infycpug,um [f/ ()] et My =

SUPzelug,u1] |f”($) ’

Unt1 = Up — f(uy) pour n > 1.
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Proof. En utilisant le fait que f(x0) = 0 (que on ne remplace pas partout), on peut facilement vérifier que:

fun)=f(zo) _ f(un—1)—F(=0)

Un —TQ Up—1—20

e R (O ey ey
Ainsi, si 'on note g(z) = %ﬁém), en utilisant le Théoréme des Accroissements Finis, on obtient que:
f(un)*f(fo) _ f(un—l)*fl(ﬂfo)
(),

avec & € [un—1,uyn]. Une dérivation simple montre que:

(z — 20) f'(x) — (f(x) — f(x0))

(z —20)?

g (x) =

Mais en utilisant la formule de Taylor-Lagrange d’ordre 2 de f(zo) en z, on obtient qu’il existe w € [zo, ] tel que:
f(xo) — f(z) = (zo — ) f'(x) + 1 (x — 20)* f"(w). En remplagant dans la formule de ¢’(z), on obtient donc que:

J(©) =5 1"(w) avecwe 6]

Par conséquent, on obtient que

flun)=f(zo) _ flun—1)—f(=0)

Up —T0 Up—1—TQ _ f//(w)

Up — Un—1 2
Comme, toujours d’apres le Théoréme des Accroissements Finis, il existe g € [un—1,un] tel que f(un) — f(un—1) =
(1) (un — un—1), on en déduit donc que:

flun)—Ff(=o) _ fun—1)—Ff(xo)
Up —xQ Up—1—T0 _ lf//(w)

f(un) = fun-1) 2 f(p)

= |un+1 — zo| < C|un — xo| |n—1 — o]

Si on multiplie I'inégalité précédente par C, en prenant le logarithme et en notant 6, = In (C'|un — zo|), on obtient
que:
Ont1 < 0n +0p—1 pourn > 1.

Pour espérer que (d,,) tende vers —oo, ce qui impliquerait que (u,) tend vers x1, on doit donc choisir ug et u; de telle
maniére que do ou &1 soit négatif. Plus précisément, si on note (8},) telle que §y = o, 61 = 61 et 8,41 = 0, + 5,1 pour
n > 1, alors 8, < d;, pour tout n > 0. Mais la suite (4;,) est une suite de Fibonacci, ce qui implique qu’il existe A1 et
X2 tels que 0, = A1 @™ + X2 (—¢) ™" avec ¢ = (v/5+1)/2 le nombre d’or, qui vérifie > = ¢+ 1. Comme ¢ —> o0

n——+oo
et (—¢)™" —+> 0, on veut nécessairement avoir A1 < 0. Or on a §) = §o = A1 + A2 et 6] = 61 = A1p — A2/¢p. Dot
n— oo
1 uo — o 61
A= ——(d 1) — A 0) «— —— < C" .
1 2+¢(0+¢ 1) (M <0) |u1—1’0|¢<
En conséquence on en déduit que pour n grand, §, < ﬁ(do + ¢ 1) ", soit:
|un - m1| < C' exp ()\1 d)").
avec C' = exp(ddo — 61)/(2¢9 — 1))/C. O

Si maintenant on suppose directement que f : IR — IR est une fonction de classe C! sur un
voisinage I de xg, unique solution de I’équation f(z() = 0 dans ce voisinage, on voit avec la méthode
de la sécante que pour n suffisamment grand, u, se rapproche de xg et donc % ~ 1/ (uy).
Aussi peut-on définir la méthode de Newton-Raphson qui conduit & la construction de la suite

(vn) telle que:

Un+1:Un—f,( ) pour n € IN et vg € I.
n

On obtient ainsi
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Proposition (Méthode de Newton-Raphson). Soit f : IR — IR une fonction de classe C* sur
un voisinage I de o, unique solution de l’équation f(xz9) = 0 dans ce voisinage. On suppose qu’il
existe ug dans ce voisinage tel que f' soit de signe constant sur [ug, xo] (ou [zg,ug]) avec f'(zo) # 0.
Si f est de classe C% sur I, et si my = infyer |f'(x)] et Ma = sup,c; |f" ()] et |ug —z0| < 2M7 /M,

Mo \2"~1 n
|un, — xo| < (2—) lup — o|*” — 0.
mi n—+oo

Proof. On vérifie d’abord que zo est une limite possible de la suite (u,). On montre & 'aide d’un développement
de Taylor-Lagrange d’ordre 2 de f(20) en un, que f(20) = f(un) + (un — z0)f (un) + & (un — z0)*f'(6) avec 6 situé
entre o et Un, s0it f(un) = (un — x0) f'(Un) — 2 (un — 20)>f”(6). D’ott en remplagant , alors

1 > f(0) M> My \2" 1= ey
|tns1 — o] = lg(unfxo) Fla) < 27|un7x0| (Tml) ‘UO*Z'O‘
Donc la convergence est dite quadratique et si uo est suffisamment proche de z¢ (si W|uo — x| < 1). O
Exemple.
P R . d \/5 A N 2 2 il o u%fQ
our trouver une approzrimation de grice a f(x) = x* — 2, on peut utiliser up+1 = Uy — T
Si on prend I = [1,2], alors 2%21 = %, d’ot la convergence quadratique quand ug = 1 ou ug = 2.

Pour ces deux derniéres méthodes, en général on préfere utiliser un critére d’arrét pour décider du
rang auquel on s’arréte afin d’obtenir une approximation d’un certain ordre. Ce critére est le suivant:

Si on désire une approximation de xy a l'ordre €, on arréte de calculer la suite pour n tel que
Upt1 — Up| < E.

Aussi utilisera-t-on fréquemment une commande while pour réaliser 'algorithme.

3.4 Calcul approché d’intégrales

Une autre question intéressante est de pouvoir calculer numériquement des intégrales. En effet,
les cours de mathématiques "classiques" ont ’habitude de présenter des intégrales que I'on peut
calculer explicitement par une technique ou une autre (recherche d’une primitive, intégration par
parties, changement de variable, méthode des résidus,...). Cependant, méme en ne considérant que
des intégrales définies (non généralisées), trouver explicitement la valeur d’une intégrale ne peut
étre effectué que dans des cas trés particuliers. Considérons ’exemple simple suivant:

Exemple.

Soit X une variable suivant une loi normale centrée réduite. Quelle est la probabilité que | X| soit
inférieure 6 29 Cela revient 4 calculer \/% f_22 e~ t/2dt. Mais on ne peut calculer explicitement
cette intégrale & partir de primitives usuelles. On peut cependant ’approcher (voir ci-dessous) et
on obtient a peu prés 0.95... Une premiére idée naturelle pour approcher une intégrale définie
1= f; f(z)dz est d’utiliser des sommes de Riemann. Ainsi on pourra considérer:

b—a)

M |

So(n) =

— )

Eod

11 est clair que si f est continue. On peut méme dire un peu plus dés que 1’on suppose que f est de
classe C! sur [a, b].



Licence M.I.A.S.H.S. deuxiéme année: Méthodes numériques 19

Proposition (Méthode d’approximation dite des rectangles). Si f est de classe C! sur [a,b],
avec My = sup,<, <, | f' ()], alors

1
I—Sy(n)| < —(b—-a)*M
| o(n)] < 2n( )" My
CEENCE) NCEENTET)
Proof. On a |I — So(n Z/ o (F&) — Fla+ D)) ] < Z/ o ()~ fa +
@)‘ dt. En notant M = sup,., <, |f'(z)| et en utilisant I'Inégalités des Accroissements Finis, on obtient:
N1 g4 (tD(b=a) (b
[T —So(n)] < / M ‘t—(a+ ( a))‘dt
— at k(b—ﬂr) n
k=0
—a)
<y /
< i(b—a) M
< - 1.

O

On a donc une qualité d’approximation en 1/n. Il est clair que la qualité d’approximation aurait

été la méme si on avait décalé les rectangles de (b—a)/n en abscisse, ¢’est-a-dire si 'on avait utilisé
une somme allant de k =1 & n plutdét que de k=04 n — 1.
On peut facilement gagner en précision par rapport a cette méthode. Il suffit juste de moyenner les
2 approximations précédentes. C’est ce que 'on appelle la méthode des trapézes, car cela revient
également a remplacer les rectangles précédents par des trapézes, les sommets de chaque trapéze
étant les (f(a+ k(b= a)))k.

(k+1)(b—a

Dy,

On peut aussi voir cette méthode comme une approximation du premier ordre de la fonction f: la
méthode des rectangles consiste & remplacer f par une fonction constante par morceaux, la méthode
des trapézes consiste & remplacer la fonction f par une succession de segments, donc une fonction
linéaire par morceaux. On obtient alors le résultat suivant:

T)+f(a+

Proposition (Méthode d’approximation dite des trapézes). On suppose que f est de classe
C? sur [a,b] avec My = sup,<,<p |f"(2)|. Alors

1
)‘ = 12n2

Proof. En reprenant les calculs précédents, on obtient:

11— Sy ( (b —a)® M.

ag BFD0-a)

11— Si(n <(Z/ f(t)f%{f(a+

k(b a)

k(b—a)

)+ fla+ (k—’_li }dt‘

Pour simplifier les notations, on va majorer f;lz f(t) = 3 (f(@1) + f(z2)) dt. En utilisant une double intégration par
partie, il est facile de montrer que:

/ 10~ 5 (Pl + S ae= 5 [ (2 — 21)(22 — 2) " (2)d.
On en déduit ainsi que:

% f(@1) + flz2))dt < ‘ < % Af(mfxl)(m —x)dx

M.
< T; (z2 — 451)3'

IN

On peut ainsi appliquer ce résultat a z1 = f(a + k(b= “)) et 2 = f(a+ W) d’ott le résultat final. O
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On voit ainsi le gain important (on est désormais & une vitesse d’approximation en 1/n?) offert
par cette méthode. Notons que la méthode des rectangles ne permet pas d’atteindre une telle vitesse
méme lorsque 'on suppose la fonction de classe C2, hormis dans de rares cas particuliers.

Mais cela donne également 1'idée d’améliorer encore la qualité d’approximation, en choisissant une
approximation locale d’ordre 2 de la fonction f, donc une approximation de f par des fonctions
paraboliques par morceaux.

On commence par définir plus généralement ce qu’est un polynéme d’interpolation:

Définition (Polynéme d’interpolation de Lagrange). Soit x1 < xo < -+ < Ty, n réels
distincts, avec n > 1 et f une fonction définie en les x;. Alors il existe un unique polynéme Py,
de degré (n — 1) tel que P(x;) = f(x;) pour tout i = 1,--- ,n, appelé polynoéme d’interpolation de
Lagrange. On a:

.
Z f(z) Héz 2 pour tout x € IR.
];éz( xl)

Pour "mieux" approcher la fonction f entre 1 et x2 qu’avec une fonction constante (typiquement
f(z1) ou f(x2)) ou le segment reliant (x1, f(z1)) & (2, f(x2)), on peut utiliser une approximation
parabolique en rajoutant le milieu de [z1, z2], donc le point %(wl +x2), et la valeur de f en ce point,
soit f( (1 + :UQ)) Ce polynoéme s’écrit donc entre x1 et x5 sous la forme:

2
(w2 — 1)
En intégrant un tel polyndéme entre z1 et x2, on obtient que la surface approchée de f entre z; et
T9 vaut:

T+ T2

fal) = (£l (e= T2 (wa)=2 £ (P2) (o) (=) (22) (= 2) (2a1) ).

z2

[ R = 2 () [ o= P = ae —2 (P72 [ = aa)e - )i

1

+f(x2) / (z— a "2”2)(1: - :Ul)dm)

1

(22 T+ X2

= ) () 4 (IR 4 pa).

Aussi peut-on maintenant définir approximation de Simpson de lintégrale I = f; f(t)dt par la
somme:

Sa(n) = (bG_na) > {fla+ k(bn_a)) +4f(a+ W) +fat W)}.
k=0

On peut alors montrer le résultat suivant:
Proposition (Méthode d’approximation de Simpson). On suppose que f est de classe C* sur

[a,b] avec My = sup,<,<y |f®(z)|. Alors

|1 Sy(n) (b— a)® M.

} < ;
2880 n*
Proof. Posons g(t) = [ f(z)dx — 1 (f(m—t)+4f(m)+ f(m-+t). On va majorer |g(t), et on remplacera ensuite

m—t 6
t par (b—a)/2n et m par a + (2k + 1)(b — a)/2n. La fonction g est de classe C* et on obtient:

Jgit) = %(2f(m+t)+2f(m—t)—4f(m)+tf/(m—t)—tf'(m—|—t)) et ¢(0) =0
g'(t) = 1(f’(m+t)—f’(m—t)—tf”(m—t)—tf”(ert)) et g"(0) =0
(f(3>(m—t)—f(3)(m+t))-

Wl = w
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11 est clair, avec une Inégalité des Accroissements Finis que:

< My

l9® )] < 3 £

On écrit ensuite que g”(t) = fot ¢® (x)dz car ¢" (0) = 0. D’ou,
t
9" (t)] s/ 19 (@)|dz < %t?’.
0

Méme chose en écrivant ¢'(t) = fg g" (z)dz, grace & ¢’(0) = 0. On obtient alors:

/ Con M
g0l < [ lo"@lde < 3¢
0

Enfin, derniére étape, on obtient:

t
, M.
|lg(t)] S/ ' (@)|dw < =545,
J 0

= 180
Comme t = (b — a)/2n, on voit apparaitre un 2° supplémentaire, dont le produit avec 180 fait bien 2880. Apparait
aussi un 1/n5, que I'on somme n fois, ce qui améne & un terme en 1/n4. O

4 Statistique et probabilités numériques

On rappelle que si (€2,.4,IP) est un espace de probabilités, alors une variable aléatoire X est une
fonction X : w € Q@ — X(w) € R telle que Fx(z) = IP(X < x) existe pour tout z € IR. Lorsque
I’on observe le résultat d’une variable aléatoire au cours d’une expérience, cela revient a fixer w € €
et & observer X (w), un réel, appelé le plus souvent une réalisation de la variable aléatoire.
C’est ce dont on dispose en statistique, d’une donnée et non d’une variable aléatoire. Sil’expérience
est recommencée, on disposera alors de X (w'), ot w’ € Q est généralement différent de w.

4.1 Simulation de réalisations de variables aléatoires

L’ordinateur fonctionne de maniére purement déterministe. Pourtant il est possible de produire
avec un ordinateur des vecteurs de nombres qui se comportent quasiment comme des réalisations
de variables indépendantes de loi uniforme sur [0, 1] (le fait que ce ne soit qu’une approximation
n’est pratiquement pas décelable). Obtenir un "vrai hasard" nécessiterait une infinité d’opération
ce qui n’est pas accessible. Une fois ces approximations obtenues, il est possible de simuler des
quasi-réalisations de n’importe quel échantillon de v.a.i.i.d., lorsque la loi de ces variables est con-
nue.

La premiére étape est donc la simulation de ces quasi-réalisations de variables indépendantes de
loi uniforme sur [0,1]. Plusieurs algorithmes sont possibles avec les logiciels (voir notamment la
page qui décrit tous les algorithmes programmés avec R), mais ils procédent tous a peu prés du
méme principe que nous décrivons maintenant.

Soit a et b deux nombres entiers positifs et premier entre eux (sans diviseur commun). On considére
la suite d’entiers (z,)pen,

Tpil = a X T mod(b), xo € {0

4.2 Théorémes limites

Les deux résultats majeurs qui permettent de relier la statistique (c’est-a-dire un travail sur des
données) a des calculs théoriques probabilistes (typiquement des caractéristiques de lois de proba-
bilités) sont la Loi Forte des Grands Nombres et le Théoréme de la Limite Centrale. Avant d’en
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dire plus, on rappelle deux définitions importantes relatives & la convergence de suites de variables
aléatoires:

Définition. Soit (X,,)neN une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de proba-
bilités (Q, A, IP). On dit que (X,) converge en probabilité vers une variable aléatoire Y, ce qui

est noté X, Py lorsque pour tout € > 0, IP(]Xn -Y|> a) — 0.

n—-+400 n—-+00

Concrétement, cette convergence signifie que les réalisations de X,, se rapprochent de plus en
plus de celles de Y avec une grande probabilité et si n augmente encore, elles se rapprochent encore
plus. Cela peut g’illustrer lorsque Y est une constante que X, s’en rapproche globalement de plus
en plus, comme une convergence habituelle d’une suite & I'infini vers sa limite, & ceci prés que si l'on
trace I'ensemble des points (n, X,,(w)) la trajectoire produite a une asymptote mais s’en rapproche
de facon trés irréguliére. Une autre convergence va étre essentielle dans la suite:

Définition. Soit (X,,)new une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de proba-
bilités (0, A,IP). On dit que (X,) converge en loi vers une variable aléatoire Y, ce qui est noté

X, 5 Y lorsque Fx,(x) — Fy(x) pour tout x € IR tel que Fy soit continue en x.
n—00 n—+o00

Théoréme.
Quelques applications:
1. Intervalles de confiance d’un estimateur
2. Test sur un parameétre

3. Méthode de Monte-Carlo pour estimer la valeur d’une intégrale

4.3 Régression par moindres carrés



