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Feuille n
o
1:

Processus aléatoires: premières définitions et propriétés

(1) (*) Soit (εt)t∈ZZ un bruit blanc. Déterminer si les processus suivants sont 1/ centrés, 2/ stationnaires,
3/ des bruits blancs, avec

Xt = (2t− 1)εt, Yt = 3ε2t, Zt = εt − εt+1.

(2) (*) Soit (εt)t et (ε′t)t deux bruits blancs indépendants. (εt + ε′t)t est-il un bruit blanc?

(3) (*) Soit X = {Xt, t ∈ IN} un processus tel que X0 soit une variable uniforme sur [−1, 1] et pour
n ∈ IN, Xn+1 = Xn + 1. X est-il stationnaire? A accroissements stationnaires? Les Xi sont-elles
indépendantes? Calculer les fonctions espérance et covariance de X .

(4) (*) Soit (εt)t∈ZZ un bruit blanc gaussien de variance σ2. Soit f : IR 7−→ IR, continue, telle que
f(0) = 0. On considère Xt = f(εt). (Xt) est-il un processus centré? stationnaire? gaussien?

(5) (*) On suppose que le processus (Xt)t∈ZZ est tel que Yt = Xt+2−Xt soit stationnaire. (Xt)t∈ZZ est-il
stationnaire? Réciproquement, si (Xt)t∈ZZ est stationnaire, montrer que (Yt) est stationnaire.

(6) (*) On considère la châıne de Markov X = (Xt)t∈IN à deux états Xt ∈ E = {0, 1}, telle que

Pr(X0 = 0) = p0 ∈]0, 1[ et sa matrice de transition est M =

(
0.9 0.2
0.1 0.8

)
.

(a) Pourquoi est-ce bien une châıne de Markov? Est-elle homogène?
(b) Calculer les probabilités des événements {X1 = 1}, {(X1, X2) = (1, 0)} et {X3 = 1}.
(c) Calculer la probabilité de X2 = 1 sachant que X3 = 1.
(d) Montrer qu’il existe une unique loi de probabilité invariante pour X et la préciser. En déduire

la condition nécessaire et suffisante pour que (Xt)t∈N soit stationnaire.

(7) (*) Soit (Xt)t∈Zet (Yt)t∈Z deux processus non corrélés, ayant pour fonctions d’auto-covariance
γX (.) et γY (.) et pour densité spectrale fX (.) et fY (.) respectivement. Montrer que le proces-
sus Zt = Xt +Yt est stationnaire d’ordre 2, a pour fonction d’auto-covariance γZ = γX + γY et pour
densité spectrale fZ = fX + fY .

(8) (***) Soit (εt)t∈IN un bruit blanc. On définit par récurrence le processus (Xt)t∈IN pour t ∈ IN
par : Xt+1 = εt+1 Xt. Si X0 est fixé (donc la mesure de X0 est une masse de Dirac en un point)
est-il possible que X soit stationnaire? Même question si maintenant (εt)t∈IN est un bruit blanc de
loi uniforme sur [0, 1] et X0 suit une loi uniforme sur [0, 1]. Et si X0 et εt prennent leurs valeurs
dans {−1, 1}? Plus généralement, à quelles conditions sur X0 et ε le processus (Xt)t∈IN peut-il être
stationnaire?

(9) (**) Soit X = (Xt)t∈Z le processus défini par Xt = A cos
(
πt
3

)
+ B sin

(
πt
3

)
où A et B sont des vari-

ables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de variance σ2. Montrer que X est un processus
centré stationnaire d’ordre 2. Calculer sa fonction d’auto-covariance ainsi que sa densité spectrale.

(10) (**) Soit (εt)t∈ZZ un bruit blanc gaussien. On définit le processus (X
(m)
t )t∈ZZ par X

(m)
t =

m∑

k=0

θkεt−k

pour t ∈ ZZ, avec −1 < θ < 1 et m ∈ IN fixé.

(a) Montrer que (X
(m)
t )t∈ZZ est un processus gaussien existant pour tout t ∈ ZZ.

(b) Montrer que (X
(m)
t )t∈ZZ est un processus centré et stationnaire. En déduire var (Xt).

(c) Montrer que pour tout t ∈ Z, la suite de fonctions (X
(m)
t )m admet une limite dans  L2 quand

m → ∞. On notera X
(∞)
t cette limite.

(d) En travaillant sur la suite des densités, montrer que (X
(∞)
t )t est un processus centré, gaussien,

stationnaire et vérifie pour t ∈ ZZ, X
(∞)
t+1 = θX

(∞)
t + εt+1.
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(11) (**) On suppose que la densité spectrale f d’un processus d’ordre 2 centré et stationnaire (Xt)t∈Z

est une fonction telle que f (λ) = a si 0 ≤ |λ| < π
2 et et par f(λ) = b si π/2 ≤ λ ≤ π.

(a) Déterminer la fonction d’auto-covariance γX (0) puis γX (k) pour k ∈ Z.
(b) Vérifier que

∑
k∈Z

|γX (k) | = ∞ mais que
∑

k∈Z
|γX (k) |2 < ∞.

(12) (***) Soit le processus BH = (BH(t))t∈IR tel que BH est centré, gaussien et vérifie BH(0) = 0 et
pour tout (s, t) ∈ IR2,

IE (BH(t + s) −BH(t))2 = σ2 |s|2H où H ∈]0, 1[ et σ > 0.

On supposera qu’un tel processus existe bien.
(a) En déduire la loi de BH(t) pour t ∈ Z.
(b) Déterminer la covariance de BH(t) (considérer à part le cas H = 0.5).
(c) On note NH(t) = BH(t + 1) − BH(t) pour t ∈ IN. Montrer que NH = (NH(t))t∈IN est un

processus gaussien centré à temps discret stationnaire et donner la loi de probabilité de NH(t).
(d) Déterminer la covariance rH(k) de NH . Que peut-on dire lorsque H = 0.5?
(e) Montrer que

∑
|r(k)| = +∞ pour H > 0.5. Que peut-on en déduire quant à la densité spectrale

de NH?
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Feuille n
o
2:

Tendance et saisonnalité

(1) (*) Soit (εt)n∈IN un bruit blanc de variance σ2. On considère le processus X = (Xt)t∈IN tel que
Xt = (3t + εt)

2 + (−1)t pour t ∈ IN.
(a) Calculer IEXt. En déduire la tendance et la saisonnalité (et la période) de X .
(b) Calculer varXt.
(c) On considère la partie bruit de la série. Est-elle stationnaire?

(2) (**) Soit (εt)t∈IN et (ε′t)t∈IN deux suites indépendantes de v.a.i.i.d. d’espérances respectives m et
m′, avec m 6= m′. Soit X le processus tel que X2p = εp et X2p+1 = ε′p pour p ∈ IN.
(a) Déterminer la tendance, la saisonnalité et la partie bruit de ce processus. Cette partie bruit

est-elle stationnaire?
(b) On considère maintenant la marche aléatoire Y formée à partir de X (soit Yt =

∑t

k=1 Xk pour
k ∈ IN). Déterminer la tendance, la saisonnalité et la partie bruit de Y . Cette partie bruit
est-elle stationnaire?

(3) (**) Soit le processus X = (Xt)t∈IN tel que Xt = at + b + εt pour t ∈ IN, où (εt)n∈IN est un bruit
blanc gaussien de variance σ2 et a et b sont deux nombres réels.
(a) Déterminer la tendance et la saisonnalité de X .
(b) Déterminer la loi de Xt pour t ∈ IN.
(c) On suppose une trajectoire (X1, · · · , Xn) connue, mais a et b inconnu. Déterminer l’expression

des estimateurs ân et b̂n obtenus par moindres carrés ordinaires.
(d) A-t-on convergence de ces estimateurs? Si oui, à quelle vitesse?

(e) On considère la série détendancialisée (ε̂t) telle que ε̂t = Xt − ânt− b̂n pour t ∈ {1, · · · , n}. La
famille (ε̂t)1≤t≤n est-elle stationnaire?

(f) Montrer que cov (ε̂i, ε̂j) → 0 quand |i − j| → ∞. Et pour i 6= j, a-t-on cov (ε̂i, ε̂j) → 0 quand
n → ∞?

(4) (**) On considère le processus X = (Xk)k∈ZZ tel que:

Xk =
(

cos(
π

2
k) + εk

)2

pour tout k ∈ ZZ,

avec (εk)k∈ZZ un bruit blanc gaussien de variance σ2.
(a) Déterminer la tendance et la saisonnalité (et la période) de X . X est-il un processus station-

naire?
(b) Calculer la variance de Xk pour k ∈ ZZ.
(c) Déterminer un filtre linéaire non nul rendant la série chronologique X sans tendance ni saison-

nalité. Si Y est la série filtrée, Y est-elle un bruit blanc?

(5) (**) On suppose que le processus X = {Xt, t ∈ IN} est de la forme Xt = s(t)+εt avec s une fonction
de période T ≥ 2 connue et ε un bruit blanc. On suppose connu (X1, · · · , XnT ). On suppose que
s(t) = a cos(2πt/T ) + b sin(2πt/T ) pour t ∈ IN où a et b sont inconnus. Déterminer l’expression

des estimateurs ân et b̂n obtenus par moindres carrés ordinaires. Lorsque n → ∞, ces estimateurs
sont-ils convergents?

(6) (***) On suppose que le processus X = {Xt, t ∈ IN} est de la forme Xt = s(t) + εt avec s une
fonction de période 2 et ε un bruit blanc gaussien de variance σ2 inconnue. On suppose connu
(X1, · · · , X2n).
(a) Montrer que la variance empirique de X est un estimateur convergent vers σ2. Calculer sa

vitesse de convergence.
(b) Déterminer l’expression exacte de l’estimation de s par une régression par moindres carrés.

Quelle est la vitesse de convergence?
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(c) Déterminer alors une estimation de σ à partir du processus auquel on a retiré l’estimation de
s. Quelle est alors la vitesse de convergence?

(7) (**) On considère le processus (Xt), où Xt = P (t) + s(t) + εt avec P (t) un polynôme de degré 3,
s(t) une fonction périodique de période 4, telle que s(1) + s(2) + s(3) + s(4) = 0, et (εt) est un bruit
banc gaussien de variance σ2.
(a) Déterminer un filtre linéaire éliminant la tendance, puis un filtre linéaire éliminant la saison-

nalité.
(b) Quel est le filtre composé de ces deux filtres?
(c) Déterminer la loi de la série filtrée. Est-ce un bruit blanc?



6 Master M.A.E.F. première année

Feuille n
o
3:

Processus ARMA et extensions

(1) (*) Soit (εn)n∈Z un bruit blanc de variance 1. On considère les processus X et Y , où:

Xn = 0.7Xn−1 + εn et Yn = −0.7Yn−1 + εn pour n ∈ ZZ.

Quels sont ces processus? Déterminer la densité spectrale et le corrélogramme (théorique) de ces
processus. Que se passe-t-il si on rajoute la condition X0 = 0?

(2) (*) Déterminer si les processus autorégressifs suivants sont stationnaires (inversibles) et causaux:
(a) Xt + 0.2Xt−1 − 0.48Xt−2 = εt;
(b) Xt + 1.9Xt−1 + 0.88Xt−2 = εt + 0.2 εt−1 + 0.7 εt−7;
(c) Xt + 0.6Xt−1 = εt + 1.2 εt−1;
(d) Xt + 1.8Xt−1 + 0.81Xt−2 = εt;
(e) Xt − 1.5Xt−1 + 0.5Xt−2 = εt − εt−2;
(f) Xt + 1.6Xt−1 = εt − 0.4 εt−1 + 0.04 εt−2.

(3) (**) Soit (εn)n∈Z un bruit blanc gaussien de variance σ2 et soit X = (Xt)y∈Z le processus ARMA
tel que: Xt = aXt−1 + εt où |a| > 1.
(a) Montrer que Xt est donné par l’expression Xt = −

∑∞

j=1 a
−jεt+j

(b) On définit ωt = Xt −
1
a
Xt−1. Montrer que ωt ∼ N

(
0, σ2

ω

)
. La famille (ωt)t∈Z est-elle un bruit

blanc gaussien? Exprimer σ2
ω en fonction de a et σ2 et montrer que X a la représentation

causale (en fonction de ωt): Xt = 1
a
Xt−1 + ωt.

(4) (**) Soit (εn) un bruit blanc gaussien de variance σ2. On considère les processus X et Y , où:

Xn = A cos(πn/3) + B sin(πn/3) + Yn et Yn = εn + 2.5εn−1 pour n ∈ Z,

où A et B sont deux variables normales centrées réduites indépendantes et indépendantes des εn.
(a) Quel type de processus est Y ? Tracer la densité spectrale et le corrélogramme (théorique) de

Y . Déterminer la loi de Yn pour n ∈ Z.
(b) X a-t-il une tendance? une saisonnalité?
(c) Montrer que X est stationnaire et déterminer sa densité spectrale et son corrélogramme.
(d) Déterminer la loi de Xn pour n ∈ Z.

(5) (*) Soit (εn) un bruit blanc de variance 1. On considère les processus X et Y , où:

Xn = Xn−3 + εn et Yn = 0.999Yn−3 + εn pour n ∈ ZZ.

(a) Quel type de processus est Y ? Tracer la densité spectrale et le corrélogramme (théorique) de
Y .

(b) Montrer que X n’est pas stationnaire. Calculer ρ(n) = IEX0Xn pour n ∈ IN et tracer ρ(n) en
fonction de n. Que remarque-t-on?

(c) Déterminer un filtre rendant X stationnaire (et non nul). Appliquer ce filtre à Y et déterminer
la densité spectrale du processus filtré.

(6) (**) On considère le processus stationnaire centré X = (Xt)t∈Z
vérifiant: Xt−aXt−1−a2Xt−2 = εt

où (εt)t∈Z
est un bruit blanc gaussien de variance σ2.

(a) Pour quelles valeurs de a ce processus est-il causal?
(b) Pour une réalisation x1, · · · , x200 de ce processus on observe γ̂ (0) = 6.06 et γ̂ (1) = 4.16. Trou-

ver les estimations de a et de σ2 en résolvant les équations de Yule-Walker (si il y a plusieurs
solutions, choisir la solution causal).

(7) (*) Soit deux observations x1 et x2 avec |x1| 6= |x2| d’un processus AR(1) causal stationnaire sat-
isfaisant Xt = aXt−1 + εt, où (εt)t∈Z

est un bruit blanc gaussien de variance σ2. Trouvez les

estimateurs du maximum de vraisemblance de a et σ2.
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(8) (**) Trouver une équation de degré 3 vérifiée par l’estimateur du maximum de vraisemblance du
paramètre a d’un processus AR(1) causal stationnaire satisfaisant Xt = aXt−1 + εt, où (εt)t∈Z

est

un bruit blanc gaussien de variance σ2, si on suppose que l’on dispose des observations (x1, · · · , xn).

(9) (***) Soit (εn) un bruit blanc gaussien de variance σ2. On considère le processus X , où:

Xn = Xn−1 − 0.16Xn−2 + εn − 0.2 εn−1 pour n ∈ ZZ

(a) Quel type de processus est X? Tracer sa densité spectrale.
(b) Déterminer les équations de Yule-Walker et en déduire l’expression du corrélogramme (théorique)

de X .
(c) On suppose connu le corrélogramme empirique de X . En déduire un estimateur de σ2.

(10) (*) Soit (εn) un bruit blanc gaussien de variance σ2.
(a) Déterminer la densité spectrale et la fonction de covariance de ε (soit r(k) = IE ε0εk pour

k ∈ IN).
(b) Calculer la log-vraisemblance exacte (c’est-à-dire log f(ε1,...,εn)(x1, .., xn)) en fonction de σ2.

Peut-on obtenir une expression simple de l’estimateur de σ2 par maximum de vraisemblance?
(c) Écrire le contraste de Whittle pour le paramètre σ2. Peut-on obtenir une expression simple de

l’estimateur de σ2 par minimum de contraste? Comparer avec l’expression précédente.

(11) (**) Soit (εn) un bruit blanc gaussien de variance σ2. On considère le processus X , où:

Xn = εn − θεn−1 pour n ∈ IN,

où θ ∈] − 1, 1[.
(a) Quel type de processus est X? Déterminer sa densité spectrale et sa fonction de covariance

(soit r(k) = IEX0Xk pour k ∈ IN).
(b) Calculer la log-vraisemblance exacte (c’est-à-dire log f(X1,...,Xn)(x1, .., xn)) en fonction de σ2 et

θ (on écrira matriciellement cette expression). On notera R(n) la matrice d’ordre n: (r(j −
i))1≤i,j≤n. Peut-on obtenir une expression simple de l’estimateur de (σ2, θ) par maximum de
vraisemblance?

(c) Écrire le contraste de Whittle pour les paramètres (σ2, θ). Peut-on obtenir une expression
simple de l’estimateur de (σ2, θ) par minimum de contraste?

(d) Répondre au deux questions précédentes en supposant θ = 0.5 connu (le paramètre à estimer
est alors seulement σ2).

(12) (**) Soit (εn)n∈IN un bruit blanc gaussien de variance σ2 et soit X = (Xt)t∈Z le processus ARCH(1)

défini par Xt = εt

√
1 + aX2

t−1 pour t ∈ Z, avec 0 ≤ a < 1.

(a) X est-il gaussien? Centré?
(b) Montrer que Y = (X2

t )t∈Z est un processus ARMA.
(c) Déterminer l’expression de la vraisemblance conditionnelle de (X1, · · · , Xn) sachant X0, X−1, . . .,

puis en déduire un estimateur de a par maximum de vraisemblance.



8 Master M.A.E.F. première année

Feuille n
o
4:

Châınes de Markov à espace d’état fini

(1) (*) Soit la châıne de Markov homogène (Xn)n∈IN à valeurs dans E = {0, 1} et telle que Pr(X1 =
1 |X0 = 0) = p et Pr(X1 = 1 |X0 = 1) = q, où p, q ∈]0, 1[ sont inconnues.
(a) Tracer le graphe associé à cette châıne.
(b) Déterminer la matrice de transition de (Xn).
(c) On suppose que X0 = 0. Déterminer la loi de probabilité de X1.
(d) Déterminer la mesure de probabilité µ invariante par X .
(e) On suppose que X0 à pour loi µ. Déterminer IEXn puis l’auto-covariance de X . Donner enfin

la densité spectrale de X . Existe-t-il un processus ARMA ayant la même densité?
(f) On suppose toujours que X0 à pour loi µ et que (X1, · · · , Xn) est observé. Déterminer

l’expression des estimateurs p̂n et q̂n. Vérifier que ces estimateurs convergent.

(2) (*) Soit la châıne de Markov homogène (Xn)n∈IN à valeurs dans E = {−1, 0, 1} telle que IEXn = 0
et

Pr(X1 = 1 |X0 = 0) = Pr(X1 = −1 |X0 = 0) = p

Pr(X1 = 1 |X0 = 1) = Pr(X1 = −1 |X0 = −1) = q

Pr(X1 = 1 |X0 = 1) = 1/2,

avec 0 < p < 1/2 et 0 < q < 1/4.
(a) Tracer le graphe associé à cette châıne.
(b) Déterminer la matrice de transition de (Xn).
(c) On suppose que X0 = 0. Déterminer la loi de probabilité de X1.
(d) Existe-t-il des états absorbants pour cette châıne?
(e) Déterminer la ou les mesures de probabilité invariantes par X .

(3) (**) Reprendre l’exercice précédent en traitant le cas p = 1/2 et q < 1/4, puis le cas p = 2q = 1/2.

(4) (**) Soit la châıne de Markov homogène (Xn)n∈IN à valeurs dans E = {0, 1, · · · ,m}, où m ≥ 2 telle
que pour tout k ∈ {1, · · · ,m− 1},

Pr(X1 = k + 1 |X0 = k) = 1 − Pr(X1 = 0 |X0 = k) = p

Pr(X1 = 0 |X0 = m) = Pr(X1 = 1 |X0 = 0) = 1.

(a) Tracer le graphe associé à cette châıne.
(b) Déterminer la matrice de transition de (Xn).
(c) On suppose que X0 = 0. Déterminer la loi de probabilité de X1, puis celle de X2.
(d) Existe-t-il des états absorbants pour cette châıne?
(e) Déterminer la ou les mesures de probabilité invariantes par X .
(f) La châıne converge-t-elle en loi quand n → ∞?
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Feuille n
o
5:

Prédiction

(1) (*) Soit (Xn)n∈IN∗ un processus stationnaire d’espérance m et de covariance r(·). Montrer que le
prédicteur optimal au sens des moindres carrés de Xn+h de la forme aXn + b s’obtient avec a = r(h)
et b = m(1 − r(h)).

(2) (**) Soit la châıne de Markov (Xn)n∈IN à valeur dans {x1, x2} et de matrice de transition Q =
(qij)1≤i,j≤2. Déterminer la prédiction optimale au sens des moindres carrés de Xn+1 et Xn+2 con-
naissant (X0, X1, · · · , Xn).

(3) (**) Soit (Xn)n∈ZZ le processus MA(1) stationnaire défini par

Xn = εn − θεn−1, pour n ∈ ZZ,

avec |θ| < 1 et (εn) un bruit blanc gaussien de variance σ2. Montrer que le prédicteur linéaire

optimal X̂n+1 au sens des moindres carrés de Xn+1 à partir de {Xn−j, j ∈ IN} est :

X̂n+1 = −
∞∑

j=1

θjXn+1−j .

Calculer l’erreur quadratique moyenne de ce prédicteur.

(4) (**) Dans le modèle de l’exercice précédent, on suppose que X1, X2, X4 et X5 sont connus, mais

pas X3. Déterminer le prédicteur linéaire optimal X̂3 au sens des moindres carrés de X3 à partir
de (X1, X2), puis à partir de (X4, X5) et enfin à partir de (X1, X2, X4, X5). Calculer à chaque fois
l’erreur quadratique moyenne de ce prédicteur.

(5) (**) Répondre aux mêmes questions dans le cas du modèle

Xn = φXn−1 + εn, pour n ∈ ZZ,

où |φ| < 1 et (εn) un bruit blanc gaussien de variance σ2.

(6) (***) Soit le processus X = (Xn)n∈Z tel que Xk = ak + b + εk. On suppose que (XA, · · · , Xn) est
connue mais a et b sont inconnus. On estime a et b par moindres carrés ordinaires.

(a) Si (εn) est un bruit blanc gaussien de variance σ2, déterminer une prédiction X̂n+1 et donner
son erreur quadratique moyenne. Que se passe-t-il quand n → ∞?

(b) Si (εn) est un processus MA(1) de paramètre φ connu et de variance σ2
ε , déterminer une

prédiction X̂n+1 et donner son erreur quadratique moyenne. La prédiction est-elle “meilleure”
que dans le cas précédent?

(c) Que faire si maintenant φ est inconnu?


