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Université Paris I, Panthéon - Sorbonne

Première Année Master M.A.E.F. 2016− 2017

Econométrie I
Correction du Contrôle continu n◦1, novembre 2016

Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

Exercice 1 (Sur 21 points)

Soit (Yi)1≤i≤n une famille de variables aléatoires définie par:

Yi = θ0 +

p∑
k=1

θk Z
(k)
i + εi pour tout i ∈ {1, . . . , n}, où: (1)

• θ = t(θ0, θ1, . . . , θp) est un vecteur composé de p+ 1 réels inconnus.

• pour 1 ≤ j ≤ p, les (Z
(j)
i )1≤i≤n sont p familles de réels connues. On note X =


1 Z

(1)
1 · · · Z

(p)
1

...
...

...

1 Z
(1)
n · · · Z

(p)
n

 et on

suppose que son rang est p+ 1 avec p+ 1 ≤ n+ 1.

• la suite (εi)i est une suite de v.a.i.i.d. de loi gaussienne centrée de variance σ2 > 0.

1. On note Y = (Yi)1≤i≤n et ε = (εi)1≤i≤n. Ecrire le modèle (1) sous une forme matricielle, en précisant la loi du
vecteur d’erreur ε (0.5pts).

2. Rappeler l’expression de l’estimateur θ̂ de θ par moindres carrés en fonction de X et Y (0.5pts). On note Ŷ = X θ̂.

On mesure la qualité de la prédiction par cet estimateur avec le risque quadratique R(Ŷ ) = IE
(
‖Ŷ −X θ‖2

)
, où

‖ · ‖ désigne la norme euclidienne classique. Déterminer R(Ŷ ) en justifiant votre réponse (1.5pts).

3. A partir du modèle (1), on veut tester l’hypothèse H0: θi = 0 pour tout i = p − p0, · · · , p, où p0 ∈ N∗, contre

l’hypothèse H1, son complément. On note σ̂2 = 1
n−(p+1) ‖Y − Ŷ ‖

2. Déterminer sous H0 la loi de σ̂2 (1.5pts).

4. On note X0 la matrice extraite de X contenant uniquement ses p− p0 + 1 premières colonnes et Ŷ 0 = X0 θ̂0, où
θ̂0 est obtenu par régression par moindres carrés sur les p− p0 premières variables. On définit:

F̂ =

1
p0
‖Ŷ − Ŷ 0‖2

σ̂2
.

Montrer que sous H0, ‖Ŷ − Ŷ 0‖2 = ‖PAε‖2 où A est un sous-espace vectoriel de Rn de dimension p0 que l’on

précisera et PA est la matrice de la projection orthogonale sur A (3.5pts). En déduire la loi du numérateur de F̂

(1pt). Montrer que F̂ suit une loi de Fisher à (p0, n− p− 1) degrés de liberté (1.5pts). Quelle règle de décision
s’en déduit pour décider de H0 avec un risque de première espèce α ∈]0, 1[? (1pt)

5. On suppose jusqu’à la fin du problème que θi = 0 pour tout i = p − p0, · · · , p. Déterminer alors R(Ŷ ) et R(Ŷ 0)

(1.5pts). Quel estimateur vaut-il mieux choisir entre θ̂ et θ̂0 (0.5pts)?

6. Pour estimer σ2, on utilise les estimateurs par moindres carrés non biaisés σ̂2 et σ̂2
0 construits respectivement à

partir de θ̂ et θ̂0. Déterminer en justifiant la loi de σ̂2
0 (0.5pts). Montrer que pour Z une variable de loi N (0, 1),

var(Z2) = 2 (1.5pts). Déterminer alors les risques quadratiques de σ̂2 et σ̂2
0 , soit IE

[
(σ̂2− σ2)2

]
et IE

[
(σ̂2

0 − σ2)2
]

(1.5pt). Quel estimateur de σ2 vaut-il mieux choisir entre les deux? (0.5pts)

7. Pour A et B deux sous-espaces vectoriels de Rn tels que A ⊂ B, montrer que pour tout x ∈ Rn, ‖PAx‖2 ≤ ‖PBx‖2
(2pts). On note R̂2 et R̂2

0 les coefficients de détermination R2 respectifs pour les modèles avec θ̂ et avec θ̂0. Montrer

que R̂2 ≥ R̂2
0 presque sûrement (1.5pts). Par rapport à ce critère, quel estimateur choisiriez-vous? (0.5pts)

Proof. 1. On a Y = Xθ + ε, où ε
L∼ Nn(0 , σ2 In), In étant la matrice identité.
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2. On a θ̂ = (tXX)−1tX Y .

On a Ŷ = X θ+P[X]ε, où P[X] désigne la matrice de la projection orthogonale sur [X]. Ainsi R(Ŷ ) = IE
(
‖Ŷ −X θ‖2

)
= IE

(
‖P[X]ε‖2

)
.

En utilisant le Théorème de Cochran ‖P[X]ε‖2
L∼ σ2 χ2(dim([X)]) et on en déduit donc que R(Ŷ ) = σ2 dim([X)] = σ2 (p+ 1).

3. Après calculs déjà faits et le Théorème de Cochran, σ̂2 = 1
n−(p+1)

‖P[X]⊥ε‖2
L∼ σ2

n−(p+1)
χ2(dim([X]⊥)

L∼ σ2

n−(p+1)
χ2(n− (p+ 1)).

4. Sous H0, on a Ŷ = P[X]X
0θ0 + P[X]ε = X0θ0 + P[X]ε car [X0] ⊂ [X]. De même, Ŷ 0 = P[X0]X

0θ0 + P[X]0ε = X0θ0 + P[X0]ε. Ainsi

‖Ŷ − Ŷ 0‖2 = ‖(P[X] − P[X0]) ε‖2. Or [X0] ⊂ [X], donc P[X0] ε = P[X0])P[X] ε et par suite ‖Ŷ − Ŷ 0‖2 = ‖(In − P[X0])P[X] ε‖2 =

‖P[X0]⊥ P[X] ε‖2 = ‖PA ε‖2 avec A = [X0]⊥∩ [X]. Or [X0] ⊂ [X] donc [X]⊥ ⊂ [X0]⊥. D’où dim(A) = dim([X0]⊥)−dim([X]⊥) = p0.

On en déduit ainsi que le numérateur a pour loi σ
2

p0
χ2(p0) d’après le Théorème de Cochran.

On a vu à la question 3. que le dénominateur a pour loi σ2

n−(p+1)
χ2(n− (p+ 1)). Il reste à montrer que numérateur et dénominateur

sont indépendants. Mais le numérateur est une projection de ε sur [X0]⊥ ∩ [X] et le dénominateur sur [X]⊥, donc deux sous-espaces

vectoriels orthogonaux. Le Théorème de Cochran permet donc d’en déduire l’indépendance et la loi de Ficher pour F̂ . La règle de

décision est la suivante: si F̂ ≤ qF (1− α), où qF (1− α) est le quantile d’ordre 1− α de la loi de Fisher à (p0, n− (p+ 1)) degrés de

liberté, alors on choisit H0, et si F̂ > qF (1− α), on rejette H0.

5. Comme X θ = X0 θ0, le calcul de R(Ŷ ) est le même et on obtient R(Ŷ ) = σ2 (p + 1). On peut reprendre le point 2. pour obtenir

également que R(Ŷ 0) = σ2 (p− p0 + 1) car dim([X0]) = p− p0 + 1.

Par rapport à ce critère, il vaut mieux utiliser θ̂0 que θ̂.

6. En utilisant le même raisonnement que 2., la loi de σ̂2
0 est σ2

n−(p−p0+1)
χ2(n− (p− p0 + 1)).

On a var(Z2) =
∫
R
x4fZ(x)dx −

(
IE(Z2)

)2
= 1√

2π

∫
R
x4e−x

2/2dx − 1. On utilise alors une intégration par partie en découpant

x4 = (−x3)×(−x) et en utilisant le fait qu’une primitive de −x e−x2/2 est e−x
2/2. D’où 1√

2π

∫
R
x4e−x

2/2dx = 1√
2π

(
[−x3e−x2/2]R+

3
∫
R
x2e−x

2/2dx

)
= 3. Ainsi var(Z2) = 2.

Comme les estimateurs sont non biaisés, il revient de calculer la variance d’un χ2 à (n− (p+ 1)) et (n− (p− p0 + 1)) degrés de liberté.
Avec le calcul précédent, comme un χ2(q) s’écrit comme la somme des carrés de q variables N (0, 1) indépendantes, la variance d’un

χ2(q) est donc 2q. Par suite, IE
[
(σ̂2 − σ2)2

]
= 2σ4

(n−(p+1))
et IE

[
(σ̂2

0 − σ
2)2
]

= 2σ4

(n−(p−p0+1))
.

On préfèrera donc utiliser σ̂2
0 dont le risque quadratique est plus petit.

7. On a B = A⊕(A⊥∩B), les deux sous-espaces étant orthogonaux. Donc d’après Pythagore, ‖PBx‖2 = ‖PAx‖2+‖PA⊥∩Bx‖2 ≥ ‖PAx‖2.

On a R̂2 = 1 − ‖Y−Ŷ ‖
2

‖Y−Y ‖2
= 1 −

‖P
[X]⊥ε‖

2

‖Y−Y ‖2
, alors que R̂2

0 = 1 −
‖P

[X0]⊥ε‖
2

‖Y−Y ‖2
. Comme [X]⊥ ⊂ [X0]⊥, d’après l’inégalité ci-dessus,

‖P[X0]⊥ε‖2 ≥ ‖P[X]⊥ε‖2 presque sûrement et ainsi R̂2
0 ≤ R̂

2 presque sûrement.
On en déduit donc que l’adéquation est meilleure avec des variables supplémentaires qui ne sont pas dans le vrai modèle et que suivant

ce critère il vaut mieux choisir θ̂ que θ̂0.

Exercice 2 (Sur 4 points)

On dispose de la consommation hebdomadaire de gaz et la température moyenne externe d’une maison test au sud de
l’Angleterre pendant une saison. Une régression pour expliquer la consommation de gaz en fonction de la température
est réalisée avec R. Les résultats numériques sont les suivants:

1. Donner le modèle et les hypothèses de la régression (0.5pts).

2. Donner une estimation de la variance du terme d’erreur dans le modèle de régression simple (0.5pts).

3. Compléter le tableau (1pts).
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4. Soit A une variable aléatoire de loi de Student de degré de liberté 28. Quelle est la probabilité que A soit inférieure
à 11.04 (0.5pts)?

5. Préciser les éléments du test correspondant à la ligne ”Temp” du tableau (H0, H1, la statistique de test, sa loi sous
H0 et la règle de décision) (0.5pt).

6. Rappeler la définition et interpréter le nombre ”Multiple R-squared” du tableau (0.5pts).

7. Pensez-vous que la température extérieure a un effet sur la consommation de gaz? Justifiez (0.5pts).

Proof. 1. (0.5pts) On note yi les consommations et zi les températures, le modèle linéaire suppose: yi = βzi + µi + εi, i = 1, . . . , 30
et les εi sont des variables aléatoires gaussiennes centrées et de même variance σ2. On sait que n = 30 car on voit que l’estimateur de
la variance des résidus est de 28 degrés de libertés dans le tableau.

2. (0.5pts) Un estimateur de la variance σ2 du terme d’erreur est donné par le carré du terme ’Residual standard error” dans le tableau:
σ̂2 = 0.35482 ≈ 0.126.

3. (1pts) Dans le tableau il manque T̂µ et σ̂β . On trouve d’après le tableau:

T̂µ =
µ̂

σ̂µ
≈

4.73

0.13
=

73

13
≈ 36.3.

Puis comme on a T̂β =
β̂

σ̂β
= −11.04 d’après le tableau, et que β̂ = −0.27793 toujours d’après le tableau, on en déduit que:

σ̂β =
−0.27793

−11.04
≈

0.28

11.04
≈

28

11.04
×

1

100
≈

2.5

100
= 0.025.

4. (0.5pts) D’après le tableau: P (|A| > 11.04) = 1.05× 10−11.

5. (0.5pt) Pour la ligne ”Temp”, l’hypothèse est H0: β = 0 contre β 6= 0. Sout H0 la statistique de test T̂β =
β̂

σ̂β
suit une loi de Student

à n− 2 = 28 ddl. On rejette H0 si la p-valeur est très petite (plus petite que 0.05 en pratique le plus souvent). Ici |T̂β | = 11.04 d’après
le tableau et la p-valeur: P (|A| > 11.01) = 1.05× 10−11 est très faible, hautement significative donc on rejette H0.

6. (0.5pts) Le nombre ”Multiple R-squared” 0.8131 donné par le tableau correspond au coefficient de détermination R2 du modèle. Il
signifie qu’environ 81 % de la variation des données de consommation est expliquée par ce modèle de régression linéaire simple.

7. (0.5pts) Au vu du résultat de test de Student (ou du test de Fischer équivalent à il est clair que la température a un impact sur la
consommation de gaz (+ il fait froid + on chauffe!).

Exercice 3 (Sur 2 points)

Nous étudions le nombre d’enfants yi de 10 ménages en fonction du nombre de fois zi où le ménage a mangé dans au
restaurant en un trimestre. Nous disposons de 10 couples de mesures = (zi, yi) et nous savons que: z = 15, y = 2.4 et

1

10

10∑
i=1

(zi − z)2 = 34.6,
1

10

10∑
i=1

(yi − y)2 = 4.24,
1

10

10∑
i=1

(zi − z)(yi − y) = −10.7

1. On note y = µ̂+ β̂z la droite de régression. Calculer à 10−2 près, µ̂ et β̂ (1pt).

2. Donner la formule du coefficient de détermination et montrer que l’application numérique donne 78%. Commentez.
(1pt).

Proof. 1. (1pt)

β̂ =
−10.7

34.6
≈ −0.31

µ̂ = y − β̂z = 2.4− (−0.31)× 15 = 2.4 + 4.65 = 7.05

2. (1pt)

R2 =
(−10.7)2

34.6× 4.24
=

114.49

146.704
≈

114.5

146.7
≈ 0.78

le modèle de régression linéaire simple explique 78% de la variance des données.


