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1. (Sur 23 points) Soit (Yi)1≤i≤n une famille de variables aléatoires définie par:

Yi = θ0 +

p∑
k=1

θk Z
(k)
i + εi pour tout i ∈ {1, . . . , n}, où: (1)

θ = t(θ0, θ1, . . . , θp) est un vecteur composé de p+1 réels inconnus, pour 1 ≤ j ≤ p, les (Z
(j)
i )1≤i≤n sont p familles

de réels connues et la matrice X = (Z
j)
i )1≤i≤n, 0≤j≤p, avec par définition Z

(0)
i = 1 pour tout i = 1, · · · , n. On

suppose que X est de rang p+ 1 ≤ n. La suite (εi)i est une suite de v.a.i.i.d. de loi centrée et de variance σ2 > 0.

On note H = (Hij)ij = X
(
tXX

)−1tX.

(a) On note Y = (Yi)1≤i≤n et ε = (εi)1≤i≤n. Ecrire le modèle (1) sous une forme vectorielle.

(b) Rappeler l’expression de l’estimateur θ̂ de θ par moindres carrés ordinaires en fonction de X et Y .

(c) On note Ŷ = X θ̂, ε̂ = (ε̂i)1≤i≤n = Y − Ŷ et σ̂2 = 1
n−p−1

∑n
i=1 ε̂

2
i . Ecrire ε̂ en fonction de H et de ε. En

déduire IE(ε̂) et cov(ε̂) en fonction de H et de σ2.

(d) Soit le vecteur colonne Ji tel que Ji =
t(0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0), le 1 se situant en ième position. Calculer tJiε̂.

Ecrire var(ε̂i) en fonction de Ji, H et σ2. En déduire que var(ε̂i) = (1−Hii)σ
2 (on pourra utiliser la trace).

(e) Lorsque ε est de loi gaussienne, quelle est la loi de Ŵi =
ε̂2i

(1−Hii)σ̂2
(justifier...)? Si max1≤i≤n |Hii| −→

n→∞
0 et

si ε est de loi quelconque, quelle est la loi limite de Ŵi?

(f) Si p = 1 et Z
(1)
i = αi pour 1 ≤ i ≤ n avec α ∈ R, calculer θ̂ et H. A-t-on max1≤i≤n |Hii| −→

n→∞
0?

2. (Sur 15 points) On note θ̂(−i) l’estimateur de θ lorsque l’on n’utilise pas Yi et on note Ŷ (−i) = (Ŷ
(−i)
j )1≤j≤n =

X θ̂(−i) avec X(−i) la matrice X dans laquelle on a remplacé la ième ligne par des 0. On note également la matrice
X(i) = X −X(−i), et [X] (respectivement, [X(−i)] et [X(i)]) le sev de Rn engendré par X, soit {Xθ, θ ∈ Rp+1}
(respectivement engendré par X(−i) et par X(i)). Dans Rn, on considère le produit scalaire < ·, · > tel que pour
U, V ∈ Rn, < U, V >= tUV et ∥ · ∥ sa norme associée. On appelle distance de Cook pour la ième observation, la
statistique

D̂i =

∑n
j=1(Ŷj − Ŷ

(−i)
j )2

(p+ 1)σ̂2
.

(a) Exprimer θ̂(−i) en fonction de X(−i) et Y . Montrer que [X(i)] et [X(−i)] sont orthogonaux.

(b) Montrer que ((p+ 1)σ̂2)D̂i =
t(θ̂ − θ̂(−i))tXX(θ̂ − θ̂(−i)).

(c) Soit A une matrice carrée de taille p + 1, inversible et soit U et V deux vecteurs de Rp+1. On suppose que
A+ U tV est inversible. Montrer que tUV et tUA−1V sont des réels. Vérifier que

(A+ U tV )−1 = A−1 − A−1U tV A−1

1 + tUA−1V
.

(d) En supposant que 1−tXi(
tXX)−1Xi > 0, en déduire que (tX(−i)X(−i))−1 = (tXX)−1+

(tXX)−1Xi
tXi(

tXX)−1

1− tXi(tXX)−1Xi
,

avecXi le vecteur deR
p+1 constitué de la ième ligne deX. En déduire que (tX(−i)X(−i))−1Xi =

(tXX)−1Xi

1−Hii
.

(e) Montrer que tXX(i) = tX(i)X(i). En déduire que
(
tX(−i)X(−i)

)
(θ̂ − θ̂(−i)) = tX(i)(Y −X(i)θ̂).

(f) Déduire de tout ceci que

D̂i =
Hii

(p+ 1)(1−Hii)

ε̂2i
(1−Hii)σ̂2

.

Lorsque les (εi) sont gaussiens, quelle est la loi de D̂i?


