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1. (Sur 23 points) Soit (Y;)1<i<n une famille de variables aléatoires définie par:

P
Y; :00+29k ka) +&; pour tout ¢ € {1,...,n}, ol (1)

k=1
0 ="(6p,061,...,0,) est un vecteur composé de p+ 1 réels inconnus, pour 1 < j < p, les (Zi(j))lgign sont p familles
de réels connues et la matrice X = (Zf))lgigm 0<j<p, avec par définition Zi(o) =1 pour tout i = 1,---,n. On

suppose que X est de rang p+ 1 < n. La suite (¢;); est une suite de v.a.i.i.d. de loi centrée et de variance o2 > 0.
On note H = (Hy;)i; = X ("X X)X,

(a)
(b)
()

On note Y = (Y;)1<i<n €t € = (&;)1<i<n. Ecrire le modele (1) sous une forme vectorielle.

Rappeler 'expression de I'estimateur 0 ded par moindres carrés ordinaires en fonction de X et Y.

On note ¥ = Xé\, €= (Ei)<i<n =Y — Y et 52 = n7;71 > 2. Ecrire € en fonction de H et de e. En
déduire IE(E) et cov(g) en fonction de H et de o2.
Soit le vecteur colonne J; tel que J; = #(0,---,0,1,0,---,0), le 1 se situant en iéme position. Calculer *.J;z.

Ecrire var(g;) en fonction de J;, H et 0. En déduire que var(g;) = (1 — H;;)o? (on pourra utiliser la trace).

Lorsque ¢ est de loi gaussienne, quelle est la loi de /VIZ = (justifier...)? Si maxj<;<n |Hi| — 0et
- n— oo

i
(1—Hy;)o?
si € est de loi quelconque, quelle est la loi limite de W7

Sip=1et Zi(l) =o' pour 1 <i < n avec o € R, calculer 0 et H. A-t-on maxi<i<n |Hi| — 07
- = n— oo

T00]. a na = + e avec € = (&;)1<i<n .5pts) et € est un vecteur centré et de matrice de covariance o< I, ou I, est
p OnayY =X9 <i<n (0.5pts) et & est t tré et d ice d i 2In, ot I

(b)
(c)

(d)

()

la matrice identité (0.5 pts).

Onaf=(*X X)"tX (0.5 pts).

Onac= Pxj1 €, donc e= (I, —H)e (1 pt).

On a donc IE(€) = 0 et cov(e) = 02 (I — H) (1 pt).

On a tJ;e = &; (0.5 pts).

On ainsi var(e;) = B(*Jie'e ;) = 02 1Ji(In — H)J; = 0*(1 — Hi;) (1.5 pts).
u_;ﬁ suit une loi du x2 & un degré de liberté. De plus, 02/02 suit une loi (n — (p + 1))~ x2(n — (p + 1)).
Cependant ces 2 lois ne sont pas indépendantes et on ne peut donc pas dire que ﬁ/z suit une loi de Fisher (1, (n—(p+ 1))) (2
pts).

On sait que o

Il est clair que

P N . o . .
2 5 2. De plus, sous ’hypothése maxj<;<, |Hii 7 0 on sait que 0 est asymptotiquement gaussien et
- - n oo

n——+oo

de méme pour ?, donc ?’Z Cependant Y; n’est pas forcément gaussien donc on ne peut rien conclure en général (1.5 pts). Sie
. > L
est gaussien, en revanche, W; — (p+ 1)~1x2(1) (1 pt).
n o0

Lorsque @ = 1 ou a = 0, il est clair que X n’est pas de rang 2. On ne considérera pas ces 2 cas (1 pt).

—a?)n o a)(l—a”
En dehors de ces 2 cas et du cas « = —1,on a t XX = ﬁ ( a(l(-ioz)(l )_ an) (1&;(1 )—(1042") ) ), soit
t (- 1 a?(1 —a?m) —a(l4+a)(1—a™)
(XX = =2 (1—a)n(l—a2?) — (1+a)(l —an)? ( —a(l+a)(l—a™) (1-a’)n )

Ainsi, [|[((X X)) 7 0 quand |a| > 1 donc H converge dans L2 mais ||(*XX)~!| ne tend pas vers 0 donc o ne converge
n o0
pas dans L2 quand |a| < 1.
On a également:
1-a) 1 o
a?2 (1—a)n(l—a?)— (1+a)(l —an)?
« ?(1—-a?) -~ (1+a)(1—a™a? a?(1—-a?)—(1+a)(l—a™)a® -+ a?(1—a??)—(1+a)(l—a?)ant?
n(l—a?)a— (1+a)(l —a™a n(l—a?)a? - (1+a)(l—a)a - n(l—a?)a™ — (1+a)(1 — a)a

((XX)"'X =



En conséquence,

~ (1-a) 1 a? Z?:l ((1—042")— (1+a)(1—a")o¢i’1)Yi .
b= a2 (1—a)n(l—a??) — (1+a)(l —an)? ( Z:'L:1 (n(l—a2)ai—(l+a)(l—a")a)Yi ) (4 pts).
De la méme maniere,
= l-a —a?") — a)(1—a™)a?™?! n(l—a?)a?d~! — a)(l —a"))at?! ‘
H = i ST (-2 = (4 @)1= aM)ad™ + (a1 — a?)ad ™! — (1 +a)(1 - a™) )19,]@ (2 pts

Enfin, si |a| > 1, (1 — a)n(l —a??) — (1 + a)(1 — a™)? ~ (o — )na®™ et maxy <;<p |Hii —2 (a® —1)/a? (2 pts).
- - n o0

On en déduit que si |a| < 1, (1 —a)n(l —a??) — (1 +a)(1 — a™)? ~ (1 — @)n et max;<;<n |Hiil . (1—a?).
- - n (oo}

Dans les 2 cas, on n’a donc pas de normalité asymptotique pour b\n (2 pts).
Pour terminer, lorsque o = —1, on montre facilement la convergence dans L2 et également la normalité asymptotique puisque
maxi<i<n [Hig| ~2/N — 0 (2 pts).

O

2. (Sur 15 points) On note 8= Destimateur de 6 lorsque I'on n’utilise pas Y; et on note ¥ (=% = (}/}j(_i))lgjgn =
X 009 avec X la matrice X dans laquelle on a remplacé la teéme ligne par des 0. On note également la matrice
X0 = X — X9 et [X] (respectivement, [X(=9] et [X(?]) le sev de R™ engendré par X, soit {X6, § € RP1}
(respectivement engendré par X (=9 et par X (i)). Dans R"”, on considere le produit scalaire < -,- > tel que pour
U VeR" <UYV >='V et | -| sa norme associée. On appelle distance de Cook pour la iéme observation, la
statistique

w3 _ g

(p+1)0?

(a) Exprimer #=9) en fonction de X (=9 et Y. Montrer que [X@D] et [X(~9] sont orthogonaux.
(b) Montrer que ((p + 1)82)ﬁi = t(§_ §(*i))tXX(§_ [g\(—i)).

Soit A une matrice carrée de taille p + 1, inversible et soit U et V deux vecteurs de RP*T!. On suppose que
A + UV est inversible. Montrer que 'UV et 'UA™'V sont des réels. Vérifier que

AUtV AL
14+tUA-V

—
o

(A+UV) t=a"t -

(XX) ' X X (P X X)
l—tXi(tXX)_lXi ’
((XX)1X;

(d) En supposant que 1—X;(*X X )~ X; > 0, en déduire que (‘X ~) X))~ = (*x X))~ 14

avec X; le vecteur de RP*! constitué de la ieme ligne de X. En déduire que (tX(*i)X(*i))*lXi =

(e) Montrer que 'XX@ = tX® X En déduire que (*XDXD) (G — §-=0) = XD (v — xD)g).
(f) Déduire de tout ceci que
S Hi; &

b= —m) G- mye

Lorsque les (g;) sont gaussiens, quelle est la loi de lA)Z-?

Proof. (a) Ona =9 = (X X@)~1tXxOy (0.5 pts). '
1l est clair que si U € [X(=9], donc U a des coordonnées non forcément nulle partout sauf la ieme qui est nulle et V € [X (9]
donc V' vaut partout 0 sauf sur sa iéme coordonnées alors < U,V >=0 (0.5 pts).

(b) ((p+1)5%)D; = [ X(O ) —9)|2 =6 - 9-) XX (6~ 61-1) (0.5 pts).
(c) Tl est clair que UV et tUA~1V sont des réels (produit matriciel (1,n) x (n,1)) (0.5 pts).
Par ailleurs,

A1ty AL —UVA-l —UWWA-IUtV AL
A+ UV (A*l - 7) I UtVA~!
(A+UV) 1+ tUA-1V pi1 * 1+ tUA-1V
_ 1+tVA-lU
= I UtvA 1(1 - 7)
i1t 11 tUA-1V

= Ip+1 + UtVA_l(l — 1) = Ip+1,
car 'VA~IU = *UA~'V puisque c’est un réel (3 pts).
(d) On choisit A = XX, U = X; et V = —X;. Alors XX — X;tX; = tXC9X(9), Donc d’aprés I'égalité précédente,
_i i)y — _ EXX)TIxEX(Ex X)L
(tX( ) x ( )) 1_ (tXX) 1 ( ]_—)*Xi(fXX)(*lxi) (1.5 pts).
CXX)7 XX, (X X)X
TP X, (PX X)L X;

—i —i)— . _ H; *xxX)"'x;  (*xx)"'Xx
chose que Hy;. Donc (*X (D X(=D)~1X, = (tX X)~1X,; + L =0
(e) tXX0 =t(x(=1) 4 X)X =t x @ X car X(—9) et X#) sont ”‘orthogonaux”’ (0.5 pts).

Ona (*XCIXED) O -00-9) = tXCOXED (X X)~HXY — XY = EXED (X - XO) (X X)"HXY — {(X - X))y,
Done (X(DXD)(H-00-9) = I XCIX+IXDY — XY = XOY +1(X ~ XO) X0~ 'XY = XDy XD X, Comme
tXX(O =tX@O X on en déduit le résultat (2.5 pts).

On a donc (!X x(=)~1x, = (*X X)~1X; + L. Mais *X;(*X X) 1 X; est un réel qui n’est pas autre

L (1.5 pts).



(f) De ce qui précede, on a ((p+ 1)’0'\2)ﬁi = t(ﬁfﬁ—ﬂ)txx(ﬁf 5(_“). En remplagant (,0?7/9\(_1')) par (tX(_i)X(_i))iltX(i)(Y -

o~ ) ) tx x)-1X, ~ o~ . 1y o~
x(4) ), puis avec (tX(77'>X<77'))71X7; = %, on obtient que 6 — #(—9) = %(Y -x® ). Par suite,
— Hy ii

PPN X X)X,

nenp, -t ( i

(v +1)7°)D; e

= mf(y — XOP) X (P X X)X (Y — X(Vg)
— 1143

(XX)"'X;

(v = xD9))xx (- T

(v — xp)

= (1117;;)2(1@ —-x@9)2 (3 pts).

(1—H

Comme dans la partie précédente, quand n — oo et lorsque € est gaussien, alors (p + 1)~ ”) lA?Z ~x2(1) (1 pt).



