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(Sur 24+2 points) On observe la température mensuelle 7' dans une ville pendant n années. On disposera donc des
données (Tj)1<k<12n- On suppose que sur ces n années la température peut étre modélisée par:

T = 0y + 61 cos (k%) + 65 sin (k %) + &5 pour tout k € {1,...,12n}, oul: (1)

0 = *(6p, 01, 02) est un vecteur composé de 3 réels inconnus, (g;); est une suite non observée de v.a.i.i.d. de loi centrée
et de variance o2 > 0. On appellera respectivement X; et X5 les variables constituées des cos(k %) et des sin(k %).

1. Montrer que pour P € N*, Zle cos(2mk/P) = ZkP=1 sin(2r k/P) = 0, puis que Zle cos?(2m k/P) = P/2 et
E,I;l cos(2m k/P)sin(2rn k/P) =0 (2 pts).

2. On note § = t(éo, 51, 52) I’estimateur de 0 par moindres carrés. Donner I’expression des 5 — 0; en fonction des ey

(montrer notamment que 0, — 6, = o Z,lfnl cos (k §)ex) (3 pts). En déduire, en fonction de 8, la valeur prédite
pour la température d’'un mois de mars (1 pt).

3. Démontrer que \/ﬁ(é\— 0) tend en loi vers une limite que 'on précisera lorsque n — co (3 pts).

4. Ecrire 'estimateur 52 par moindres carrés et non biaisé de 2. Quel est son comportement asymptotique quand
n — 0o? (1 pt)

5. On veut tester que le signal est bien périodique dans le sens ou les variables X; et/ou X5 sont bien significatives.
épres avoir posé les hypotheses du test, montrer que la statistique de test de Fisher associée a ce test s’écrit
F = AQ (92 + 02) (3 pts). On suppose que n est grand et que l’on a obtenu pour valeur de ce test 19.036. Que
conclure? (2 pts)

6. On veut tester que la variable Xs est bien significative. Ecrire explicitement en fonction des @ et 02 la statistique
de test de Student relative & un tel test (2 pts). On suppose que n est grand et que ’on a obtenu pour valeur de
ce test —1.347. Que conclure? (1 pt)

7. On suppose que 6§y = 4, §; = —10 et f3 = —5. On effectue une régression par moindres carrés sans la variable X5 et
s (6103 + | Pacl?+20,'X; Pac),

en notant € = (e)1<p<12n €t Xo = (sin (k¥ ))1<k<12n et P4 la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel

on note 73 la variance estimée par un tel modéle. Montrer alors que 55 =

A que I'on précisera (3 pts). En déduire que o3 % o+ 163 (3 pts).
n—-+0oo

8. (Question subsidiaire) Utiliser le résultat précédent pour montrer que la probabilité que le critére BIC choisisse
un modéle avec X; et Xo plutdt qu’un modeéle avec uniquement X; tend vers 1 quand n — oo (2 pts).



