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FExamen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

(Sur 26 points) On observe la température mensuelle 7' dans une ville pendant n années. On disposera donc des
données (Tj)1<k<12n- On suppose que sur ces n années la température peut étre modélisée par:

T = 0y + 61 cos (k%) + 65 sin (k %) + &5 pour tout k € {1,...,12n}, oul: (1)

0 = *(6p, 01, 02) est un vecteur composé de 3 réels inconnus, (g;); est une suite non observée de v.a.i.i.d. de loi centrée
et de variance o2 > 0. On appellera respectivement X; et X5 les variables constituées des cos(k %) et des sin(k %).

1. Montrer que pour P € N*, Zle cos(2mk/P) = ZkP=1 sin(2r k/P) = 0, puis que Zle cos?(2m k/P) = P/2 et
E,I;l cos(2m k/P)sin(2rn k/P) =0 (2 pts).

2. On note § = t(éo, 51, 52) I’estimateur de 0 par moindres carrés. Donner I’expression des 5 — 0; en fonction des ey

(montrer notamment que 0, — 6, = o Z,lfnl cos (k §)ex) (3 pts). En déduire, en fonction de 8, la valeur prédite
pour la température d’'un mois de mars (1 pt).

3. Démontrer que \/ﬁ(é\— 0) tend en loi vers une limite que 'on précisera lorsque n — co (3 pts).

4. Ecrire 'estimateur 52 par moindres carrés et non biaisé de 2. Quel est son comportement asymptotique quand
n — 0o? (1 pt)

5. On veut tester que le signal est bien périodique dans le sens ou les variables X; et/ou X5 sont bien significatives.
Apres avoir poser les hypotheses du test, montrer que la statistique de test de Fisher associée a ce test s’écrit
F= AZ (92 + 02) (3 pts). On suppose que n est grand et que l’on a obtenu pour valeur de ce test 19.036. Que
conclure? (2 pts)

6. On veut tester que la variable Xs est bien significative. Ecrire explicitement en fonction des @ et 02 la statistique
de test de Student relative & un tel test (2 pts). On suppose que n est grand et que ’on a obtenu pour valeur de
ce test —1.347. Que conclure? (1 pt)

7. On suppose que 6§y = 4, §; = —10 et f3 = —5. On effectue une régression par moindres carrés sans la variable X5 et
s (6103 + | Pacl?+20,'X; Pac),

en notant € = (e)1<p<12n €t Xo = (sin (k¥ ))1<k<12n et P4 la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel

on note 73 la variance estimée par un tel modéle. Montrer alors que 55 =

A que I'on précisera (3 pts). En déduire que o3 % o? + % 62 (3 pts). Utiliser ce résultat pour montrer que
n——+0o0o

la probabilité que le critére BIC choisisse un modéle avec X et X plutdét qu’un modéle avec uniquement X tend
vers 1 quand n — oo (2 pts).

Proof. 1. 11 est clair que 25:1 e2imk/P — g2im/P (1 _ g2im)(] — ¢2i7/P)=1 — (. D’on la nullité des deux premiéres sommes.
En posant cos?(2rk/P) = (1 + cos(4rk/P)), on a donc Yf_, cos?(2rk/P) = £ + 1 S°P | cos(4nk/P). En utilisant encore
I’exponentielle complexe, on montre facilement que la derniére somme est nulle.
Enfin, cos(2m k/P)sin(2r k/P) = 5 sm(47r k/P), et comme précédemment, avec I’exponentielle complexe, ZkP:1 sin(4w k/P) = 0.

2. On commence par écrire le modele sous la forme matricielle T'= X6 + ¢. Grace a la question précédente, on montre alors que:

12n 0 0 L (1 00
EXX=|( 0o 6n 0 = (Ixx)'= 02 0 |.
0 0 6n 2r\ g o o



Comme § = 6 + (tx X)fliX €, on en déduit que

7 1 12

0o — 00 = 155, >_p—1Ck

R i ~12

01— 01 = 5= > cos(mk/6) ey

02 — 02 = - 30127 sin(wk/6) ey,
Pour la prédiction d’un mois de mars, comme le signal non bruité est périodique, il suffit de choisir kK = 3 et on obtient: 50 + 672.

. Sion considére H = X (!X X) _ltX un calcul rapide permet de montrer que cette matrice s’écrit H = ﬁ (142 cos(mi/6) cos(m j/6)+
2 sin(74/6) sin(w 5/6)) )1<m§12n.
et cov(0) = o2 (tx X) , on obtient:

D’ott maxi<i<n [Hiil < 15 -2 0. Aussi @ est asymptotiquement gaussien. Comme ]E(a) =40
n o0
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. On définit 72 = 73 STy - T3)2, avec T; = Bp+01 cos(mi/6)+02 sin(ri/6). Un résultat du cours montre que sous les hypothéses
vérifiées par les g;, alors 32—+ o2
n—-+oo
. . 01 0 . 0 . .
. Considérons 'C = ( 0 0 1 ) Alors 'C 6 = ( 0o ) On veut donc tester Hp: *C 0 = 0 contre Hy: “*C' 6 # 0.
La statistique de Fisher F pour un tel test s’écrit:
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3n ~ ~ 0; 3n
= 5(91,92)< §;>=§(é?1+/93)

On sait que pour n — oo, F i> %XQ(Z) car le test porte sur 2 parameétres et max; <j<n |Hi] el 0. Or on sait que pour (Z1, Z2)

un couple de variables gausswnnes centrées réduites indépendantes, IP(Z2 +22>4)<P(Z, > 2) + IP(ZQ > 2) <0.05. On en déduit
que pour n — oo, on a IP(F > 8) ~ P(x?(2) > 4) < 0.05. Ainsi avec F ~ 19.036, alors I'hypothése Hj est choisi: le signal est bien
périodique.
. Le test proposé est: Hg: 62 = 0 contre Hi: 62 # 0, et on remarque que 2 = tDO avec D = t(0,0, 1). On choisit alors comme
statistique de test la statistique de Student:

-~ 220 Von

T= 172 An 02,

(72D ('xx)"' D) 7

en utilisant les mémes calculs que pour la statistique de Fisher.

On sait que pour n — oo, T é) N(0, 1) car maxy<;<p |Hisl — 0. Or P(|Z] > 1.96) ~ 0.05 avec Z de loi N(0, 1), donc si
n o0 - - n o0

T ~ —1.346, alors on choisit Hp: la variable X9 n’est pas significative.
. Notons Y la matrice constituée des 2 premiéres colonnes de X (donc comprenant les valeurs relatives a lintercept et & X7) et
Q=Y (tY Y)_ltY, la matrice de la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel engendré par Y dans R!2". Alors
1 1
6= ——="(T=QT)(T - QT) = ———"(62X2 + (l2n — Q) €) (62 X2 + (20 — Q) ©)
12n — 2 12n — 2

car QX2 = 0 puisque 'Y X9 = 0 et donc (QT)k = 0y + 61 cos(mk/6) + (Qe)r. Si on appelle P4 = I12, — Q, P4 est la projection
orthogonale sur le sous-espace orthogonal & celui engendré par Y. Ainsi:

1 1
0'% 7%92)(2 + Pae) (92X2 + Py 6) = — (H92X2H2 + HPA 8H2 + 205 th Py 6),
12n — 2 12n — 2
d’ou le résultat. .
Tl est facile de montrer que |[Pae|? = ||e]|2 — ||Qel|?. Or d’aprés la loi forte des grands nombres, 125_2 llell? pj> o2. De plus
n o0

E(||Qel|?) = 202 car dim(Y) = 2. Donc comme ]E(Wi2 lQel?) el 0 et |Qe||?> > 0, 'Inégalité de Markov implique que

P
Pye|? — 2,
— [[Pacll oA

1 2 P .
12n—2 lQell nI)oo 0. Par suite 5

Par ailleurs, 5" X2 Pye %) 0 en utilisant 1'Inégalité de Bienaymé-Tchebichev et le fait que var(*X2 Py e) = IE(* X2 Py e'ePaXa) =
n—

12 o

02 E(*X2 Pa X2) < ||[PaX2|? < || X2||? = 6n. Par conséquent G2 %) %0% + o2,
n—-+oo

~2
On calcule P(BIC(X1) < BIC(X1,X2)) = P(12n In(32) < 12n In(52) + In(12n)) = IP(;% < exp(M)). Comme d’aprés le

~2 2
Lemme de Slutsky, % n_%oo 1+ %g% et exp (%) = 1, on montre ainsi que IP(BIC(X1) < BIC(X1, X2)) vd 0.
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