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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (Sur 13 points + 4 points facultatifs) Soit X = (Xt)t∈Z un processus stationnaire centré tel que varX0 =
σ2 < ∞. On suppose que X est M -dépendant, où M ∈ N, c’est-à-dire que pour tout t tel que t ≥ M + 1, alors
(X−k)k∈N est indépendant de (Xt+k)k∈N.

(a) Montrer que pour tout (s, t) ∈ Z tels que |s− t| ≥ M + 1 alors Xs est indépendant de Xt (1pt).

(b) On note r(k) = IEX0Xk pour tout k ∈ Z. Montrer que |r(k)| ≤ σ2 pour tout k ∈ Z2 (1pt). Que peut-on
dire de r(k) si |k| > M (0.5pts)?

(c) Soit XN := 1
N

∑
N

i=1 Xi. Montrer que N var(XN ) → γ2 quand N → ∞ avec γ2 = σ2 + 2
∑

M

k=1 r(k) < ∞
(2.5pts) et en déduire que XN

P−→
N→+∞

0 (1pt).

(d) Soit n ≥ 2M + 1 tel que N = r n où r ∈ N∗. On considère Zi =
1
n

∑
n−M

k=1 X(i−1)n+k pour i = 1, · · · , r.
Montrer que les variables aléatoires Zi sont des v.a.i.i.d. (1pt). Montrer que pour tout n ≥ 2M , il existe

γ2
n
< ∞ que l’on précisera tel que

√
r nZr

P−→
N→+∞

N (0, γ2
n
) où Zr = 1

r

∑
r

i=1 Zi (2.5pts).

(e) Montrer que γ2
n

−→
n→∞

γ2 (0.5pt).

(f) Soit U
(n)
i

= 1
n

∑
M−1
k=0 Xin−k pour i = 1, · · · , r. Montrer que les variables aléatoires U

(n)
i

sont des v.a.i.i.d.

(0.5pts). Montrer que Nvar(U
(n)

r
) −→

n→∞
0, où U

(n)

r
= 1

r

∑
r

i=1 U
(n)
i

(2pts).

(g) (Question facultative: 4pts) Déduire de (d), (e) et (f) que
√
N XN

L−→
n→∞

N (0, γ2). (1)

(h) Adapter le théorème (1) au cas où (Xt)t∈Z est un processus stationnaire M -dépendant tel que IEX0 = m

et varX0 = σ2 < ∞ (0.5pts).

2. (Sur 14 points)On considère une suite (εi)i∈IN de variables aléatoires gaussiennes indépendantes identiquement
distribuées centrées et de variance commune σ2 > 0. Soit a ∈ R. On définit le processus X = (Xn)n∈N∗ tel que

Xi = a+ εi−1 εi pour tout i ∈ N∗.

(a) Déterminer la tendance et la saisonalité de X (1pt).

(b) Montrer que X est un processus stationnaire (2pts).

(c) Montrer que X est un processus d’ordre 2 (0.5pts). Le processus X est-il gaussien (0.5pts)?

(d) Déterminer l’autocovariance de X (1pt). En déduire l’expression de la densité spectrale de X après avoir
montré qu’elle existe (1pt). Le processus (X − a) est-il un bruit blanc faible (0.5pts)? Un bruit blanc
fort (1.5pts)?

(e) On suppose que l’on observe une trajectoire (X1, · · · , XN ) avec N ∈ N∗ mais que a, σ2 et les (εi)0≤iN sont
inconnus. On veut estimer a et σ2. On définit:

XN :=
1

N

N∑

i=1

Xi, et ŝN :=
1

N

N∑

i=1

X2
i
.

En utilisant 1.(h), montrer des thèorèmes centraux limite vérifiés par XN , par (XN )2 et par ŝN (4pts).

(f) Déduire de ceci des estimateurs convergents de a et σ2 et préciser leurs vitesses de convergence (2pts).


