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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (Sur 13 points + 4 points facultatifs) Soit X = (Xt)t∈Z un processus stationnaire centré tel que varX0 =
σ2 < ∞. On suppose que X est M -dépendant, où M ∈ N, c’est-à-dire que pour tout t tel que t ≥ M + 1, alors
(X−k)k∈N est indépendant de (Xt+k)k∈N.

(a) Montrer que pour tout (s, t) ∈ Z tels que |s− t| ≥ M + 1 alors Xs est indépendant de Xt (1pt).

(b) On note r(k) = IEX0Xk pour tout k ∈ Z. Montrer que |r(k)| ≤ σ2 pour tout k ∈ Z2 (1pt). Que peut-on
dire de r(k) si |k| > M (0.5pts)?

(c) Soit XN := 1
N

∑
N

i=1 Xi. Montrer que N var(XN ) → γ2 quand N → ∞ avec γ2 = σ2 + 2
∑

M

k=1 r(k) < ∞
(2.5pts) et en déduire que XN

P−→
N→+∞

0 (1pt).

(d) Soit n ≥ 2M + 1 tel que N = r n où r ∈ N∗. On considère Zi =
1
n

∑
n−M

k=1 X(i−1)n+k pour i = 1, · · · , r.
Montrer que les variables aléatoires Zi sont des v.a.i.i.d. (1pt). Montrer que pour tout n ≥ 2M , il existe

γ2
n
< ∞ que l’on précisera tel que

√
r nZr

P−→
N→+∞

N (0, γ2
n
) où Zr = 1

r

∑
r

i=1 Zi (2.5pts).

(e) Montrer que γ2
n

−→
n→∞

γ2 (0.5pt).

(f) Soit U
(n)
i

= 1
n

∑
M−1
k=0 Xin−k pour i = 1, · · · , r. Montrer que les variables aléatoires U

(n)
i

sont des v.a.i.i.d.

(0.5pts). Montrer que Nvar(U
(n)

r
) −→

n→∞
0, où U

(n)

r
= 1

r

∑
r

i=1 U
(n)
i

(2pts).

(g) (Question facultative: 4pts) Déduire de (d), (e) et (f) que

√
N XN

L−→
n→∞

N (0, γ2). (1)

(h) Adapter le théorème (1) au cas où (Xt)t∈Z est un processus stationnaire M -dépendant tel que IEX0 = m

et varX0 = σ2 < ∞ (0.5pts).

Proof. (a) Du fait de la stationarité, on a (Xs, Xt) qui a même loi que (X0, X|t−s|) et il suffit alors d’appliquer la définition de la
M -dépendance.

(b) On utilise Cauchy-Schwarz et |r(k)| = |IEX0Xk| ≤
(
IEX2

0 IEX
2
k)

1/2 = σ2. D’après la définition de la M -dépendance et la

stationnarité, r(k) = 0 pour |k| ≥ M + 1.

(c) On a N var(X
2
N ) = 1

N

∑N

i=1

∑N

j=1
r(|i− j|) = 1

N

(
Nr(0) + 2(N − 1)r(1) + · · ·+ 2(N −M)r(M)

)
. Ainsi quand N → ∞, on a

bien N var(X
2
N ) → γ2 car M est un nombre ne dépendant pas de N .

On utilise l’Inégalité de Bienaymé-Tchebytchev, et pour tout ε > 0, IP(|XN | ≥ ε) ≤ var(X2

N
)

ε2
d’où IP(|XN | ≥ ε) −→

N→∞
0 et ainsi

XN
P−→

N→+∞
0.

(d) D’après la stationarité de X, il est clair que (X1, · · · , Xn−M ) a la même loi que (X(i−1)n+1, · · · , Xin−M ) et donc les Zi sont
identiquement distribuées. De plus, d’après la définition de la M -dépendance et la stationnarité de X, pour i < j, (Xin−M−k)k∈N

est indépendant de (X(j−1)n+k)k∈N donc (Z1, · · · , Zi) est indépendant de (Zj , · · · , Zr): les (Zi) sont bien des v.a.i.i.d.

Il est clair que comme n ≥ 2M + 1, on a var(Zi) = 1
n2

(
σ2 + 2

∑M

i=1
(n − i)r(i)

)
. Donc IEZi = 0, var(Zi) < ∞ et comme les Zi

sont des v.a.i.i.d. on peut appliquer le TCL usuel. On obtient ainsi en posant γ2
n = n var(Zi) = σ2 + 2

∑M

i=1
(1− i

n
)r(i) que pour

r → ∞, donc quand N → ∞,
√
rnZr

L−→
n→∞

N (0, γ2
n).

(e) On voit aisément comme i/n → 0 que γ2
n −→

n→∞
γ2.

(f) On montre que les U
(n)
i sont des v.a.i.i.d. comme on l’a fait pour les Zi.
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Par ailleurs, comme précédemment var(U
(n)
i ) = 1

n2

(
σ2 + 2

∑M

i=1
(n − i)r(i)

)
. Ainsi var(U

(n)
r ) = 1

rn2
γ2
n. Comme N = nr, on en

déduit que Nvar(U
(n)
r ) −→

n→∞
0.

(g) On a
√
N XN =

√
N
(
Zr + U

(n)
r

)
. Prenons par exemple n = [

√
N ] et donc r = N/n ∼

√
N . Comme γ2

n −→
n→∞

γ2, il est clair

d’après le Théorème de Slutsky que
√
N Zr

L−→
n→∞

N (0, γ2). De plus d’après (f),
√
N U

(n)
r

L−→
n→∞

0. Donc d’après le Théorème de

Slutsky,
√
N
(
Zr + U

(n)
r

) L−→
n→∞

N (0, γ2), d’où le TLC (1).

(h) Il suffit d’appliquer le TLC (1) à X′
i = Xi −m pour montrer que

√
N
(
XN −m

) L−→
n→∞

N (0, γ2).

2. (Sur 14 points)On considère une suite (εi)i∈IN de variables aléatoires gaussiennes indépendantes identiquement
distribuées centrées et de variance commune σ2 > 0. On définit le processus X = (Xn)n∈N∗ tel que

Xi = a+ εi−1 εi pour tout i ∈ N∗,

où a est un réel.

(a) Déterminer la tendance et la saisonalité de X (1pt).

(b) Montrer que X est un processus stationnaire (2pts).

(c) Montrer que X est un processus d’ordre 2 (0.5pts). Le processus X est-il gaussien (0.5pts)?

(d) Déterminer l’autocovariance de X (1pt). En déduire l’expression de la densité spectrale de X après avoir
montré qu’elle existe (1pt). Le processus (X − a) est-il un bruit blanc faible (0.5pts)? Un bruit blanc
fort (1.5pts)?

(e) On suppose que l’on observe une trajectoire (X1, · · · , XN ) avec N ∈ N∗ mais que a, σ2 et les (εi)0≤iN sont
inconnus. On veut estimer a et σ2. On définit:

XN :=
1

N

N∑

i=1

Xi, et ŝN :=
1

N

N∑

i=1

X2
i
.

En utilisant 1.(h), montrer des thèorèmes centraux limite vérifiés par XN , par (XN )2 et par ŝN (4pts).

(f) Déduire de ceci des estimateurs convergents de a et σ2 et préciser leurs vitesses de convergence (2pts).

Proof. (a) Il est clair que IEXn = a donc la tendance de (Xn) est a et (Xn) n’a pas de saisonalité.
(b) Le processus (εi) est stationnaire car c’est un bruit blanc. Donc pour n ∈ N

∗, (t1, · · · , tn) ∈ N
n et pour tout c ∈ N,

(εt1 , εt1−1, εt2 , εt2−1, · · · , εtn−1) a la même loi que (εt1+c, εt1+c−1, εt2+c, εt2+c−1, · · · , εtn+c−1). En considérant la fonction
g : (x1, · · · , x2n) ∈ R

2n 7→ (a + x2x1, a + x4x3, · · · , a + x2nx2n−1) ∈ R
n qui est une fonction continue donc mesurable, il est

clair que g(εt1 , εt1−1, εt2 , εt2−1, · · · , εtn−1) a la même loi que g(εt1+c, εt1+c−1, εt2+c, εt2+c−1, · · · , εtn+c−1), donc (Xt1 , · · · , Xtn )
a la même loi que (Xt1+c, · · · , Xtn+c): le processus X est stationnaire.
(c) On a clairement IEX2

i = a2 + σ4 < ∞ donc le processus est bien d’ordre 2.
X n’est pas un processus gaussien car le produit de 2 v.a. gaussiennes indépendantes (εi et εi−1) non dégénérées n’est pas une v.a.
gaussienne, donc Xi n’est pas une v.a. gaussienne.
(d) On a pour k ≥ 0, r(k) = IE[(X1 − a)(Xk+1 − a)] = IE[ε0ε1εkεk+1]. Donc si k = 0, r(0) = σ4, si k = 1, r(1) = 0 et pour |k| ≥ 2,
r(k) = 0.
On a clairement

∑
k
|r(k)| < ∞ donc la densité spectrale de X existe et est continue. Pour λ ∈ [−π, π] on a fX(λ) = r(0) = σ4.

Comme IE(X − a) = 0, r(k) = 0 pour |k| ≥ 1, (X − a) est bien un bruit blanc faible.
On a IE[X2

1X
2
2 ] = IE[(a + ε0ε1)2(a + ε1ε2)2] = a4 + 2a2σ4 + 3σ8 alors que IE[X2

1 ] IE[X
2
2 ] = (a2 + σ4)2 = a4 + 2a2σ4 + σ8, donc

IE[X2
1X

2
2 ] 6= IE[X2

1 ] IE[X
2
2 ] et ainsi les Xi ne sont pas des v.a.i.i.d. et (X − a) n’est pas un bruit blanc fort.

(e) Il est clair que X est un processus stationnaire 1-dépendant, d’espérance a et d’autocovariance r. On en déduit d’après 1. (h)

que:
√
N
(
XN − a

) L−→
n→∞

N (0, r(0)) = N
(
0, σ4

)
.

En appliquant la Delta-méthode à ce TCL, on montre également un TCL vérifié par (XN )2 soit:
√
N
(
(XN )2−a2

) L−→
n→∞

N
(
0, 4a2σ4

)
.

Le processus (X2
i )i est également un processus stationnaire 1-dépendant. Son espérance est a2 + σ4 et son autocovariance r2 est

telle que r2(0) = IE(a+ ε0ε1)4 − (a2 + σ4)2 = 4a2σ4 +8σ8 et r2(1) = 2σ8, r2(k) = 0 pour |k| ≥ 0. On peut donc appliquer le TLC

de 1. (h) et on obtient que
√
N
(
ŝN − (a2 + σ4)

) L−→
n→∞

N (0, r2(0) + 2r2(1)) = N
(
0, 4a2σ4 + 12σ8)

)
.

(f) Il est clair que l’on peut choisir âN = XN comme estimateur convergent de a. Pour estimer σ2 on choisira naturellement
σ̂2
N = (ŝN − (XN )2)1/2.


