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1. (Sur 15 points + 7 points facultatifs) Soit X = (X;):cz le processus défini par:

1

Xt:_zi—i-lst_i pour teZ,
1=0

olt (g¢)¢ez est un bruit blanc gaussien de variance o2.

(a) Soit N € N et soit (Xt(N))teZ le processus tel que pour ¢ € Z, Xt(N) = Ziio H%lst_i. Montrer que
(Xt(N))teZ est un processus stationnaire.

(b) Montrer que pour tout t € Z, la suite (Xt(N))N converge absolument dans IL?. En déduire que (X;) existe
dans IL? et est un processus stationnaire gaussien.

Déterminer IEX; et var(X;) (on rappelle que Y~ | =5 = %) En déduire la loi de X, pour t € Z.

Calculer (sous forme de série) 'autocovariance rx de (X;). Le processus (X;) est-il un bruit blanc?

1 21nk

P k%rz), montrer que rx (k) ~ pour k — oo.

)
)

e) On utilisant la décomposition m = % (
) En déduire que la densité spectrale fx de (X;) existe sur [—, 0[U]0, [, mais limx_,o fx(x) = 0.
)

(Question facultative = 7 points) Soit X,, = % >, X;. Montrer que pour tout n € N*,

=, 1 - log
var(X,,) = - var(Xp) + 2 (n — k)rx(k), puis que var(X,) ~ 02% pour n — oo.

k=
En déduire que X, —> 0 puis que vn X, N N(O, 02).

n——4o00 logn n—oo

n—1

Proof. (a) Pourn € N*, (t1,---,tn) € Z", (£¢) est un processus stationnaire donc (Et1+€t1—1, "y €L —N»EtarEta—1s" " »EtnsE€ty—1,"""1Et,—N)
alaméme loi que (€t +c,€t; —14cs """ s Etptes Ety—1+cs " Et, — N+c) POUT tout ¢ € Z. On applique alors la fonction g : (21, -+, Zp(n41))
N N . . . N N R .
(Zifo Hl_lmi-&-h e Zi:o H_%x(n_l)(N+1)+i+1) qui est continue donc mesurable et ainsi (Xt(1 ), . -,Xt(" )) a la méme loi que
(N) (N)
(th_t,_(-’ o X n+(-) (2 ptS)
(b) On a facilement IE(X(N o? Z 7 donc IE)(Xt(N))2 < oo pour tout N € N*. Dot la convergence dans IL2 (1 pt).
La convergence dans IL? est aussi valable pour tout vecteur (Xt(ll\]), ceey Xt(iv)) (on passe par une combinaison linéaire quelconque)
donc (X¢) existe dans IL2 et la propriété de stationnarité est conservée par passage & la limite (1.5 pts).
Enfin, comme chaque (Xéfv), s Xéiv)) est un vecteur gaussien car défini comme une application linéaire (g) d’un vecteur de v.a.
indépend i (N) i
pendantes gaussiennes (€¢,€¢;—1, " ,E¢;—N»Etg,Eta—1s" " 1EtnsEtn—1," " 1€, —N), (X; ) est un processus gaussien pour
tout N € N*. Par passage a la limite de tout vecteur (Xéfv), e XS:])), comme cette limite existe, elle est gaussienne (1.5 pts).
2 2
(c) On a facilement IEX; = 0 (0.5 pts) et var(X;) = %~ 2 (0.5 pts). Donc X; a pour loi N(0, & a?) (0.5 pts).
(d) On a facilement rx (k) = o2 Zzl m (1 pt). (X:) n’est donc pas un bruit blanc car par exemple rx (1) = 02 # 0 (0.5
pts).
T 1 N 1/(1 1 T 1 ko1 k 1 . k 1
(e) On a donc rx (k) = imy o0 3 Zl 1% (? — k+z) = limy o0 3 (Zi:l e Zi:l N—Jﬂ) Or limy_ o Zi:l ~r =0et

Zf | 7 = logk pour k — co. D’ol le résultat (2.5 pts).

(f) Pour = # 0, fx(z) = ﬁ Zkez rx (k)e”"® qui existe (d’aprés Abel-Dirichlet) et pour z — 0, fx (z) — 5= Zkez ) qui
diverge d’apres le comportement asymptothue de r‘X (série de Bertrand) (1.5 pts).

(g) On a var(Xp,) = n2 El 1 ZJ 1 rx (3 —1) ; ?:1 rx(0)+ n2 El<l<]<n rx(j —t). Dans cette deni¢re somme, on an —1

fois le terme rx (1) qui apparait, (n — 2) fois le terme rx(2), ..., d’out le résultat (1.5 pts).
On a Ezzl rx (k) qui a le méme comportement asymptotique que fln %dw. Par une IPP, on montre que fln %dw = % log? n.



Par ailleurs, ZZZI krx (k) a le méme comportement asymptotique que fln logxzdx ~ nlogn. En rassemblant le tout on a bien

_ log?2
var(Xn) o~ 28" (3 pts).
n

On utilise alors I'Inégalité de Bienaymé-Tchebytchev pour montrer la convergence en probabilité (1 pt) et le Lemme de Slutski
pour montrer le théoréme de la limite centrale (1.5 pt).

O

. (Sur 9 points) On suppose maintenant que l'on observe (Y7,---,Y3,) issu du processus Y = (Y;):en tel que
Yi=ag(t) + X, pour tout ¢t € N.
ol a € R* est inconnu, et g(37) =1, g(3t + 1) = 3 et g(3i +2) = —1 pour tout ¢ € N.

(a) Le processus (Y;)ien est-il stationnaire? Gaussien?
(b) Déterminer la tendance, la saisonalité de Y et sa période.

(c) On désire estimer a et 02. A I'aide d'une estimation par moindres carrés ordinaires, montrer que

I
—_

. 1
an =17 (3Y3i41 — Yaiqa + Yaiys).

3

I
=

En déduire un estimateur non biaisé de 2.

(d) Montrer que @, est un estimateur sans biais. Montrer que si deux suites de variables alétoires (Up,), et
2

2 2 2
(Va)n sont telles que U, LW 0t Va ., 0, alors U, + V, L 0. En déduire que a, — a
n—-+oo n——+0oo n—-+00 n—-+oo

(on utilisera les mémes raisonnements qu’en 1.(g) sans faire de calculs).

(e) En déduire un estimateur convergeant de la tendance et de la saisonnalité de Y.

Proof. (a) Si a#0, IEY; = 3a et IEY2 = —a, donc P’espérance dépend du temps: le processus (¥;z) n’est donc pas stationnaire (1
pt). Il est en revanche gaussien car (X;) est gaussien (0.5 pts).
(b) On peut écrire que a(t) = a (tendance) et s(t) = 2a (]Itzl 3] — D=2 [3]) (saisonnalité) de période 3 (1.5 pts).
(c) On pose Z =t (3, -1,1,3,—-1,1,3,---, 1) et alors Y = aZ + ¢ (écriture vectorielle du modele). Alors an, = (*Z Z)~1tZY d’ou
l’expression proposée de ay, (1.5 pts).
~ ~ 2
Classiquement on en déduit I'estimateur o2 = ﬁ Ele (YZ —an g(z)) (0.5 pts).
(d) 11 est clair que an = a+ ﬁ Z:':ol (3X3i+1 — X3it2 + X3i+3) donc @, est un estimateur non biaisé de a (1 pt).

2
On a E(Un + V)2 < 2(EU2 + EV2) — 0,donc Un + Vi 5 0 (1 pt).
n— oo n—-+oo

Comme en 1.(g), on montre var( L Z?:_ol X3i+1) e 0, var( 1 Z:':ol X3¢+2) e 0 et var( L Z;:ol X3i+3) e 0, donc

n n n
—1 1.2 ~ L2
o Do <3X3i+1 — Xzit2 + X3¢+3) awnat 0, donc an aSe @ (1.5 pts).
(e) Comme la tendance est a, alors @ est un estimateur convergeant de la tendance, comme la saisonnalité est Qa(thl 3]~ Li=2 [3]) ,
alors 2an, (Ht:1 3] — Li=2 [3]) est un estimateur convergeant de la saisonnalité (0.5 pts).

O



