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1. (Sur 16 points) Soit σ2 > 0 et soit ε = (εt)t∈Z le processus gaussien centré tel que

cov(εs, εt) = σ2 1

1 + |t2 − s2|
pour s, t ∈ Z.

(a) Déterminer la loi de εt pour t ∈ Z. Les variables aléatoires (εt) sont-elles identiquement distribuées?
Sont-elles indépendantes?

(b) Montrer que (εt)t∈Z n’est pas un processus stationnaire. Déterminer la tendance et la composante
saisonnière de (εt).

(c) Soit (ai)i∈N une suite bornée de réels. Montrer que

var
( 1√

n

n∑
i=1

aiεi

)
=

σ2

n

( n∑
i=1

a2i + 2
∑

1≤i<j≤n

aiaj
j2 − i2 + 1

)
.

Déterminer la loi de 1√
n

∑n
i=1 aiεi.

(d) Soit (Zn) une suite de variables aléatoires telles que pour n ∈ N, Zn ∼ N (mn, γ
2
n). On suppose que

mn −→
n→∞

m et γ2
n −→

n→∞
γ2 > 0. Montrer que Zn

L−→
n→∞

N (m, γ2).

(e) Montrer que ∑
1≤i<j≤n

1

j2 − i2 + 1
≤

∑
1≤i<j≤n

1

2i

( 1

j − i
− 1

j + i

)
≤

n−1∑
i=1

1

2i

2i∑
k=1

1

k
.

On suppose en plus que 1
n

∑n
i=1 a

2
i −→

n→∞
A2 avec A2 > 0. En déduire que

1√
n

n∑
i=1

aiεi
L−→

n→∞
N (0 , σ2A2).

2. (Sur 12 points) On suppose maintenant que l’on observe (X1, · · · , X12n) issu du processus X = (Xt)t∈N tel
que

Xt = θ0 + θ1 cos(
π

6
t) + θ2 cos(

π

3
t) + εt pour tout t ∈ Z.

où θ0, θ1, θ2 ∈ R sont inconnus.

(a) (Préliminaires) Montrer que
∑12n

k=1 cos(
π
6 k) = 0,

∑12n
k=1 cos

2(π6 k) = 6n et
∑12n

k=1 cos(
π
6 k) cos(π3 k) = 0.

(b) Le processus (Xt)t∈N est-il stationnaire? Gaussien?

(c) Déterminer la tendance, la saisonalité de X et sa période.

(d) On désire estimer θ0, θ1 et θ2. A l’aide d’une estimation par moindres carrés ordinaires, montrer que

θ̂
(n)
0 =

1

12n

12n∑
k=1

Xk, θ̂
(n)
1 =

1

6n

12n∑
k=1

cos(
π

6
k)Xk et θ

(n)
2 =

1

6n

12n∑
k=1

cos(
π

3
k)Xk.

(e) Déterminer le biais de (θ̂
(n)
0 , θ̂

(n)
1 , θ̂

(n)
2 ) et écrire chacun de ces estimateurs en fonction de (εt)t.

(f) En utilisant les résultats du 1.(e), déterminer des théorèmes de la limite centrale vérifiés par (θ̂
(n)
0 , θ̂

(n)
1 , θ̂

(n)
2 ).


