Université Paris I, Panthéon - Sorbonne

Premiére Année Master M.A.E.F. 2012 — 2013
Statistiques 11

Correction du controle continu n°1, mars 2013

FExamen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (Sur 16 points) Soit 02 > 0 et soit € = (;)ez le processus gaussien centré tel que

1
cov(es, e¢) = o2 m pour s,t € Z.

(a) Déterminer la loi de &, pour ¢t € Z. Les variables aléatoires (e¢;) sont-elles identiquement distribuées?
Sont-elles indépendantes?

(b) Montrer que (e¢)icz n’est pas un processus stationnaire. Déterminer la tendance et la composante
saisonnieére de (e¢).

(c) Soit (a;)ien une suite bornée de réels. Montrer que

1 — a;a;
var( = 3 i) = Za v2 Y ).
Vin i=1 1<z<]<n 2o+l
Déterminer la loi de ﬁ Yo aig;.
(d) Soit (Z,) une suite de variables aléatoires telles que pour n € N, Z,, ~ N(m,,~2). On suppose que
My —>met7 —>fy>0 Montrer que Z, —>N(m 7).

n— oo

(e) Montrer que

1 1,1 1 L1
2 et 2 aGn ) S Xalw

1<icj<n 1<i<j<n i=1 7" k=1

n
On suppose en plus que % S a? =2 A? avec A% > 0. En déduire que \/ﬁ Z a;€; n_%)o N(0, 0%A?).
i=1

Proof. (a) On a pour tout t € Z, e, ~ N'(0,052) (0.5pts). On en déduit que (e¢) est une suite de v.a.i.d. puisque la loi ne dépend
pas de t (0.5pts). En revanche, ce n’est pas une suite de v.a. indépendantes car elles sont corrélées (0.5pts).
(b) Si (e¢) formait un processus stationnaire, alors cov(ep,e1) = cov(e1,e2). Or cov(ep,e1) = 02/2 et cov(e1,e2) = 02/4. Donc
cov(ep,€1) # cov(er,e2) et le processus n’est pas stationnaire (2pts).
On a IEe; = 0 donc (e¢) ne posséde ni tendance ni composante saisonniére (0.5pts).

2 14 . N . .
(c) On a Var(% :L:l aiai> = ‘;—L( :L:l ;L:l %) Dans cette double somme, on isole le cas ou ¢ = j, et cela donne
Z:;l a?. Ensuite, comme il y a symétrie en 7 et j, on peut considérer que pour l’ensemble des cas ou ¢ # j la double somme
équivaut & 2 fois Pensemble des cas ol ¢ < j. On obtient ainsi le second terme (1.5pts).

. . . . s . . . n
Comme (e¢) est un processus gaussien, toute combinaison linéaire des e est de loi gaussienne. De plus E(ﬁ o1 @ ) =0.

o1 n e o2 n a;ja;
Ainsi — D iy @i N(O’ n ( i=1% +2Zl<z<]<n 72 —12+1)) (1pt).
(d) On va utiliser la caractérisation de la convergence en loi par la fonction caractéristique. On sait que la fonction caractéristique
E(e*4n) de Zy, vaut exp(itm,, +t2v2/2). Or pour tout ¢t € R fixé, on a exp(itm, +t2y2 /2) — exp(itm +t2~2/2) (la fonction
n oo

. ) . P L
exponentielle étant continue). On en déduit que Z,, v N(m, v2) (2.5pts).
n oo

: 1 1 _1(_1 _ _1 1 1(_1 _
(e) 11 est clair que pr 2+1 < Tz ot rm = (j—i j+i)' Donc E 1<i<j<n JZTTE < E 1<i<j<n 3 (j_l J-H) (lpt)
« 1 1 2i 1 n+i 1
Ensuite on utilise les suites de termes “téléscopiques” et on a ainsi E it ( = ]._H.) =) peik kmm—itl k < E %

(2pts).

Pour montrer la convergence en loi, d’apres la question précédente, il convient juste de chercher la limite de var (ﬁ 2?21 aizsi)



puisque 'espérance de —= Z a;e; est toujours nulle. Or, en utilisant la décomposition de la variance obtenue en (c), le premier

=1
terme vaut a2 E ™ a2 et converge donc vers o2 A2 d’aprés ’hypothése. Pour le second terme, qui vaut 22— L -
n Zui=1% & Yy : ) 1<i<j<n j2—i2+1’

N s . ) . 52 . 1 a1e o s erz -
on utilise d’abord le fait que les a;. Il revient alors d’étudier E 1<i<i<n 7] —oTT On utilise alors les inégalités précédentes. On

2i -1 i
doit donc chercher la limite de + ZZ 1 21 k 1 k Or pour 7 grand, Zk 1 k ~ log i, donc El 1 21 1::1 % ~ Z?:l 102giz ~

-1 ) X
fln IHTZ dx ~ (In(n))2. En conséquence, Zl<z<]<n ]_ﬁ vl 0. Ainsi var(ﬁ Zi:l aigi ) — 02A2 et d’apres (d)

on en déduit que ﬁ Z?:l a;g; né))o N(0, 02A2) (4pts). O
. (Sur 12 points) On suppose maintenant que l'on observe (X7, -+, X12,) issu du processus X = (X;)ien tel
que

X =00+ 6, COS(% t) + 05 cos(g t) + et pour tout t € Z.
ou #y, 01,02 € R sont inconnus.

a) (Préliminaires) Montrer que Zk 1 cos( k) =0, Z,lfnl cos®(E k) = 6n et 2,162:"1 cos(g k) cos(5 k) = 0.

12n 1 12n 12n

ég ) = o ZX’“ 5(1 ) = v Zcos(gk)Xk et ( ) = Zcos
k=1 k=1

6", 01".85")

1 et écrire chacun de ces estimateurs en fonction de (g;);.

(e) Déterminer le biais de (

(f) En utilisant les résultats du 1.(e), déterminer des théorémes de la limite centrale vérifiés par

Proof. (a) On a peut écrire que cos(g k) = Re (ez% k), donc Zzch:T; cos(g k) = Re( ,162:"1 (ei%)k> =TRe (ez% %2:%") =0.

1162711 cosz(% k)= % }fnl(l + cos(§ k)) = 6n + 0 avec le méme raisonnement que ce qui précede (2.5pts).

cos(g k) cos(5 k) = (COS( k) +cos(§ k)) et comme Ziinl cos( 5 k) +cos(g k) = 0 on en déduit que 2113:711 cos(g k) cos(§ k) =0
(1. 5pts)

(b) IEX¢ = 00 + 01 cos(F t) + 02 cos(§ t) donc IEX dépend de ¢: le processus n'est pas stationnaire (0.5pts).

En revanche c’est un processus gaussien car (g¢) est un processus gaussien (0.5pts).

(c) D’apres les préliminaires, la tendance de (X¢) est a(t) = 6o et sa saisonnalité est s(t) = 01 cos(g t) + 02 cos(F t) avec un période
T =12 (1pt).

(d) On définit la matrice Z de taille (12n,3) dont la premiére colonne est composée de 1, la seconde des cos(g k) et la troisieme

des cos(g k) pour k= 1,---,12n. En calculant tZ Z on obtient grace aux préliminaires
12n 0 0
'z 7= 0 6n 0
0 0 6n

On en déduit (*Z Z)~! et on montre ainsi que t(é\én),é\i”),eém) =(tZ22Z)"1Z X avec X = (X1, -, X12,) (2pts).
(e) On sait que le biais de ces estimateurs MCO est nul (0.5pts) et

12n 12n 12n

S(n) _ 1 Sn) _ m (n) _ ﬂ

05" =00+ kz:ak, 0 =01+ — k cos(Ther ot 05 =0+ — ) cos(Zh)ex  (1pt).
=1 =1 =1

f) En appliquant le théoréme limite du 1.(e) avec a; = 1, puis a; = cos m4) et enfin a; = cos(mi , avec respectivement A2 =1, 1/2
6 3
et 1/2, on obtient

\/12n(§én)790) négo N(0,0?), \/12n(§5n)701) =N N(O,%UQ) et \/12n(§;n)702) £, N(0, 2) (2pts).
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