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1. (Sur 9 points) On suppose que (g;);eN est une suite de v.a.i.i.d. de loi uniforme sur [0, 6] avec § > 0 un réel
inconnu. On définit la suite (X;)en par Xo = 0 et la relation suivante:

X1 = max (Xt , €t+1) pour tout t € N.

Montrer que pour tout ¢ € N*, Xy = max (g1, -,&¢).

Pour t € N*, montrer que la densité de probabilité de X; par rapport a la mesure de Lebesgue sur R vaut:
fe(x) =t~ 07 Myepo, 97
Déterminer la tendance et la saisonnalité de (X;). La série (X;) est-elle stationnaire?

Montrer que les variables X; ne sont pas indépendantes.

P
Montrer que X,, — 6.
n—+oo

Soit Z,, = n(f0 — X,,). Déterminer la densité de probabilité de Z,,. En déduire que Z, £, E(1/0) ou
n—oo
E(1/0) est une loi exponentielle de parametre 1/6.

2. (Sur 22 points) Soit 02 > 0 un réel inconnu et soit € = (g¢);ez un bruit blanc gaussien de variance o2. Pour
tout t € N, on définit X, par

Xt =2X 1 — Xy 2+ ey,

et par hypothese X_1 =bet X_5 = a, ou a et b sont des réels inconnus.

(a)
(b)

()

(d)

On pose U; = Xy — X;—1 pour t € N. Montrer que pour tout t € N, Uy = (b—a) + Z§=o Ei.

En déduire que pour t € N, Xy = b+ (t+1)(b—a)+ ZE:O (t—i+1)e;. Quelle est la tendance, la saisonnalité
et le bruit de (X;)ten? Déterminer la variance et la loi de X; pour ¢t € N. (X;)ten est-elle stationnaire?

On suppose observée une trajectoire (Xo,- -, X,) et on consideére la trajectoire (Uy,---,U,) obtenue &
partir de (Xo,-+,X,). Montrer que pour i < j, cov(U;,U;) = (i + 1) 0®. En déduire la loi du vecteur
U, =%Uy,---,U,) (on notera J, la matrice de covariance de U,, que I’on explicitera).

On note # = b — a. Montrer que U, = % (U + -+ + Uy,) est un estimateur sans biais de 6. Quelle est la
loi de U,,? Est-ce un estimateur convergent de 6?

3/2 -1 0 0 -~ 0 0
1 -1 2 -1 0 -~ 0 0
Vérifier que J, ' = —2251 avec X! = 0 -1 2 -1 --- 0 0 |. Montrer que l'estimateur
0‘ . . . . ... : :
0 0 0 o --- -1 1
0,, par maximum de vraisemblance de 8 vérifie §,, = (f1,2.11,,)71, 21U, avec 1,, = (1,---,1). Que

vaut an?iQuelle est sa loi? Est-ce un estimateur convergent de 87 Comparer son risque quadratique avec
celui de U,, et conclure.

Montrer par récurrence que le déterminant de .J,, est égal & 202", Utiliser ce qui précede pour montrer que

I'estimateur par maximum de vraisemblance 52 de o2 est tel que 62 == t(Un - Uy 1n)E;1 (Un - Uy 1n)
n

n =



