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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. On considère une suite (Xi)i∈IN de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant une
loi discrète à valeurs dans {−1, 0, 1} telle que Pr(X0 = 0) = p0 > 0 and p1 = Pr(X0 = 1) > Pr(X0 = −1) > 0.
On définit également:

Yn =

n∑
i=1

Xi, pour tout n ∈ IN∗.

(a) Déterminer IE(X0) en fonction de p0 et p1 et montrer que IE(X0) = m > 0 (1pt). Déterminer en fonction
de p0 et p1, σ2 = var(X0) (1pt).

(b) Montrer que Yn est une variable aléatoire discrète et préciser l’ensemble de ses valeurs possibles (0.5pts).

(c) Déterminer IE(Yn) puis var(Yn) pour tout n ∈ N∗ (1pt). (Yn) est-il un processus stationnaire (0.5pts)?

(d) Montrer que Yn
p.s.−→

n→+∞
+∞ (1.5pts).

(e) Montrer que (Yn)n∈N peut se mettre sous la forme

Yn = mn+
√
n εn pour tout n ∈ IN∗,

où (εn)n∈N∗ est une suite de variables aléatoires centrées de même variance (à préciser) (1pt). Quelle est
la tendance de (Yn)n∈N (0.5pts)? Montrer que la loi de εn converge vers une loi à préciser lorsque n→∞
(1pt). En déduire que les variables (εn)n∈N∗ ne forment pas un processus stationnaire (1.5pts).

(f) Déterminer cov(Yi, Yj) puis cov(εi, εj) pour i, j ∈ N∗ (2pts). Que devient cette quantité lorsque |i − j|
est ”grand” (1pt)?

(g) On suppose maintenant que (Y1, · · · , YN ) est un échantillon observé de (Yn)n∈N∗ . On suppose que tous
les paramètres m, p0, p1 sont inconnus. Montrer que l’estimateur m̂N de m par régression linéaire par
moindres carrés est défini par

m̂N =
6

N(N + 1)(2N + 1)

N∑
i=1

i Yi (3pts).

Calculer IE(m̂N ) et var(m̂N ) (2pts). L’estimateur m̂N est-il un estimateur convergent de m (1pt)?

(h) Montrer que les estimateurs p̂0 = 1
N

∑N−1
i=0 IIYi+1−Yi=0 et p̂1 = 1

N

∑N−1
i=0 IIYi+1−Yi=1 (on pose par con-

vention Y0 = 0) sont les estimateurs de p0 et p1 par maximum de vraisemblance (on pourra écrire la
vraisemblance à l’aide d’un produit de probabilités conditionnelles) (3pts). En justifiant, donner les
théorèmes de la limite centrale vérifiés par p̂0 et p̂1 (2pts).

(i) En utilisant l’expression de m en fonction de p0 et p1, en déduire un autre estimateur m̃N non biaisé de m
(1pt). Converge-t-il plus vite que m̂N vers m (au sens du risque quadratique) (2pts)?


