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L’objectif ici n’est pas de tout traiter mais, d’en couvrir une part significative de maniére convaincante. Les
réponses devront étre soigneusement arqumentées et justifiées. Vous pouvez a tout instant appliquer le résultat
d’une question précédante méme si celle-ci n’a pas été traitée.

Exercice 1(Sur 21 points)

1-) Soient Y = (Y};)tez un processus centré et stationnaire du second ordre de densité spectrale fy et de fonction
d’autocovariance ry et ¥ = {1;, j € Z} une famille absolument sommable (i.e. > .7 [¢;| < 00). On définit le
processus X = (Xi)iez par Xy = ZjeZ 1¥;Y;—;. X est bien défini presque stirement.

(a) Calculer E'X;. Montrer que pout tout t,h € Z, E (XernXt) = 32507 D ez ¥i¥rry (b + k — j). Déduire que X
est stationnaire d’ordre 2. Dans la suite on notera rx sa fonction d’autocovariance.

(b) Monter que la densité spectrale de X est fx(\) =|> ¢z e~ 2 fy () pour tout A € [—m, 7).

2-) Soient Y = (Y;)tez un processus stationnaire du second ordre et ®, © deux polynoémes tels que ® ne s’annule pas
sur le cercle unité. On définit le processus X = (X;)iez par la relation ®(B)X, = ©(B)Y;.

(a) Justifier que X est stationnaire d’ordre 2.

(b) Exprimer la densité spectrale de X en fonction de celle de Y.
)
)

(¢) Déduire la densité spectrale d’'un ARMA(p,q).

(d) Soit X = (X¢)tez un processus centré, stationnaire et de variance finie. Montrer que si la densité spectrale de
X est constante, alors X est un bruit blanc (faible).

3-) Soit (g¢)sez un bruit blanc gaussien de variance 2. On considére un processus X = (X;);ez satisfaisant ®(B)X; =
O(B)e; ot ®(B) =1 — ¢B et O(B) = 1+ 0B avec |¢| > 1 et |8 > 1. On considere les polynomes ®(B) = 1 — 7B et
) =1+ 4B et le processus Z = (Z;);cz satisfaisant O(B)Z, = ®(B)X;.
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(a) Reconnaitre le processus X. Est-il stationnaire? Causal? Inversible?

(b) Déterminer la densité spectrale de X.

(¢) Montrer (apres calcul) que la densité spectrale de Z est constante. Déduire que Z est un bruit blanc (faible) et
expliciter sa variance.

(d) Conclure que X est un ARMA(1,1) causal et inversible par rapport au bruit Z.

Exercice 2 (Sur 10 points)
Soit (en)nez un bruit blanc gaussien centré réduit; on note ® la fonction de répartition de cette loi. On définit le

processus Y = (Y, )nez par
Y,=¢, si Y,_1<0 e Y,=0+¢, si Y,_1>0

avec 0 € R et le processus X = (X,,)nen par
X,=13s Y, <0et X,=2 s Y,>0.

1. Montrer que X est une chaine de Markov. Déterminer sa matrice de transition (on pourra exprimer les proba-
bilités de transition en fonction de ®). Déduire que X est homogene.

2. Montrer que X est irréductible.

3. Déduire que X admet une unique loi stationnaire et la déterminer.



