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L’objectif ici n’est pas de tout traiter mais, d’en couvrir une part significative de maniére convaincante. Les
réponses devront étre soigneusement arqumentées et justifiées. Vous pouvez a tout instant appliquer le résultat
d’une question précédante méme si celle-ci n’a pas été traitée.

Exercice 1(Sur 21 points)

1-) Soient Y = (Y};)tez un processus centré et stationnaire du second ordre de densité spectrale fy et de fonction
d’autocovariance ry et ¥ = {1;, j € Z} une famille absolument sommable (i.e. > .7 [¢;| < 00). On définit le
processus X = (Xi)iez par Xy = ZjeZ 1¥;Y;—;. X est bien défini presque stirement.

(a) Calculer E'X;. Montrer que pout tout t,h € Z, E (XernXt) = 32507 D ez ¥i¥rry (b + k — j). Déduire que X
est stationnaire d’ordre 2. Dans la suite on notera rx sa fonction d’autocovariance.

(b) Monter que la densité spectrale de X est fx(\) =|> ¢z e~ 2 fy () pour tout A € [—m, 7).

2-) Soient Y = (Y;)tez un processus stationnaire du second ordre et ®, © deux polynoémes tels que ® ne s’annule pas
sur le cercle unité. On définit le processus X = (X;)iez par la relation ®(B)X, = ©(B)Y;.

(a) Justifier que X est stationnaire d’ordre 2.

(b) Exprimer la densité spectrale de X en fonction de celle de Y.
)
)

(¢) Déduire la densité spectrale d’'un ARMA(p,q).

(d) Soit X = (X¢)tez un processus centré, stationnaire et de variance finie. Montrer que si la densité spectrale de
X est constante, alors X est un bruit blanc (faible).

3-) Soit (g¢)sez un bruit blanc gaussien de variance 2. On considére un processus X = (X;);ez satisfaisant ®(B)X; =
O(B)e; ot ®(B) =1 — ¢B et O(B) = 1+ 0B avec |¢| > 1 et |8 > 1. On considere les polynomes ®(B) = 1 — 7B et
) =1+ 4B et le processus Z = (Z;);cz satisfaisant O(B)Z, = ®(B)X;.

)
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(a) Reconnaitre le processus X. Est-il stationnaire? Causal? Inversible?

(b) Déterminer la densité spectrale de X.

(¢) Montrer (apres calcul) que la densité spectrale de Z est constante. Déduire que Z est un bruit blanc (faible) et
expliciter sa variance.

(d) Conclure que X est un ARMA(1,1) causal et inversible par rapport au bruit Z.

Exercice 2 (Sur 10 points)
Soit (en)nez un bruit blanc gaussien centré réduit; on note ® la fonction de répartition de cette loi. On définit le

processus Y = (Y, )nez par
Y,=¢, si Y,_1<0 e Y,=0+¢, si Y,_1>0

avec 0 € R et le processus X = (X,,)nen par
X,=13s Y, <0et X,=2 s Y,>0.

1. Montrer que X est une chaine de Markov. Déterminer sa matrice de transition (on pourra exprimer les proba-
bilités de transition en fonction de ®). Déduire que X est homogene.

2. Montrer que X est irréductible.

3. Déduire que X admet une unique loi stationnaire et la déterminer.



Correction

Exercice 1

1-)

(a) Comme Y est centré et que >,y [1h;] < oo, on a facilement E'X; = 0 (0.5pt). Pour tout n > 0, on a

Z (L)) Z UV ) =130 D ionYean— Yookl DO 5] [kl Yern—i| [Yiokl.
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Par, le théoreme de la convergence dominée, on a

n

E (X141 Xy) = lim E( Z ¥ Yeinj) Z VY ) = lim ) Z Yok E (Yepn—Yi k)

j=—n j=—n j=—mnk=—n

=3 hery(h+k—j) (2.5pts) .
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Comme E X; est constante et F (X1, X;) ne dépend que de h, on déduit que X est stationnaire d’ordre 2. et
a pour fonction d’autocovariance rx(h) =3, ez w]wkry(h +k—j) (1pt).

(b) Pour A € [~m @, on a fx(N) = 52 Xpeprx(h)e™ = 537, > jez 2nezr Vitery (b + k — jle”"* . En
posant f =h+k—jie,h={¢+j—kona

S ey (O = (e ) (™) (o X e (0 ) = | Yo P A ()

0€T JET ke JEz kEZ ez JET

car Yy cp Vpe*r =30, ;e (o Z est le conjugué du nombre complexe z) (3.5pts).
2-)

(a) Comme le polyome ® ne s’annule pas sur le cercle unité, il est inversible et on peut s écrire sous la forme
®(B)! = > jen i B’ avec 37, ; |a;| < co. Ainsi, on peut écrire ®(B)~ l9(B) = > ez ¥; BI avec > ez Y5l <
00. On aura donc X; = ZjeZ ¥;Y;—;. Comme Y est stationnaire du second ordre, on déduit de la question 1-)
(a) que X Dest également (2pts).

(b) D’apres la question 1-) (b), on a fx(A) = |3 ,cz Yje~ A2 fy-(\) pour tout A € [—m, 7). Mais par definition

. . iy i i e—iA e—iNy (2
des (¢;) (voir question (a)), on a >, ;e A= @(emM)TlO(e” ) = gEE_M; D’ou fx (A gge_uﬂ fr(A)
(2pts).

(c) Un ARMA(p,q) s’obtient lorsque Y est un bruit blanc. Anisi, si Y est un bruit blanc de variance o2, fy (\) = %
2 e(@—i}x)

et donc fx(\) = 5 1G] 2 pour tout A € [—m, 7] (1.5pts).

(d) Soit rx (rep. fx) la fonction d’autocovariance (la densité spectrale de X). Il suffit de montrer que rx(h) =0
pour i # 0. Supponsons que fx(\) = ¢ pour tout A € [—m,7]. On a pour h # 0, rx(h) = ["_e" fx(N)d\ =
c [T e"rdx =0 (1.5pts).

)

(a) X est un ARMA(1,1) stationnaire qui n’est ni causal, ni inversible, car les plynémes ® et © admettent des
racines dans le disque unité (1.5pts).
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(b) D’apres la question 2-) (c¢), on a fx(A) = §| =) ’

(1pt).



(¢) En utilisant le résultat trouvé a la question 2-) (b), on a
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En utilisant le fait qu’un nombre complexe a le méme module que son conjugé, on a 1‘{ (;e,i X

_ [ Q=ge™)et
- 1—ge—ir

1+0e
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= 1. Dou fz(\) = %%ﬁ (1.5pts). Comme (e;) est centré, X et Z le sont. De

1. De méme, on a ‘

la méme maniere, Z est stationnaire de variance 02 =rz(0) = ["_fz(A\)dx = [T 2 ¢2 cd\ = ¢2 e (1pt). On
déduit donc de la question 2-) (d) que Z est un bruit blanc faible (0.5pt).

(d) On a ®(B)X; = O(B)Z,. Comme les racines des polynémes ® et © sont & lextérieur du disque unité, on
conclure que X est un ARMA(1,1) causal et inversible par rapport au bruit Z (1pt).

Exercice 2

1. On peut encore écrire Y,11 = ep11ly, <0 + (6 + ent1)Ly, >0 pour tout n € N. Remarquons aussi que
Yo, -+ ,Y, sont indépendantes de €,41. Soit donc x,i1,Zn, -, 20 € {1,2}. On a {X,4+1 = Zp41} €
J(5n+17]]-Yn§O7 ]lYn>0) = U(EnJthn)- Ail’lSi, P(XnJrl = xn+1|Xn =Tn, " 7X0 = 1’0) = P(XnJrl = xn+1|Xn =

x,). D’olt X est une chaine de Markov & 2 états (3.5pts).

De plus, on a P(X, 11 = 1|X,, = 1) = P(Yo41 <0]Y, <0) = P(ept1 <0Y, <0) = Plepy1 <0) =P(0) =

Donc, P(Xp41 =2|X, =1) =1—1 = 1. De méme, P(X,11 = 1|X,, = 2) = P(Y,41 < 0]Y,, > 0) = P(ep41

0], >0) =P(d +ept1 <0) =P(epy1 < —0) = ®(—0) et P(Xpy1 =2|X,, =2)=1—-P(X,,41 = 1|X,, =2)
1 1

. . . o, _ b} 3 ,
1 — ®(—0). La matrice de transition est P B(25) 1—b(—5) (2.5pts). Comme P ne dépend pas de

1
2
<

n, on conclut que X est une chaine de Markov homogene (1pt).
2. Toutes les probabilités de transition sont strictement positives. Donc, X est irréductible (1.5pts).
3. X est irréductible et & espace d’état fini, donc elle admet une unique loi stationnaire p = (pu1, o).

pP =p —p1 + 2p2®(—0) =0 _ _20(=0) 1
{ i pp=1 7 { it pp =1 = 1= Tsat-g) © B2 = Ty (1:5Pts).



