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1. (9 points) Soit un bruit blanc fort (ex)rez tel que [Eef = 0 < 1. On considere le processus (X )rez défini
par:

Xnt1 =ent1(Xn+1) pourn € Z. (1)
(a) Pour k € N*, déterminer I'expression de X,, en fonction de X,,_; et de (¢;);ecz. Apres avoir montré
oo 1
Iexistence de son expression dans IL%, montrer que (Xn)nez tel que X, = Z H En_k pour n € Z est une
i=0 k=0
m (3
solution de (1) (on pourra poser X{™ = Z En—k pour m € N).
i=0 k=0

Montrer que X est un processus stationnaire d’ordre 2 apres avoir précisé sa moyenne et son autocovariance.
En déduire que X admet une densité spectrale que 1’on précisera.

)
)

(d) Montrer que X n’est pas un bruit blanc fort (on pourra calculer IE(X?2, | X,,)).
) Montrer que quelque soit la loi de £p, X ne peut pas étre un processus gaussien.
)

On suppose que (X1, ,X,,) est connu. Quelle prédiction )?nﬂ feriez-vous?

2. (18 points) Soit le processus X = (X )ren tel que
X :a—i—bak—f—ek pour k€ N,

avec a et b deux réels inconnus, o un réel connu tel que |o| < 1 et un bruit blanc fort gaussien (ex)xen tel que
[Ec2 = 02 > 0. On suppose que (Xg, X1, -+, X,,) est connu mais pas (x)ren et on voudrait estimer a et b.

(a) Déterminer l'espérance de X et sa covariance. A quelle condition sur «, X est-il un processus stationnaire?
Pour quelle(s) valeur(s) de o, X admet-il une saisonnalité?

(b) On suppose ici que « = 1. Montrer qu'un estimateur convergent de a est aussi un estimateur convergent
de b. En déduire que l’'on ne peut pas estimer en général a et b.

(¢) On suppose que o = —1. Proposer un estimateur é\n = t(anﬁn) convergent de 6 = *(a,b) (on supposera
que n est impair). Montrer que l'estimateur proposé est sans biais, converge presque stirement et vérifie
un théoreme de la limite centrale que 'on précisera.

(d) On suppose que |a] < 1.

i. Soit Y = (Y})iez tel que Yy = 372 a'eq_; pour t € Z. Montrer que Y est un processus ARMA dont
on précisera 'ordre, I'autocorrélation et la densité spectrale.

ii. Montrer que % Z?:o a'e; n_%oo 0 pour tout 5 > 0.

o~

iii. Déterminer I'expression matricielle de Pestimateur (@, b,) par moindres carrés de (a,b). En déduire
n

o~ _ R ~ . 1) &
que Vestimateur (a,,by,) tel que @, = ZXi et b, =(1-0a? ZoﬂXi - (a+1) ZX"’
i=0

vérifie (an*amgn En) % 0.
n—-+0o



iv. Montrer que a,, converge presque surement vers a et vérifie un théoréeme de la limite centrale.

v. Montrer que b,, est un estimateur asymptotiquement non biaisé mais qui ne converge pas vers b en
probabilité.

3. (8 points) Soit un bruit blanc fort (ex)rez tel que IEe2 = o2 et soit @« € R*. On considere le processus (Xj)kez
défini par:
X, =&, — 20e,-1 + a2€n_2 pour n € Z.

(a) Quel type de processus est X7 Est-il stationnaire? Causal?

(b) Déterminer 'autocovariance r(-) de X et sa densité spectrale.

(¢) On suppose que (Xi,---,X,) est connu. Rappeler la définition de l'autocovariance empirique 7,(-) de
X et le théoreme central limite multidimensionnel vérifié par (7, (k))o<k<x pour K € N (on exprimera
la covariance asymptotique sous forme d’intégrales). En déduire un estimateur convergent de « et de o2
(parmi plusieurs possibilités) et sa vitesse de convergence (en puissance de n).

(d) Lorsque « tel que |a| < 1 est connu, on désire calculer un prédicteur X,, 1 connaissant (X, _r)ren. Que
proposeriez vous? Et si a est inconnu?



