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1. (9 points) Soit un bruit blanc fort (ex)rez tel que [Ecf = 0 < 1. On considere le processus (X )rez défini
par:

Xn+1 =€nt1(Xn +1) pourn e Z. (1)
(a) Pour k € N*, déterminer I'expression de X,, en fonction de X,,_; et de (¢;);ez. Apres avoir montré

oo 2
Iexistence de son expression dans IL%, montrer que (Xn)nez tel que X, = Z H En_k pour n € Z est une

i=0 k=0
m 2
solution de (1) (on pourra poser X{™ = Z En—k pour m € N).
=0 k=0

b
(c

(b) Montrer que X est un processus stationnaire d’ordre 2 aprés avoir précisé sa moyenne et son autocovariance.
)
(d) Montrer que X n’est pas un bruit blanc fort (on pourra calculer IE(X?2, ;| X,,)).
)

)

En déduire que X admet une densité spectrale que 1’on précisera.

(e
(f

Montrer que quelque soit la loi de g, X ne peut pas étre un processus gaussien.

On suppose que (X1, -+, X,,) est connu. Quelle prédiction )/fnﬂ feriez-vous?

Proof. (a) On a facilement par itération X,, = 25;01 H;:O en—j + Xn—k H?;& €n—j pour tout k € N* (1 pt).
Posons X" = 327 [Th—g en k- 1l est clair que B(X{™)? = S0 S0 0 B ([Theo TTimg e ken—s) = Litg 0?42 = o2(1 -

a2m*2)(1 —02)~! donc X,(lm) existe dans L? pour tout m € N. De plus, IE(X,(lm) - X,)2 = 1 0%t = g?2mt2(1-02)"1 =0
quand m — oo car o2 < 1. Donc (X,<Lm))m converge dans IL2 vers Xp. Enfin, en41 + €nt1Xn = Ent1 + Ent1 Doicg H?@:O En—k =
2o k—o&nt1—k = Xnt1 done Xpn = >72 11— En—k est bien solution de (1) (3 pts).

(b) On a aisément IEX, =0 et EXn X, = 327203072 E(szo HZn:O an,gsnzk,m) =0sik#0etvarX, =o2(1 —o?)" L
Donc les variables (X, ) sont non corrélées et ont méme espérance et méme variance: c’est un processus stationnaire d’ordre 2 (2
pts).

(c) On a facilement f(\) = iaZ(l —02)~1 pour tout A € [-7, 7] (0.5 pts).

(d) OnaB(X2 || Xp) =o02(1+ Xp)? #IE(X2, ) =0*(1 —0?)"! du fait de I'indépendance de X, et enq1: les (X}) ne sont pas
indépendantes (1 pt).

(e) Les X; sont non corrélées mais ne sont pas indépendantes: X n’est pas un processus gaussien (0.5 pts).

(f) La prédiction optimale par moindres carrés est Xp, 41 = E(Xp41 | (X1, ,X5n)) = (1 + Xn)Een41 =0 (1 pt).

2. (18 points) Soit le processus X = (X )ren tel que
Xy, =a+ba"+¢, pour keN,

avec a et b deux réels inconnus, « un réel connu tel que |a| <1 et un bruit blanc fort gaussien (ex)ren tel que
[Ec? = 02 > 0. On suppose que (Xo, X1, -+, X,) est connu mais pas (gx)ren et on voudrait estimer a et b.

(a) Déterminer I'espérance de X et sa covariance. A quelle condition sur a, X est-il un processus stationnaire?
Pour quelle(s) valeur(s) de a, X admet-il une saisonnalité?

(b) On suppose ici que o = 1. Montrer qu'un estimateur convergent de a est aussi un estimateur convergent
de b. En déduire que ’on ne peut pas estimer en général a et b.



o~

(¢) On suppose que o« = —1. Proposer un estimateur 0, = !(@p, by) convergent de @ = *(a,b) (on supposera
que n est impair). Montrer que l'estimateur proposé est sans biais, converge presque slrement et vérifie
un théoréeme de la limite centrale que ’on précisera.

(d) On suppose que |a] < 1.

i. Soit Y = (Y3)sez tel que Yy = > 72 a’eq_; pour t € Z. Montrer que Y est un processus ARMA dont
on précisera l'ordre, ’autocorrélation et la densité spectrale.

ii. Montrer que -5 Y7 a'e; % 0 pour tout S8 > 0.
n——+0oo

~

iii. Déterminer l'expression matricielle de 'estimateur (@, b,) par moindres carrés de (a,b). En déduire
n

. - _ R ~ , (a+1) &
estimat b)) tel n:—EXZ- t b, = (1—a? § lXi—7§Xi,
que estimateur (a ) tel que @ PR P e (1—a”) izoa nrl 2
vérifie (a, — Enﬁn — En) 2, .
n—-+o0o

iv. Montrer que a,, converge presque stirement vers a et vérifie un théoreme de la limite centrale.

v. Montrer que b,, est un estimateur asymptotiquement non biaisé mais qui ne converge pas vers b en
probabilité.

Proof. (a) EX}), = a+ ba* et cov(Xy, Xy) =0sik# £, =02 si k =/ (0.5 pts). X est stationnaire si et seulement si o € {0,1}
ousi b=0 (0.5 pts). X admet une saisonnalité si et seulement si « = —1 et b # 0 (0.5 pts).

(b) La loi est X est symétrique en a et b: un estimateur convergent de a est donc un estimateur convergent de b (0.5 pts). A
moins que a = b, il n’est pas possible d’estimer a et b. En fait on peut estimer plutdt a + b (0.5 pts).

(c) EXy = a+ (—1)*b+ ), admet pour saisonnalité de période 2: s(k) = (—1)*. On peut utiliser alors un estimateur par moindres
carrés pour estimer a et b. Si Z est une matrice (n 4 1,2) ayant pour vecteur colonne (1) et ((—1)*)s, alors lorsque n est impair
(122)7' = A7 12, o O = H(@n, bn) = (757 Xieo Xis w1 oimo(—1)'X0) = 0+ (77 Sito & gt Limo(—1D'e) (1 pt). 11
est donc clair que c’est un estimateur sans biais et comme ((—1)%;); a la méme loi que (g;); (car la loi gaussienne est symétrique)

on peut appliquer la loi forte des grands nombres et On Li) 0. On peut aussi appliquer le TLC et \/ﬁ(é\n —0) Ni) N(0,02)
n— oo — 00

(1.5 pts).

(d) i. Y est un AR(1) stationnaire causal vérifiant Y;, = a Y1 + &, pour tout n € Z (1 pt). Son autocorrélation est r(k) = o
(0.5 pts) et sa densité spectrale est f(\) = iaQ(l + a2 — 2acos()\)) ! pour A € [-7, 7] (0.5 pts).

ii. Ona I ,a'e; qui converge dans IL2 donc en probabilité lorsque n — oo vers la variable Yy, gaussienne et de variance 7(0).

k

Donc il est clair que —5 Sipate n_)—+>oo 0 pour tout 8 > 0 (1.5 pts).

iii. On peut utiliser I’estimateur par moindres carrés ordinaire pour estimer a et b avec Z,, la matrice de taille (n + 1, 2) ayant pour

k it n+1 (1-amth)(1—a)?! (i tron—1 _
vecteur colonne (1) et (a”)g, on obtient ' ZZ = (1—am1)(1—a)-l (1—a27*2)(1—a2)-1 ) On en déduit que (*ZZ)~ ! =
1—a?t2)1-a®)"! —(1—-a")(1-a)! _ oy —1 .
( (7(17&”_,,_25(17&))_1 ( n+)§ ) (n+1)(1 —a®*+2)(1 - a?)~1 — (1 — a®*1)2(1 — @) ~2) " ". En conséquence

Yan,bn) = (1Z2)71ZX = (n+ 1)(1 - a®*2)(1 = a?) "' = (1 — a2 (1 —a)~2) "

x f((1 —a2n+2)(1 - o?) L znjxi —(1—a)(1—a)"t Zn:aixi , (n+1) znjaixi C(1—a™)(1—a)? znjx) (2 pts).
=0 =0 =0 =0

Asymptotiquement, comme |a| < 1, ((n+ 1)(1 — a?**+2)(1 —a?)~1 — (1 — ot 1)2(1 - a)’2)71 ~ %H(l —a?). Tl ainsi clair que

presque sirement

. (1—a?)( (1—a2)’12?:oXi—(1—04)’12?:0%'?{1')

n+1 (7'L+1) E?:()aiXi—(l—a)_l ?:OXi
1 1
-~ ( oy >ico Xi — % im0 ®iXi ) (2 pts).
(1—0{2) ;L:O OziXi — %ﬁ ;-n:o X,L
P o~ = P
Comme n%‘_l S X feand 0, on a donc bien (an — an,bn — byn) nﬁm 0 (0.5 pts).

iv. On peut encore écrire que an, = a + nL_H S gal+ n%‘_l > pei- Il est clair d’apres la LEGN que #—1 > € % 0,
n——+0oo
que nLH o al njoo 0 donc an ni;i)oo a (1 pt). De méme, grace a cette décomposition, d’apres le TLC classique v/n(a, —
L
a) = N(0,0%) (1 pt).
n— o0

v. On peut encore écrire que

b(1 — antl) N 1
(n+1)1—a) mn+1-

by = <a(1+a)(1fa"+1)+b(1fa2"+2)+(17042);0/51')7(1+a)<a+

)

n
1=0

14+ a)(1 —anth) LIy 1+a
—all n+1 b(1— 2n+2 _ ( 1— 2 T -
a(l+ a)a + ( ! Tmrna-a) )-i—( oc);)ael n+1;€1



~ _nt1 ~
Ainsi, il est clair que IEb, = —a(1 + a)a™t! + b(l — a2t M) —  b: lestimateur b, est asymptotiquement
(n+1)(1—a) n—s+oo

non biaisé (1.5 pts).

Cependant, si :fT‘i‘ Do Ei ni—i){)o Oona(l— O‘2)Z?:0 a'e; N%oo (1 — a?)Yp, qui n’est pas la loi nulle, donc il n’y a pas

convergence en probabilité de by, vers b (1.5 pts).

O

. (8 points) Soit un bruit blanc fort (e;)xez tel que IEe3 = o2 et soit & € R*. On consideére le processus (Xj)kez
défini par:
Xp =€n — 20En_1 + a%ep_o pour n € Z.

(a) Quel type de processus est X7 Est-il stationnaire? Causal?
(b) Déterminer Pautocovariance r(-) de X et sa densité spectrale.

(¢) On suppose que (Xi,---,X,) est connu. Rappeler la définition de l'autocovariance empirique 7, (-) de
X et le théoreme central limite multidimensionnel vérifié par (7, (k))o<k<x pour K € N (on exprimera
la covariance asymptotique sous forme d’intégrales). En déduire un estimateur convergent de « et de o
(parmi plusieurs possibilités) et sa vitesse de convergence (en puissance de n).

(d) Lorsque a tel que |a| < 1 est connu, on désire calculer un prédicteur X,, 11 connaissant (X, _r)ren. Que
proposeriez vous? Et si « est inconnu?

Proof. (a) Ce processus est un MA(2) causal stationnaire (0.5 pts).

(b) On a 7(0) = 02(1 + 4a? + a*), r(—1) = r(1) = —2a02(1 + a?), r(—=2) = r(2) = o202 et r(k) = 0 pour |k| > 2 (1 pt).
La densité spectrale de X est f(\) = ﬂog(l +4a? + a* — 4a(1 4 a?) cos A + 2a2 cos(2X)) (1 pt).
(¢) Onamn(k) = L Sr7F XiXoyy — (£ 57, X:)? (0.5 pt).

D’apres le cours on a \/ﬁ(?n(k) - r(k)) he nélo Ng (0,%) avec & = (471' J7, cos(pX) cos(q)\)fz()\)d/\>1§p,qSK (0.5 pts).
1l est clair que 7(1)/r(2) = —2(a~ ! +a), soit a = (—r(1) £ /r(1)2 — 167(2)2)/4r(2) qui existe dans R car « est bien un réel. Donc
on trouve un estimateur en remplagant r(k) par son estimateur et ainsi, par exemple, &y, = (—7n (1) £ /Tn(1)2 — 167, (2)2) /47, (2)
et 32 = 7,(2)/a2 (1 pt). Comme (Qn,52) = g(Tn(1),7n(2)) et comme (7»(1),7x(2)) vérifie un TLC multidimensionnel avec
vitesse /n, comme la fonction g est différentiable, d’apres la Delta-méthode, @y, et G2 vérifient un TLC avec vitesse v/n (1 pt).
(d) On peut inverser la formule définissant X et on obtient X, = en — >.72, (i + Da’X,_;. On en déduit donc que Xnp1 =
E(Xnt1 | (Xn—k)ken) = —> ooy (i + 1)a* Xp—; (2 pts). Si o est inconnu, on le remplace dans 'expression précédente par an,
soit Xptp1 = — 352, (i + 1)@, Xp—; (0.5 pts). O

-



