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Introduction

Exemple.

Processus ou séries chronologiques climatiques, biologiques, hydrauliques, �nancières,...
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Objectifs. Les objectifs de ce cours sont:

1. décrire une série chronologique.

2. modéliser un processus et tester les modèles proposés.

3. comprendre et expliquer des phénomènes attenant à un processus.

4. prévoir le comportement futur d'un processus.

1 Processus aléatoires: premières dé�nitions et propriétés

Nous allons voir en premier lieu qu'un processus di�ère de ce que l'on a jusqu'alors essentiellement rencontré
en probabilités et statistiques, c'est-à-dire des suites de v.a.i.i.d. C'est surtout sur l'hypothèse d'indépendance
que nous allons revenir, en proposant des formes de dépendances que l'on pourra caractériser par les covari-
ances, les probabilités conditionnelles,...

1.1 Processus aléatoire

Dé�nition. Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité.

• On dit que X = (Xt, t ∈ T ) est un processus aléatoire (ou encore stochastique) sur T à valeurs dans
IRk lorsque pour tout t ∈ T , Xt est une variable aléatoire sur (Ω,A) à valeurs dans IRk.

• Pour ω ∈ Ω, (Xt(ω), t ∈ T ) est appelé une trajectoire du processus X.

• On dit que X = (Xt, t ∈ T ) est un processus aléatoire du second ordre lorsque pour tout t ∈ T , Xt est
une variable aléatoire appartenant à IL2(Ω,A, P ).

• On appelle fonction espérance, variance, covariance et corrélation d'un processus aléatoire du second
ordre à valeurs réelles, pour (s, t) ∈ T 2, les fonctions m(t) = IEXt, σ

2(t) = IEX2
t − m2(t), γ(s, t) =

IE(Xs − IEXs)(Xt − IEXt) et r(s, t) = γ(s, t)/(σ(s)σ(t)).
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Exemple.

Fonction réelle; Suite de variables indépendantes; Marche aléatoire; Chaîne de Markov; Mouvement
brownien.

Dé�nition. Une série chronologique (temporelle) est un processus aléatoire réel indicé par ZZ ou IN (on dit
encore processus à temps discret; quand ce n'est pas le cas, notamment lorsque T = IR, on parle de processus
à temps continu).

Dé�nition. On appelle processus aléatoire (ou une série chronologique) X = (Xt, t ∈ T ) gaussien, un
processus aléatoire tel que ∀k ∈ IN∗, ∀(t1, · · · , tn) ∈ Tn, (Xt1 , · · · , Xtn) est un vecteur gaussien.

Remarque.

Rappelons que (Xt1 , · · · , Xtn) est un vecteur gaussien si et seulement si ∀(u1, · · · , un) ∈ IRn, u1X1 +
· · ·+ unXn est une variable gaussienne.

Propriété. • Si X et Y sont des vecteurs gaussiens, alors (Indépendance de X et Y ⇐⇒ cov(X,Y ) = 0).

• Un processus gaussien est entièrement dé�ni par ses fonctions espérance m(t) = IEX(t) et covariance
γ(s, t) = IEXsXt. Réciproquement, la connaissance d'une fonction γ(s, t) dé�nie positive et d'une
fonction m(t), dé�nit un unique processus gaussien.

Dé�nition. On dit qu'un processus aléatoire X = (Xt, t ∈ T ) est (strictement) stationnaire lorsque X
est invariant en distribution par toute translation du temps, c'est-à-dire que ∀n ∈ IN∗, ∀(t1, · · · , tn) ∈ Tn,
∀c ∈ T , (Xt1 , · · · , Xtn) à la même distribution que (Xt1+c, · · · , Xtn+c).

Remarque.

Une caractérisation de l'égalité en loi est celle obtenue par la fonction caractéristique. On montrera ainsi
que pour tout (u1, · · · , un) ∈ IRn,

ϕ(Xt1 ,··· ,Xtn )(u1, · · · , un) = IE
(
ei

∑n
j=1 ujXtj

)
= ϕ(Xt1+c,··· ,Xtn+c)(u1, · · · , un).

On pourra ainsi utiliser le fait que la fonction caractéristique de la somme de 2 v.a. indépendantes vaut le
produit des fonctions caractéristiques...

Exemple.

Suite de v.a.i.i.d., chaîne de Markov homogène.

Propriété. Conséquences de la stationnarité sur les fonctions espérance, variance, covariance d'un processus
à temps discret X:

• L'espérance m(t) = IE(Xt) est constante.

• La variance σ2(t) = var(Xt) est constante.

• La covariance γ(s, t) = cov(Xs, Xt) est une fonction ne dépendant que de |t− s|.

Dé�nition. Soit un processus à temps discret X = (Xt, t ∈ T ). On dit que X est:

• Un processus stationnaire d'ordre 2 lorsque: 1/ son espérance m(t) est constante, 2/ sa covariance
cov(Xs, Xt) est une fonction de |t− s|.

• Un processus à accroissements stationnaires lorsque le processus Y = {Yt, t ∈ T} telle que Yt =
Xt+1 −Xt pour t ∈ T , est stationnaire.

Propriété. • (Stationnarité stricte =⇒ Stationnarité d'ordre 2), mais la réciproque est fausse.

• Si X est un processus gaussien, alors (Stationnarité stricte ⇐⇒ Stationnarité d'ordre 2).

Remarque.



Master 2 E.T.E.: Mise à niveau en série chronologique 5

On pourrait penser qu'il est plus di�cile d'être stationnaire strict que stationnaire d'ordre 2. Cependant la
stationnarité d'ordre 2 requiert d'avoir des moments d'ordre 2 ce qui n'est pas demander par la stationnarité
stricte. On peut ainsi montrer que pour un ARCH(p) (on verra plus loin la dé�nition d'un tel processus),
les conditions de stationnarité d'ordre 2 sont plus fortes que celles de stationnarité stricte.

Dé�nition. • Un bruit blanc (fort) est une suite de variables aléatoires identiquement distribuées in-
dépendantes (v.a.i.i.d.) centrées.

• Un bruit blanc faible est une suite de variables aléatoires identiquement distribuées centrées non cor-
rélées.

• Un bruit blanc gaussien est une suite de v.a.i.i.d. gaussiennes centrées.

Remarque.

La terminologie de bruit blanc est surtout employée par les spécialistes de traitements du signal. Ceux-ci
évoquent aussi parfois des bruits roses pour certaines formes de dépendances entre les données...

1.2 Tendance et composante saisonnière

Les séries de données réelles que l'on peut rencontrer ne sont que très rarement des séries que l'on peut
modéliser par un processus à temps discret stationnaire. En e�et, très souvent leurs moyennes varient
dans le temps, parfois de manière su�samment régulière pour être facilement modélisées (typiquement une
tendance linéaire), parfois non... Voici pour commencer le type principal de �tendances� dites tendances
additives:

Dé�nition. Tout processus à temps discret X = (Xt)t∈T avec T ⊂ Z peut s'écrire sous la forme

Xt = a(t) + S(t) + εt, pour t ∈ T,

où t 7→ a(t) et t 7→ S(t) sont deux fonctions déterministes telles que IEXt = a(t) + S(t), avec

1. si t 7→ S(t) est une fonction périodique non nulle de période r > 0 telle que

r∑
i=1

S(i) = 0, alors S est

la composante saisonnière, saisonnalité de X,

2. si t 7→ a(t) est non nulle, a est la tendance de X,

3. si ε = (εt)t∈T est non nulle, ε est une série chronologique centrée appelée souvent le bruit de X.

Exemple.

Tendances polynômiales, saisonnalité annuelle,..

Remarque.

Attention, il n'y a pas unicité de la décomposition précédente. Il y a en revanche unicité du bruit de X
puisque ut = Xt − IEXt pour tout t.

Dé�nition. Pour X = (Xt)t un processus aléatoire ayant pour tendance a et pour saisonnalité S. On
appelle:

• Série détendancialisée la série (Xt − a(t))t. Si la fonction a(·) n'est pas connue explicitement, ce qui
est le plus souvent le cas, (Xt − â(t))t, où â(t) est un estimateur de a(t) sera la série détendancialisée
(même dénomination).

• Série désaisonnalisé (ou série corrigée des variations saisonnières) la série (Xt−S(t))t. Si la fonction

S(·) n'est pas connue explicitement, ce qui est le plus souvent le cas, (Xt − Ŝ(t))t, où Ŝ(t) est un
estimateur de S(t) sera la série désaisonnalisée (même dénomination).

Il est aussi possible que le processus ait une variance qui varie de manière déterministe en fonction du
temps. En ce cas on évoquera une tendance multiplicative:

Dé�nition. On dira que X possède une tendance multiplicative si Xt −m(t) = σ(t)u(t) pour tout t ∈ T ,
où u = (ut)t∈T est une suite de variables aléatoires centrées de variance constante et σ(·) est une fonction
positive.
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1.3 Cas particulier des processus stationnaires

Dans toute la suite, on suppose que X = (Xk)k∈ZZ est un processus à temps discret stationnaire (donc un
processus sans tendance additive ou multiplicative non constantes). Ceci induit en particulier que les Xn

sont des variables identiquement distribuées. On considérera également que les processus sont centrés, ce
qui s'adapte par simple translation au cas non centré.

Dé�nition. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus du second ordre à temps discret centré stationnaire,

• on appelle r(k) = IEX0Xk = IEXiXi+k pour k ∈ ZZ et i ∈ Z, la covariance de X. Ainsi, r(0) est la
variance de la série.

• on appelle ρ(k) = r(k)/r(0) la corrélation de X. On a −1 ≤ ρ(k) ≤ 1 pour k ∈ ZZ.

Dé�nition. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus du second ordre à temps discret centré stationnaire. S'il existe

une fonction f : [−π, π[→ C

telle que ∀k ∈ ZZ, r(k) =

∫ π

−π

eikλf(λ)dλ, alors on dit que X admet une densité

spectrale f .

Exemple.

Montrer que la densité spectrale d'un bruit blanc faible stationnaire à variance �nie existe et la calculer.

Propriété. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus du second ordre à temps discret centré stationnaire. Si la

densité spectrale f existe sur [−π, π[ alors f est paire et f(λ) =
1

2π

∑
k∈ZZ

r(k)e−ikλ pour tout λ ∈ [−π, π[.

Propriété. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus du second ordre à temps discret centré stationnaire.

1. (Les covariances r(k) véri�ent
∑

|r(k)|2 < ∞) ⇐⇒ (f existe et est de carré intégrable sur [−π, π[).

2. (Les covariances r(k) sont telles que
∑

|r(k)| < ∞) =⇒ (f existe et f continue sur [−π, π[).

Exemple.

Soit (εk)k∈IN une suite de v.a.i.i.d. à variance �nie et soit Xk = εk − εk−1 pour k ∈ Z. Déterminer la
densité spectrale de (Xk)k∈Z.

Grâce à la notion de stationarité il est possible d'obtenir un résultat théorique très puissant, qui n'a cependant
que peu d'intérêt en pratique:

Théorème (Décomposition de Cramèr-Wald). Soit X = (Xt)t∈Z un processus à temps discret station-
naire d'ordre 2 tel que

∫ π

−π
log(f(λ))dλ > −∞. Alors il existe un unique bruit blanc faible (εt)t∈Z (donc

cov(εt, εs) = 0 pour t ̸= s mais les εt ne sont pas forcément indépendantes) et une famille de réels (ai)i∈IN

telle que a0 ≥ 0 et
∑

k∈IN |ak|2 < ∞, véri�ant

Xt = IEX0 +
∞∑
i=0

ai εt−i for all t ∈ Z. (1)

Ceci permet d'avoir une forme un peu générale d'un processus stationnaire. Cependant nous verrons que
l'on peut surtout traiter le cas des processus linéaires (quand le bruit blanc est fort, donc avec l'hypothèse
d'indépendance en plus); dans le cas général, la décomposition de Cramèr-Wald n'apporte pas beaucoup de
renseignements (voir le cas des processus GARCH).

2 Estimation de la tendance et de la saisonnalité

Cette partie est souvent omise ou vite traitée dans les livres consacrés aux processus ou aux séries chronologiques.
Pourtant l'estimation de la tendance et de la saisonnalité est essentielle dans la plupart des travaux concrets
portant sur les séries chronologiques, en particulier parce qu'elle apporte une information souvent bien plus
importante que la partie bruit en vue de prédictions. Nous ne traitons pour commencer que des processus
sans tendance multiplicative, ce dernier cas étant traité à la �n.
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2.1 Estimation semi-paramétrique par régression

On voudrait connaître la tendance et la saisonnalité du processus en supposant connue une trajectoire
(X1, · · · , XN ).
On suppose que la tendance et la saisonnalité s'écrivent sous une forme connue a priori (les fi, fonctions
quelconques, et r sont supposés connues), soit:

a(t) =
k∑

i=1

aifi(t) et S(t) =
r−1∑
i=1

si(gi(t)− gr(t)) pour t ∈ T,

avec gi(t) = II{t=i, [r]} sont r-périodiques (on a ainsi

r∑
i=1

S(i) = 0).

Notation. • X = t(X1, .., XN ).

• Fi =
t(fi(1), .., fi(N)) pour i = 1, .., k et Gi =

t(gi(1)− gr(1), .., gi(N)− gr(N)) pour i = 1, .., r − 1.

• U = (ε(1), .., ε(N)).

Le modèle s'écrit alors vectoriellement:

X =
k∑

i=1

aifi +
r∑

i=1

si(gi − gr) + U.

Proposition. On peut estimer les coe�cients (ai) et (si) par une régression par moindres carrés en min-
imisant une distance dans IRn:

∥ X − (a1F1 + · · ·+ sr−1Gr−1) ∥2, et on notant Z la matrice Z = (F1 · · ·FkG1 · · ·Gr−1),

1. si U est un bruit dont on ne connaît pas la variance, on utilise une estimation par moindres carrés
ordinaires et:

t(â1, · · · , âk, ŝ1, · · · , ŝr−1) = (tZ Z)−1tZX,

2. si U est un bruit tel que IEU tU = Σ est une matrice connue, on utilise une estimation par moindres
carrés généralisés, et:

t(â1, · · · , âk, ŝ1, · · · , ŝr−1) = (tZΣ−1Z)−1tZΣ−1X.

On déduit aisément de ces expressions un premier résultat de convergence pour les estimateurs de la
tendance et de la saisonnalité:

Propriété. Dans le cadre de régression précédent, si (εn) est un bruit blanc de variance �nie, si la matrice
(tZ Z)−1 tend vers 0 en norme, alors les estimateurs des paramètres sont non biaisés et convergents en
probabilité quand N → ∞.

Sous les mêmes hypothèses, une condition nécessaire et su�sante de convergence presque sûre est

max
1≤i≤k+r−1

∣∣(Z(tZ Z)−1tZ
)
ii

∣∣ L−→
N→+∞

0. La normalité asymptotique (théorème de la limite centrale véri�é

par les estimateurs des paramètres) est également impliquée par cette condition. Cependant, quand on n'est
plus dans le cas d'un bruit blanc, les résultats de convergence peuvent être plus complexes, le comportement
avec N de la matrice Σ ayant un rôle important...

Exemple.

Soit le cas où la tendance est une constante, où il n'y a pas de saisonnalité et le bruit est stationnaire et
admet une matrice de covariance Σ. A-t-on toujours convergence? Et si limn→∞ IE(u0un) = 0?

Remarque.

• On peut noter que ces estimateurs sont des combinaisons linéaires des Xi.
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• Une telle régression nécessite la connaissance a priori des fonctions fi. Pour ce faire on peut faire
di�érentes hypothèses: on peut considérer que a(·) est un polynôme (typiquement fi = ti), ou bien que
a(·) est un polynôme trigonométrique (typiquement fi(t) = sin(i t) ou bien fi(t) = cos(i t)). Concrète-
ment, on utilisera plutôt une régression polynomiale lorsque les données semblent prendre une certaine
direction, alors que la modélisation par un polynôme trigonométrique permet d'avoir des prédictions
qui restent dans le même ordre de grandeur que les données connues. Pour aller un peu plus loin, on
peut même essayer de décomposer la tendance a(t) dans une certaine base (ce qui peut être fait en
Fourier ou avec une base d'ondelettes par exemple).
La question qui se pose ensuite est celle de savoir comment choisir le nombre k de fonctions fi consid-
érées. Cela revient dans le cas polynomial à choisir le degré maximal du polynôme que l'on utilise dans
la régression. Il est clair que ce nombre k doit être inférieur à N − r, sinon les di�érents paramètres
ai ne pourront pas être estimés. Une technique e�cace pour obtenir �mathématiquement� un choix
�optimal� de k est d'utiliser un critère de sélection de modèle. Pour ses propriétés de convergence même
dans des cas non gaussiens, le critère BIC (Bayesian Information Criterium) est un choix souvent
intéressant. Pour k �xé, on calcule

BIC(k) = −2 log(Vraisemblance maximisée du modèle à (k+r-1) paramètres) + logN (k + r − 1)

et on cherche k qui minimise ce critère. Cela revient, après des approximations, à chercher

k̂ = Argmaxk=0,1,...,kmax

(
log

(
σ̂2
k+r−1

)
+ logN k

)
, où σ̂2

k+r−1 =
1

n
∥X − (â1F1 + . . .+ ŝr−1Gr−1)∥2.

où kmax est un entier su�samment grand mais plus petit que N − r.

Cas particulier de l'estimation du saisonnier

L'estimation par moindres carrés ordinaires permet d'estimer le saisonnier d'une série chronologique dé-
tendancialisée. On suppose connue (X1, · · · , XrN ), où r est la période (connue) du saisonnier. On écrit

Xt = S(t) + Yt, où S(t) =
∑r−1

i=1 si(gi(t)− gr(t)) pour t ∈ T, avec gi(t) = II{t=i, [r]} (voir plus haut). Dans
ce cas, on a:

Z =



1 0 0 . 0
0 1 0 . 0
0 0 1 . 0
. . . . .
−1 −1 −1 . −1
1 0 0 . 0
0 1 0 . 0
. . . . .
−1 −1 −1 . −1
1 0 0 . 0
. . . . .
. . . . .
−1 −1 −1 . −1



,

tZ.Z = N


2 1 . 1
1 2 . 1
. . . .
1 1 . 2

 ,

et

(tZ.Z)−1 = 1
rN


r − 1 −1 . −1
−1 r − 1 . −1
. . . .
−1 −1 . r − 1

 .

On montre alors que dans le cadre d'une estimation par moindres carrés ordinaires:

ŝi =
1

N

N∑
k=1

Xi+r(k−1) −
1

rN

rN∑
k=1

Xk, pour i = 1, · · · , r − 1.

Exercice.

Montrer que si limn→∞ IEu0un = 0, où u = (uk)k est un bruit gaussien stationnaire, il y a convergence
en probabilité de cet estimateur.

2.2 Estimation non-paramétrique de la tendance

On supposera donc ici que la série n'admet pas de composante saisonnière, et que l'on a Xt = a(t)+ut pour
t ∈ {t1, · · · , tN}. Plutôt que de poser a priori un modèle pour la fonction a comme cela a été fait avec la
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régression, on peut estimer directement cette fonction avec une méthode non-paramétrique. On présente ici
deux types de méthodes:

• Méthode d'estimation par noyau.

Dé�nition. On appelle noyau K : IR → IR une fonction mesurable telle que
∫
IR
K(t)dt = 1 et K(0) > 0.

L'idée de la méthode par noyau est que pour x0 ∈ R et h > 0 dit taille de fenêtre,
1

h
K
(x− x0

h

)
converge

vers une masse de Dirac lorsque h → 0, dans le sens où:

∫
R

1

h
K
(x− x0

h

)
f(x)dx → f(x0) quand h → 0,

pour toute fonction f . Aussi peut-on dé�nir un estimateur de la tendance a par:

âN,h(t) =
1

Nh

∑N
j=1 XjK

( t−tj
h

)
1

Nh

∑N
j=1 K

( t−tj
h

) .

Sous certaines hypothèses sur la manière dont h converge vers 0 en fonction de N , on peut montrer que
âN,h(t) → a(t) pour tout t lorsque a est su�samment régulière.

On peut également estimer de façon automatique une taille de fenêtre ĥN adaptée aux données et opti-
male en un certain sens: pour ce faire on utilise par exemple le principe de la validation croisée, c'est-

à-dire que pour h > 0 �xé et pour chaque i = 1, · · · , N , l'on calcule â
(i)
N,h(i) à partir de l'échantillon

(X1, · · · , Xi−1, Xi+1, · · · , XN ) et l'on compare â
(i)
N,h(i) à Xi qui est la valeur obtenue en t = i. Ainsi on

pourra choisir

ĥN = Argminh>0

N∑
i=1

(â
(i)
N,h(i)−Xi)

2 =⇒ âN,ĥN
(t) estimateur de a.

• Régressions localisées

Pour estimer la tendance, il est aussi possible d'utiliser des régressions localisées de type Spline, Loess
ou Lowess. Celles-ci s'obtiennent en �xant une taille de fenêtre et on fait une régression polynomiale (pour
les Splines, de degré 3) ou linéaire mais pondérées (pour Loess ou Lowess) de X dans la fenêtre que l'on
fait glisser. En fait ce sont également des estimations non-paramétriques, au sens où elles ne supposent pas
connues les fonctions pouvant composer la tendance (comme dans le cas de la régression), mais juste une
certaine régularité de la fonction tendance. Plus précisément, considérons l'approche par moyenne mobile:
en Xt, une idée pour approcher a(t) serait de supposer que a ne change pas trop autour de t et que l'on
peut moyenner sur les valeurs de temps proche de t. Par exemple, on pourra considérer une moyenne mo-
bile âℓ(t) =

1
2ℓ+1

∑ℓ
i=−ℓ Xt+i. L'intérêt réside dans le fait de faire ainsi baisser la variance du bruit ut en

moyennant, ce qui se montrer facilement dans le cas où le bruit u est un bruit blanc. Mais il faut choisir ℓ:
trop grand, on lissera trop jusqu'à n'obtenir qu'une constante pour tout t, trop petit, on ne fera guère mieux
que d'estimer a(t) par Xt, et la fonction a sera donc très irrégulière. Une idée pour dépasser cela sera de
considérer une moyenne mobile pondérée dans laquelle on n'accorde pas le même poids à tous les Xi autour
de Xt, mais plutôt un poids décroissant en fonction de la distance entre i et t. Aussi considérera-t-on des
pondérations exponentielles: pour β ∈ [0, 1], on dé�nit:

âβ(t) =
N−t∑

i=−t+1

β|t−i|Xt+i.

On appelera un tel estimateur un estimateur LOWESS (LOcally WEighted Scatterplot Smoothing). Le

choix de β peut aussi se faire par validation croisée, comme cela est présenté ci-dessus pour obtenir β̂N =

Argminβ
∑N

i=1(â
(i)
β (i)−Xi)

2.

Notons que d'une manière générale, la généralité des estimateurs non-paramétriques se traduit souvent
pas une moins bonne vitesse de convergence de âN vers a que les estimateurs paramétriques dans le cas où
le vrai modèle est paramétrique.
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2.3 Description à l'aide d'un �ltre linéaire

Une autre technique de traitement de la tendance et de la composante saisonnière d'une série chronologique
peut consister à ne pas les estimer mais à plutôt les éliminer... Pour cela on peut utiliser certains �ltres
linéaires.

Dé�nition. Soit X = (Xk, k ∈ ZZ) un processus à temps discret. On appelle �ltre linéaire une famille de

réels a = (ai)n∈I , où I ⊂ ZZ, et la série �ltrée est Y = (Yk, k ∈ ZZ) telle que Yk =
∑
i∈I

ai Xk−i.

Exemple.

Filtres des accroissements, moyenne empirique sur des fenêtres mobiles,...

Proposition. Avec les notations de la dé�nition précédente,

1. Si I est �ni, alors Y dans ILp lorsque X existe dans ILp (avec p > 0). De plus si X est stationnaire
strict (respectivement du second ordre) alors Y est stationnaire strict (respectivement du second ordre).

2. Si I est in�ni, alors la condition
∑
i∈I

|ai| < +∞ et supt∈Z IE|Xt| < ∞ garantit que Y existe p.s. De

plus si X est stationnaire strict alors Y est stationnaire strict. Sous cette condition, si X est gaussien
alors Y est gaussien, si X est centré alors Y est centré.

3. Si I est in�ni, alors la condition
∑
i∈I

|ai| < +∞ et supt∈Z IE|Xt|2 < ∞ garantit que Y existe dans IL2.

De plus si X est stationnaire strict (respectivement du second ordre) alors Y est stationnaire strict
(respectivement du second ordre).

4. Si I est in�ni et X est un bruit blanc fort (respectivement faible) et
∑
i∈I

|ai|2 < +∞ alors Y existe

p.s. et dans IL2, est appelé un processus linéaire et Y est stationnaire strict (respectivement du second
ordre).

Proof. (1) L'existence ne pose pas de problème. Pour la stationarité, en supposant I = −m, · · · ,m, comme X est stationnaire,
on sait que pour tout n ∈ IN∗, pour tout t1, · · · , tn dans Z, alors pour tout c ∈ Z,

(
Xt1−m, Xt1−m+1, · · · , Xt1+m, Xt2−m, · · · , Xtn+m

)
a même loi que

(
Xt1−m+c, Xt1−m+1+c, · · · , Xt1+m+c, Xt2−m+c, · · · , Xtn+m+c

)
. Maintenant, en considérant la fonction g :

IR(2m+1)k → IRk telle que g(Xt1−m, Xt1−m+1, · · · , Xt1+m, Xt2−m, · · · , Xtn+m) =
(∑m

i=−m ai Xt1−i, · · · ,
∑m

i=−m ai Xtn−i

)
,

g étant continue donc mesurable, on montre bien que g(Xt1−m, Xt1−m+1, · · · , Xt1+m, Xt2−m, · · · , Xtn+m) à la même loi que
g(Xt1−m+c, Xt1−m+1+c, · · · , Xt1+m+c, Xt2−m+c, · · · , Xtn+m+c) donc (Yt1 , · · · , Ytn ) a la même loi que (Yt1+c, · · · , Ytn+c):
(Yt) est bien stationnaire.
Si X est stationnaire d'ordre 2, il est facile voir que IEYt est constante. On a cov(Ys, Yt) =

∑
i∈I

∑
i′∈I aiai′cov(Xt−i, Xs−i′ ) =∑

i∈I

∑
i′∈I aiai′γ(t− s− i+ i′) en notant γ(k) = cov(X0, Xk). Donc cov(Ys, Yt) est bien une fonction de t− s. De plus, on

peut intervertir i et i′ et du fait de la parité de γ on voit bien que cov(Ys, Yt) est une fonction de |t− s|.
(2) On a IE|Yt| ≤ IE

(∑
i∈I |ai| |Xt−i|

)
≤

(∑
i∈I |ai|

)
supj∈Z IE|Xj | d'après le Théorème de Lebesgue, donc IE|Yt| < ∞: (Yt)

est bien �nie avec une probabilité 1.

Pour la stationarité stricte, on procède comme précédemment en considérant des restrictions (Y
(m)
t )t qui sont bien stationnaires.

Du fait de l'existence d'une limite, on a (Y
(m)
t1

, · · · , Y (m)
tn

) qui tend dans IL1 vers (Yt1 , · · · , Ytn ) lorsque m tend vers l'in�ni,

donc on a également convergence en loi. Aussi comme (Y
(m)
t1

, · · · , Y (m)
tn

) a la même loi que (Y
(m)
t1+c, · · · , Y

(m)
tn+c), cette égalité a

également lieu à la limite: (Yt) est bien stationnaire.

(3) On a IE(Yt − Y
(m)
t )2 = IE

(∑
|i|>m

∑
|i′|>m ai ai′ IE(Xt−iXt−i′

)
≤

(∑
|i|>m |ai|

)2
supj∈Z IE|X2

j | d'après le Théorème de

Lebesgue, donc IE(Yt − Y
(m)
t )2 → 0 (m → ∞) car

∑
i∈I |ai| < ∞: (Yt) existe dans IL2.

La stationarité stricte s'obtient comme dans le cas précédent et la stationarité d'ordre 2 utilise le point (1): on a (Y
(m)
t )t qui est

stationnaire d'ordre 2 et comme on a convergence dans IL2 donc en loi, on a bien convergence de l'espérance et de la covariance

des (Y
(m)
t ): (Yt) est bien aussi stationnaire d'ordre 2.

(4) Dans le cas d'un processus linéaire, on peut donc obtenir l'existence et la stationarité sous la condition
∑

i∈I a
2
i < ∞ qui

est plus faible que la condition
∑

i∈I |ai| < ∞. En e�et, on a IE(Yt − Y
(m)
t )2 = IE

(∑
|i|>m

∑
|i′|>m ai ai′ IE(Xt−iXt−i′

)
=∑

|i|>m a2i IE(X2
0 ) → 0 (m → ∞) dès que (Xt) est un bruit blanc. La preuve de la stationarité est immédiate (voir (3)), et

pour la stationarité d'ordre 2, on a clairement cov(Ys, Yt) = IEX2
0

∑
i∈I aiai+s−t qui est une fonction dépendant de |t − s| et

qui existe (d'après Cauchy-Schwarz).

Propriété. Avec les notations de la dé�nition précédente, la composée de 2 �ltres linéaires est un �ltre
linéaire.
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Propriété. On considère les �ltres linéaires particuliers suivants:

1. ai = 1/k pour i = 1, · · · , k (à une translation près). On dit alors que la série Y est une moyenne
mobile. Alors si X a une composante saisonnière de période r, elle est annulée dès que k est un multiple
de r. De plus, si la partie bruit de X est un bruit blanc, alors le processus à temps discret Y a un bruit
de variance plus petite que celle de X. En�n, seuls les polynômes de degré 0 et 1 sont invariants par
ce �ltre.

2. ai = (−1)iCk
i pour i = 0, 1, · · · , k (à une translation près). Alors si la tendance de X est une tendance

polynômiale de degré k − 1, elle est annulée.

3. a0 = −1, ar = 1 et ai = 0 pour i = 1, · · · , r − 1. Alors si X a une composante saisonnière de période
r, elle est annulée.

Propriété. Quelque soit le �ltre linéaire utilisé, si Y est le processus à temps discret �ltré, on peut recon-
struire le processus original X à partir de Y (+ les premières valeurs de X).

Remarque.

Attention, il ne faut pas croire qu'utiliser des �ltres linéaires est une solution �magique� aux problèmes
de tendance et de stationnarité. Il faut bien avoir en tête que la structure de la partie bruit change après le
passage d'un �ltre et généralement le nouveau bruit est plus compliqué. Par exemple, si le bruit initial est
blanc, après l'application d'un �ltre, le nouveau bruit à la structure d'un processus MA (voir ci-dessous): il
est devenu �dépendant� (non blanc).
Cependant la technique suivante peut être intéressante pour estimer la tendance a(·) et la saisonnalité S(·)
(de période r connue) d'un processus X:

1. On utilise d'abord le �ltre ai = 1/2r pour i = −r+1,−r+2, · · · , r− 1, r. Ce �ltre va donc permettre
d'annuler la saisonnalité et en même temps de �moyenner� autour de chaque point, donc d'une certaine
manière d'approcher la tendance. Soit Y la série �ltrée.

2. On considère ensuite la série X − Y , qui est une approximation de la série détendancialisée. On peut
alors estimer la saisonnalité, soit Ŝ(·) sur cette série, à l'aide par exemple de la méthode par régression
présentée plus haut (donc avec des moyennes pour chaque 1 ≤ t ≤ r − 1).

3. On peut maintenant considérer Xt − Ŝ(t), série désaisonnalisée, et estimer la tendance (par exemple
avec une des méthodes paramétriques ou non-paramétriques vues plus haut ou bien avec une moyenne
mobile).

Une telle méthode, �nalement assez simple, peut concurrencer la méthode de régression vue plus haut pour
estimer conjointement la tendance et la saisonnalité.

2.4 Présence d'une tendance multiplicative

Tout comme dans le cas du modèle linéaire avec résidus hétéroscedastiques, certaines transformations peuvent
permettre d'éliminer la tendance multiplicative tout en l'estimant. On suppose donc que l'on a su estimer
la partie m(t) = IEXt (voir ci-dessous di�érentes techniques) et que l'on dispose des Ŷt = Xt − m̂(t). On
supposera ici que σ(t) = γ(m(t)) ce qui est assez réaliste en pratique. Il est donc possible de représenter

en fonction de m̂(t), les Ŷt, ce qui donne une idée du graphe de m → γ(m). Si ce graphe est de type

γ(m) ≃ Cma avec a > 0 et a ̸= 1, alors on transformera les Ŷt en Ẑt = (Ŷt)
1−a. Si on a plutôt γ(m) ≃ Cm,

on transformera les Ŷt en Ẑt = log Ŷt. On peut s'attendre alors à ce que les Ẑt aient une variance constante,
donc plus de tendance multiplicative.

3 Exemples de processus stationnaires à temps discret

Nous allons donner ici plusieurs exemples de processus à temps discret. Tout d'abord nous présenterons les
processus ARMA et succinctement les processus ARCH qui seront des exemples de processus permettant de
modéliser des données de type �continues�. Les chaînes de Markov seront ensuite évoquées comme exemple
de modèle pour des données de type �discrètes�.
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3.1 Un premier exemple de processus à temps discret: les processus ARMA

Les processus ARMA et ARIMA sont sans doute l'exemple le plus simple de processus à temps discret et à
valeurs dans IR. Certains résultats généralisant à l'in�ni des résultats déjà vus pour les �ltres linéaires �nis
doivent d'abord être établis.

Dé�nition. Pour (Xk)k∈Z un processus à temps discret, on appelle:

• opérateur retard B l'application linéaire qui à X associe Y = (Yn)n∈ZZ = B ·X tel que Yn = Xn−1 pour
n ∈ ZZ (par abus de notation B ·Xn = Xn−1).

• puissance Bk la k-ième composée de B par elle même qui est donc telle Bk ·Xn = Xn−k.

• avec le polynôme P (B) =
∑p

j=0 ajB
j où (ai)0≤p ∈ IRp+1, P (B) ·X = (

∑p
j=0 ajXn−j)n∈Z.

• B−1 véri�ant B−1 ·Xn = Yn+1 est tel que B−1B = BB−1 = Id d'où l'extension à Bk pour k ∈ Z.

• si

∞∑
i=−∞

|ai| < ∞, alors f(B) =

∞∑
i=−∞

aiB
i transforme X en Y tel que Yn =

∞∑
i=−∞

aiXn−i.

Du fait de la structure linéaire des applications B, P (B) ou f(B), on a les propriétés suivantes:

Propriété. • Additivité des fonctions de B: f(B) · (λX + λX ′) = λf(B) ·X + λ′f(B) ·X ′.

• Commutativité du produit de fonctions de B: f1(B)f2(B) = f2(B)f1(B).

Proposition. Soit X = (Xn)n∈ZZ et Y = (Yn)n∈ZZ = (1− λB) ·X. Alors,

• si |λ| < 1, Xn = (1− λB)−1 · Yn =
∞∑
i=0

λiYn−i;

• si |λ| > 1, Xn = −λ−1B−1(1− λ−1B−1)−1 · Yn = −
∞∑
i=1

λ−iYn+i;

• si |λ| = 1, 1− λB n'est pas inversible.

Conséquence.

1. Si on suppose que P (B) est un polynôme dont les racines ne sont pas situées sur le cercle trigonométrique

(donc les racines sont telles que |z| ̸= 1), alors il existe une unique série de la forme (P (B))−1 =
∞∑

i=−∞
aiB

i

avec

∞∑
i=−∞

|ai| < ∞.

2. Si les racines de P sont hors du disque unité (donc les racines sont telles que |z| > 1) alors alors il existe

une unique série de la forme (P (B))−1 =
∞∑
i=0

aiB
i avec

∞∑
i=0

|ai| < ∞. On dira alors que la relation entre

les deux processus est causale.

Propriété. Soit (εn)n∈ZZ un bruit blanc et soit (ai)i∈ZZ une famille de réels tels que

∞∑
i=−∞

|ai| < ∞. Alors

le processus à temps discret X = (Xn)n∈ZZ tel que Xn =
∞∑

i=−∞
aiεn−i pour n ∈ ZZ est stationnaire et appelée

processus linéaire (ou processus à moyennes mobiles in�nies). Si ai = 0 pour i < 0 alors on dira que X est
un processus linéaire causal.
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Propriété. Soit le processus à temps discret X = (Xn)n∈ZZ tel que Xn =

∞∑
i=−∞

aiεn−i pour n ∈ ZZ, avec

(εn)n∈ZZ un bruit blanc et

∞∑
i=−∞

|ai| < ∞. Alors X admet une densité spectrale f telle que

f(λ) =
1

2π

∣∣∣ ∞∑
j=−∞

aje
−ijλ

∣∣∣2, pour λ ∈ [−π, π[.

Propriété. Soit le processus à temps discret Y = (Yn)n∈ZZ tel que Yn =
∞∑

i=−∞
aiXn−i pour n ∈ ZZ, avec

X = (Xn)n∈ZZ un processus à temps discret stationnaire de densité spectrale fX et
∞∑

i=−∞
|ai| < ∞. Alors Y

est un processus à temps discret stationnaire de densité:

fY (λ) = fX(λ)
∣∣∣ ∞∑
j=−∞

aje
−ijλ

∣∣∣2, pour λ ∈ [−π, π[.

Dé�nition. Soit P et Q deux polynômes de degrés respectifs p et q tels que P et Q soient premiers entre
eux dans C


[X]. On suppose que les racines de P ne sont pas sur le cercle unité. Soit également ε = (εn)n∈ZZ

un bruit blanc (fort).

• Un processus X = (Xn)n∈Z tel que P (B) ·X = ε est appelé un processus AR(p). Ceci revient à écrire
qu'il existe (b1, · · · , bp) ∈ IRp tel que:

Xn + b1Xn−1 + · · ·+ bpXn−p = εn pour tout n ∈ Z.

• Un processus X = (Xn)n∈Z tel que X = Q(B) · ε est appelé un processus MA(q). Ceci revient à écrire
qu'il existe (c1, · · · , cq) ∈ IRq tel que:

Xn = εn + c1εn−1 + · · ·+ cqεn−q pour tout n ∈ Z.

• Un processus X = (Xn)n∈Z tel que P (B) · X = Q(B) · ε est appelé un processus ARMA(p, q). Ceci
revient à écrire qu'il existe (b1, · · · , bp) ∈ IRp et (c1, · · · , cq) ∈ IRq tels que:

Xn + b1Xn−1 + · · ·+ bpXn−p = εn + c1εn−1 + · · ·+ cqεn−q pour tout n ∈ Z.

Exemple.

Exemples d'AR(1), de MA(1), d'ARMA(1, 1).

Voici un exemple (à gauche) d'une trajectoire du processus ARMA(1, 1) avec b1 = 0.6 et c1 = −0.5, à
comparer avec une trajectoire (à droite) de variables gaussiennes indépendantes et identiquement distribuées:
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Une trajectoire d"un processus ARMA(1,1)
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Suite de v.a.i.i.d. gaussiennes
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Propriété. Si les racines de P sont à l'extérieur (strictement) du disque trigonométrique, alors un pro-
cessus ARMA est stationnaire et causal. Si les racines de P sont à l'intérieur (strictement) du disque
trigonométrique, le processus ARMA est stationnaire mais non causal.

Exemple.

Exemples d'ARMA stationnaires et non-stationnaires.

Propriété. Lorsque les racines de P sont à l'extérieur du disque trigonométrique, on peut établir des rela-
tions de récurrence permettant de calculer la fonction covariance d'un processus ARMA(p, q) tel que

P (B) ·Xn = Xn+p + b1Xn+p−1 + · · ·+ bpXn = Q(B) · εn,

et on obtient
r(n+ p) + b1r(n+ p− 1) + · · ·+ bpr(n) = 0 pour tout n ≥ p− q.

Corollaire. En particulier, on obtient les équations de Yule-Walker, véri�ant le système:
r(q) r(q − 1) · · · r(q − p+ 1)

r(q + 1) r(q) · · · r(q − p+ 2)
...

...
...

...
r(q + p− 1) r(q + p− 2) · · · r(q)




b1
b2
...
bp

 = −


r(q + 1)
r(q + 2)

...
r(q + p)

 .

Conséquence.

• La covariance d'un processus ARMA décroît asymptotiquement exponentiellement vite.

• S'il existe un estimateur convergent de la covariance (ou de la corrélation), l'inversion des équations de
Yule-Walker permet d'obtenir des estimateurs des paramètres ai quand une trajectoire (X1, · · · , XN )
est connue.

Propriété. Lorsque les racines de P sont à l'extérieur du disque trigonométrique, un processus ARMA(p, q)
(tel que P (B) ·X = Q(B) · ε avec (εn) un bruit blanc de variance σ2) a pour densité spectrale:

f(λ) =
σ2

2π

∣∣∣∣Q(eiλ)

P (eiλ)

∣∣∣∣2 , pour λ ∈ [−π, π[.

3.2 Une brève présentation des processus ARCH

Les processus ARCH(p) ont été introduits par Engle (1982) et Bollersev (1986) dans le cadre de données
�nancières où la �volatilité� (la variance) dépend conditionnellement du passé.

Dé�nition. Soit (εk)k∈Z un bruit blanc. Alors on dit que (Xk)k∈Z est un processus ARCH(p), où p ∈ IN∗

s'il existe (a0, a1, · · · , ap) une famille de constantes réelles positives telles que

Xk = εk

√√√√a0 +

p∑
j=1

ajX2
k−j pour tout k ∈ Z. (2)

On peut se demander s'il est possible de trouver des processus stationnaires qui peuvent véri�er une telle
équation de récurrence. Nous contenterons ici de donner une réponse de la cas de la stationnarité d'ordre 2:

Propriété. Un processus ARCH(p) véri�ant l'équation (2) est stationnaire d'ordre 2 si et seulement si
IE
[
ε20
] ∑p

k=1 ak < 1.

Ce résultat est très récent et nous n'en donnerons pas la preuve (en particulier la condition nécessaire n'a
été montrée qu'en 2000...). Voici un exemple d'une trajectoire du processus ARCH(2) avec a0 = 1, a1 = 0.3
et a2 = 0.5:
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Propriété. Soit X = (Xk)k∈Z un processus ARCH(p) stationnaire d'ordre 2. Alors Xk n'est pas indépendant
de X0, mais r(k) = cov(X0, Xk) = 0 pour tout k ̸= 0. De plus la densité spectrale f de X est la même que
celle d'un bruit blanc: f(λ) = C pour tout λ ∈ [−π, π[, où C > 0.

On s'aperçoit donc qu'un processus ARCH(p) ne pourra pas être identi�é à partir de sa densité spectrale.
Une conséquence de ceci est également qu'un ARCH(p) ne peut pas être gaussien (car sinon ce serait un
bruit blanc, ce qu'il n'est pas). On peut cependant montrer qu'en considérant (X2

k)k au lieu de (Xk)k on se
ramène à un processus ARMA:

Propriété. Soit X = (Xk)k∈Z un processus ARCH(p) stationnaire d'ordre 2. Alors Y = (X2
k)k∈Z est un

processus ARMA(p).

3.3 Chaînes de Markov à espace d'états �ni

On revient pour commencer sur quelques dé�nitions relatives aux chaînes de Markov:

Dé�nition. Soit E = (e1, · · · , ep) un espace d'état �nis. On dit que X = (Xn)n∈IN est une chaîne de
Markov sur E si pour tout n ∈ N , pour tout x0, x1, · · · , xn+1 ∈ E,

Pr(Xn+1 = xn+1 |Xn = xn, Xn−1 = xn−1, · · · , X0 = x0) = Pr(Xn+1 = xn+1 |Xn = xn).

Cette propriété qui fait que le �coup� suivant ne dépende que du présent et non du passé est appelée
propriété de Markov. On peut ainsi associée à une telle chaîne une matrice de transition:

Dé�nition. Soit X = (Xn)n∈IN une chaîne de Markov sur E = (e1, · · · , ep). On appelle matrice de transi-

tion de la chaîne la matrice P (n) = (p
(n)
ij )1≤i,j≤p telle que

p
(n)
ij = Pr(Xn+1 = ej |Xn = ei) pour tout 1 ≤ i, j ≤ p.

Si P (n) ne dépend pas de n, on dit que X est une chaîne de Markov homogène.

Exemple.

Chaîne de Markov à deux états.

Propriété. La matrice de transition P d'une chaîne de Markov homogène est dite stochastique, c'est-à-dire
que la somme des termes sur une même ligne vaut 1, ou encore

∑p
j=1 pij = 1.

Proposition. Soit X = (Xn)n∈IN une chaîne de Markov homogène sur E = (e1, · · · , ep) de matrice de
transition P . On suppose que X0 suit une loi P0 sur E. Alors la loi de Xn est P0 · Pn.

Ci-dessous on peut observer une trajectoire (à droite) d'une suite de v.a.i.i.d. binomiales sur {1, 2, 3, 4} avec

celle (à gauche) d'une chaîne de Markov sur {1, 2, 3, 4} dont la matrice de transition est P =


0.5 0.25 0.25 0
0.5 0 0.4 0.1
0.25 0.25 0.30 0.2
0 0.1 0.2 0.7


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Suite de v.a. independantes suivant une loi binomiale sur (1,2,3,4)

La di�érence la plus marquante entre la chaîne et la suite de v.a.i.i.d. réside dans le fait que la chaîne peut
rester parfois longtemps dans le même état. On s'aperçoit aussi que l'état 2 est nettement le moins visité par
la chaîne, les états 1, 3 et 4 étant à peu près visités autant. Si on laissait la chaîne �tourner� plus longtemps
ce comportement aurait tendance à se reproduire, comme si les Xn pour n grand �nissait par avoir tous la
même loi, comme si donc Xn convergeait en loi vers une certaine mesure...

Dé�nition. Soit X = (Xn)n∈IN une chaîne de Markov homogène sur E = (e1, · · · , ep) de matrice de
transition P . Soit µ = (µ1, · · · , µp) un vecteur correspondant à une mesure de probabilité sur E (la mesure
que l'on nommera aussi µ est donc

∑p
i=1 µiδei). Alors on dit que µ est invariante pour la chaîne de Markov

de matrice de transition P si:
µ · P = µ.

On voit donc que si µ est invariante alors tµ est une valeur propre de tP . D'où la propriété suivante:

Propriété. Soit X = (Xn)n∈IN une chaîne de Markov homogène sur E = (e1, · · · , ep) de matrice de tran-
sition P . Alors il existe au moins une mesure de probabilité invariante pour cette chaîne.

D'autres propriétés peuvent servir à caractériser les chaînes de Markov.

Dé�nition. Soit X = (Xn)n∈IN une chaîne de Markov homogène sur E = (e1, · · · , ep) de matrice de
transition P . On dit que X est irréductible si

∀i, j ∈ {1, · · · , p}, ∃k ∈ IN∗ tel que (P k)ij = Pr(Xk = ej |X0 = ei) > 0.

En particulier si la matrice P n'a aucun 0 alors la chaîne est irréductible.

4 Identi�cation d'un processus stationnaire à temps discret

On s'intéresse ici à l'identi�cation de la partie bruit d'un processus à temps discret. Lorsque l'on consid-
ère une suite de v.a.i.i.d., on connaît un certain nombre de techniques (estimation, tests) et des résultats
asymptotiques qui permettent d'en savoir plus sur cette suite (par exemple estimer sa variance, la probabil-
ité d'une occurrence, tester si les variables sont gaussiennes,...). Pour un processus à temps discret, il faut
compter avec la structure de dépendance du bruit, ce qui nous oblige à donner des extensions aux résultats
asymptotiques classiques (loi des grands nombres, théorème de la limite centrale,...).

4.1 Comportement asymptotique des processus stationnaires à temps discret

Proposition. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus du second ordre à temps discret stationnaire d'espérance m
et de densité spectrale f continue en 0. Alors:

Xn
p.s.−→

n→∞
m et

lim
n→∞

IE
(√

n(Xn −m)
)2

= 2πf(0).

Proof. 1/ La convergence presque-sûre nécessite des arguments trop longs à exposer ici (voir par exemple Azencott et Dacunha-
Castelle, 1984, pour une preuve).
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2/ On a facilement IE
(√

n(Xn − m)
)2

= nvar(Xn) = 1
n

∑n
j=1

∑n
i=1 rX(|j − i|) où rX est l'autocovariance de X. On montre

alors que nvar(Xn) =
1
n

∑n
k=−n(n− |k|)rX(|k|). Mais comme f est continue en 0 on a

∑
k∈Z |rX(k)| < ∞. Par suite

1

n

n∑
k=−n

(n− |k|)rX(|k|) =
n∑

k=−n

rX(|k|)−
1

n

n∑
k=−n

|k|rX(|k|).

Mais

1

n

n∑
k=−n

|k|rX(|k|) =
1

n

[
√

n]∑
k=−[

√
n]

|k|rX(|k|) +
2

n

n∑
k=[

√
n]+1

k rX(|k|)

=⇒
1

n

n∑
k=−n

|k||rX(|k|)| ≤
1
√
n

[
√

n]∑
k=−[

√
n]

|rX(|k|)|+ 2
n∑

k=[
√

n]+1

|rX(|k|)|

−→
n→+∞

0 car
∑

k∈Z |rX(k)| < ∞.

En conséquence,
1

n

n∑
k=−n

(n− |k|)rX(|k|) −→
n→+∞

∑
k∈Z

rX(k) = 2πf(0).

Proposition. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus gaussien stationnaire d'espérance m et de densité spectrale
f . Alors:

1. Si limk→∞ r(k) = 0 alors Xn
p.s.−→

n→∞
m.

2. Si la densité spectrale f existe et est continue en 0, alors
√
n(Xn −m)

L−→
n→∞

N (0, 2πf(0)).

Proof. La convergence presque-sûre est délicate, mais le théorème central limite se déduit du comportement asymptotique
précédent (une suite de distributions gaussiennes de moyenne 0 et de variance tendant vers 2πf(0), lois de

√
n(Xn − m),

converge quand n → ∞ vers une distribution gaussienne de moyenne 0 et de variance 2πf(0)).

Le cas gaussien permet donc d'avoir des théorèmes limite sous des conditions assez faibles. Pour le cas
plus général, on peut commencer par donner un théorème central limite pour les processus M -dépendants
qui se dé�nissent ainsi:

Dé�nition. Soit X = (Xt)t∈Z un processus stationnaire tel que varX0 = σ2 < ∞. On suppose que X est
M -dépendant, où M ∈ IN, c'est-à-dire que pour tout t tel que t ≥ M + 1, alors (X−k)k∈IN est indépendant
de (Xt+k)k∈IN.

Théorème (Théorème central limite pour les processus M -dépendants). Soit X = (Xt)t∈Z un processus
stationnaire tel que varX0 = σ2 < ∞, d'autocovariance rX , et M -dépendant, avec M ∈ IN. Alors

√
n
(
Xn − IE(X0)

) L−→
n→∞

N
(
0 , γ2

)
avec γ2 =

M∑
k=−M

rX(k) = 2π f(0).

Proof. La preuve se fait en découpant n en r morceaux, blocs, de taille p, avec r et p qui tendent vers l'in�ni. Ainsi on

considère Zi =
1
p

∑p−M
k=1 X(i−1)p+k pour i = 1, · · · , r. Les variables aléatoires Zi sont des v.a.i.i.d. du fait de la stationnarité

de X et de la M -dépendance. A p �xé, on peut appliquer un théorème central limite classique aux variables Zi et on obtient

que
√
r pZr

L−→
r→∞

N (0, γ2
p) où Zr = 1

r

∑r
i=1 Zi et γ

2
p = σ2+2

∑M
i=1(1−

i
p
)rX(i) −→

p→+∞
γ2. Posons U

(p)
i = 1

p

∑M−1
k=0 Xip−k

pour i = 1, · · · , r. Ces variables aléatoires U(p)
i sont également des v.a.i.i.d. et pvar(U

(p)
r ) −→

n→+∞
0 avec U

(p)
r = 1

r

∑r
i=1 U

(p)
i .

Il ne reste plus qu'à écrire que Xn = p
n

∑r
i=1 Zi + U

(p)
i pour montrer le théorème de la limite centrale voulu en faisant tendre

p vers l'in�ni et en utilisant le Théorème de Slutsky.

Une fois ce théorème démontré, on peut l'utiliser même pour des processus qui ne sont pas M -dépendants,
en faisant tendre M vers l'in�ni. Ainsi on obtient le théorème suivant:

Théorème (Théorème central limite pour les processus ARMA et ARCH). Soit X = (Xt)t∈Z un processus
ARMA(p, q) ou ARCH(p) stationnaire tel que varX0 = σ2 < ∞. Alors

√
n
(
Xn

) L−→
n→∞

N
(
0 , γ2

)
avec γ2 = 2π f(0).
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Pour un processus linéaire centré, plus généralement on obtient le même théorème central limite sous la
condition

∑
k∈IN |k rX(k)| < ∞.

On peut maintenant également donner une loi des grands nombres et un théorème de la limite centrale
véri�és par les chaînes de Markov.

Théorème (Théorème ergodique). Soit X = (Xn)n∈IN une chaîne de Markov homogène irréductible sur
E = (e1, · · · , ep) ayant pour unique mesure de probabilité invariante µ. Alors pour toute fonction h : E → IR
mesurable, et quelque soit la loi de X0,

1

n+ 1

n∑
j=0

h(Xi)
p.s.−→

n→∞

∫
h(x)dµ(x) =

p∑
i=1

h(ei)µ(ei).

Théorème (Théorème de la limite centrale pour les chaînes de Markov à espace d'états). Soit X = (Xn)n∈IN

une chaîne de Markov homogène irréductible sur E = (e1, · · · , ep) ayant pour unique mesure de probabilité
invariante µ. Alors pour toute fonction h : E → IR mesurable, et quelque soit la loi de X0,

√
n
( 1

n+ 1

n∑
j=0

h(Xi)−
∫

h(x)dµ(x)
)

L−→
n→∞

N
(
0,

∫
h2(x)dµ(x)−

( ∫
h(x)dµ(x)

)2)
.

Voyons maintenant des utilisations de ces résultats. En premier lieu, on peut dé�nir les moments em-
piriques d'ordre 2 d'un processus à temps discret:

Dé�nition. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus à temps discret. On appelle covariance empirique de (X1, · · · , Xn)
pour p = 0, 1, · · · , n− 1,

ĉn(p) =
1

n

n−p∑
k=1

(Xk+p − X̄n)(Xk − X̄n) et ĉn(−p) = ĉn(p).

Lorsque l'on sait que le processus est centré alors pour p = 0, 1, · · · , n− 1,

ĉn(p) =
1

n

n−p∑
k=1

Xk+pXk et cn(−p) = cn(p).

On appelle corrélation empirique de (X1, · · · , Xn) pour p = 0, 1, · · · , n− 1,

ρ̂n(p) =
ĉn(p)

ĉn(0)
.

Remarque.

Un certain nombre de logiciels propose de tracer le �correlogram� de la série (souvent la fonction ACF)
soit le graphe de k 7→ ρ̂n(k) pour k ∈ {0, 1, · · · ,m}, avec m souvent proche de

√
N . Il est bien clair que

l'on a toujours ρ̂n(0) = 1 et nous allons voir que sous des hypothèses assez générales on peut espérer que ce
corrélogramme soit une bonne approximation du graphe de la fonction de corrélation. On dé�nit maintenant
l'estimateur �naturel� de la densité spectrale qui consiste à remplacer la covariance par la covariance empirique
dans l'expression de la densité spectrale.

Dé�nition. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus à temps discret centré. On appelle périodogramme de (X1, · · · , Xn)
la fonction In(λ) : [−π, π[→ IR+ telle que:

In(λ) =
1

2π

n−1∑
k=1−n

ĉn(k)e
−ikλ =

1

2πn

∣∣∣ n∑
k=1

Xke
−ikλ

∣∣∣2.
On peut alors montrer la propriété suivante:

Propriété. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus à temps discret centré stationnaire ayant des moments d'ordre
2. Si les covariances r(k) sont telles que

∑
|r(k)| < ∞ alors

1. limn→∞ IE(In(λ)) = f(λ) pour tout λ ∈ [−π, π[.
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2. si X est un processus gaussien, lim
n→∞

var(In(λ)) =

{
f2(λ) si λ ∈]− π, 0[∪]0, π[
2f2(λ) si λ = −π, 0.

3. si X est un processus gaussien, lim
n→∞

cov(In(λ), In(λ
′)) = 0 si λ ̸= λ′.

Avec cette propriété on voit que In est un estimateur asymptotiquement non biaisé de f , mais un
estimateur non convergent dans le cas gaussien. On pourrait généraliser cette propriété dans le cas plus
général d'un processus ayant des moments d'ordre 4. Cependant cet estimateur sera intéressant lorsqu'on
l'intègre par rapport à une fonction:

Dé�nition. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus à temps discret du second ordre. Pour g une fonction continue
sur [−π, π[, on dé�nit le périodogramme intégré par:

Jn(g) =

∫ π

−π

g(λ)In(λ)dλ.

Proposition. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus centré stationnaire ARMA(p, q) ou ARCH(p) tel que IEX4
0 <

∞ (ce qui, dans le cas d'un processus ARCH(p) signi�e que
(
IEε40

)1/2 ∑p
j=1 bi < 1), alors:

1. Pour g une fonction continue sur [−π, π[, Jn(g)
p.s.−→

n→∞

∫ π

−π

f(λ)g(λ)dλ.

2. Pour (gi)1≤i≤m une famille de fonctions continues sur [−π, π[ alors:

√
n
(
Jn(gi)−

∫ π

−π

f(λ)g(λ)dλ
)
1≤i≤m

L−→
n→∞

Nm(0,Σ)

avec Σ = (σij)1≤i,j≤m et σij = 4π

∫ π

−π

f2(λ)gi(λ)gj(λ)dλ.

Conséquence.

• Rappelons que pour un ARCH(p) stationnaire d'ordre 2, f est une fonction constante.

• Ce double résultat s'applique aussi pour le carré d'un processus ARCH(p) puisque ce carré est un
processus ARMA. La condition sera donc que X soit stationnaire et tel que IEX8

0 < ∞, ce qui est

possible dès que
(
IEε80

)1/4 ∑p
j=1 bi < 1.

• Ce double résultat s'étend également aux chaînes de Markov homogène à espace d'états �ni irré-
ductibles, et ceci quelque soit la loi de X0.

• Comme ĉn(p) =

∫ π

−π

cos(pλ)In(λ)dλ, on peut appliquer le théorème de la limite centrale précédent.

On obtient ainsi que:

√
n
(
ĉn(p)− r(p)

)
0≤p≤m

L−→
n→∞

Nm+1

(
0,
(
4π

∫ π

−π

f2(λ) cos(λi) cos(λj)dλ
)
0≤i,j≤m

)
.

• En utilisant la Delta-méthode pour la fonctionG : (x0, · · · , xm) ∈ IR∗×IRm 7→
(
x1

x0
, x2

x0
, · · · , xm

x0

)
∈ IRm,

on peut déduire un théorème de la limite centrale pour (ρ̂n(1), · · · , ρ̂n(m)). Cela permet notamment
de tester si X est un bruit blanc car sous une telle hypothèse, f(λ) = σ2/2π et on a alors

√
n
(
ρ̂n(i)

)
1≤i≤m

L−→
n→∞

Nm(0, Im).

Comme dit plus haut ce résultat est également vrai pour un ARCH(p), ce qui limite la puissance d'un
tel test.

• En utilisant un noyau comme fonction g que l'on fait se rapprocher d'une impulsion de Dirac en λ0,
on obtient un estimateur de la densité f(λ0).
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4.2 Estimation paramétrique et semi-paramétrique pour un processus station-

naire à temps discret

Notation: On suppose que l'on a observé une trajectoire (X1, · · · , XN ) d'un processus paramétrique de
paramètre θ = (θ1, · · · , θℓ) où ℓ ∈ IN∗ tel que la �vraie� valeur prise par ce paramètre θ∗ soit inconnue. La
méthode qui suit pourrait être généralisée à d'autres exemples de processus, mais ici nous ne considérerons
que les cas paramétriques suivants:

• Les paramètres b1, · · · , bp, c1, · · · , cq d'un processus ARMA(p, q) stationnaire dont on supposera que le
bruit blanc (εk)k admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue;

• Les paramètres b1, · · · , bp d'un processus ARCH(p) stationnaire dont on supposera que le bruit blanc
(εk)k admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue;

• Les probabilités de transition pij = Pr(X1 = ej |X0 = ei) d'une chaîne de Markov homogène à espace
d'états �ni irréductibles. Comme la matrice est stochastique, il n'y a que p(p − 1) inconnues puisque

par exemple pip = 1−
∑p−1

j=1 pij .

On dé�nit LN (θ, ω) une vraisemblance pour θ ∈ Θ (ensemble localement compact de IRℓ). Soit

θ̂N = Argmax
θ∈Θ

LN (θ) = Argmax
θ∈Θ

(logLN (θ)).

Par �une� vraisemblance on veut dire: soit la densité du vecteur (X1, · · · , XN ) (pour les processus ARMA(p, q)),
soit la densité conditionnelle par rapport à X0, X−1, · · · (pour les processus ARCH(p) ou les chaînes de
Markov à espace d'états �ni irréductibles). Rappelons que dans ce dernier cas

LN (θ) = f((X1,··· ,XN ) |X0,X−1,··· ) = f(XN |XN−1,XN−2,··· )f(XN−1 |XN−2,XN−3,··· ) × · · · × f(X1 |X0,X−1,··· )

(attention à ne pas confondre cette densité f , qui peut d'ailleurs être une probabilité dans le cas d'une mesure
discrète, avec la densité spectrale vue avant). Dans le cas d'une chaîne de Markov homogène irréductible sur
(e1, · · · , ep), le modèle est totalement posé et la densité revient à un produit de probabilités et le logarithme
de LN devient:

logLN (θ) =

p∑
i=1

p−1∑
j=1

log(pij)
N−1∑
k=1

II(Xk,Xk+1)=(ei,ej) +

p∑
i=1

log(1− pi,1 − · · · − pi,p−1)
N−1∑
k=1

II(Xk,Xk+1)=(ei,ep).

Notons que dans un tel cas la statistique constituée par le vecteur
(∑N−1

k=1 II(Xk,Xk+1)=(ei,ej)

)
1≤i≤p, 1≤j≤p−1

est exhaustive (on ne peut pas prendre tous les i et j car la statistique serait liée).

Théorème. Sous les hypothèses précédentes, si IEX4
0 < ∞ et

1. si IE
[
| log f(X1 |X0,X−1,··· )|

]
< ∞ on a θ̂N

p.s.−→
N→∞

θ∗.

2. si IE
[
log2 f(X1 |X0,X−1,··· )

]
< ∞ on a

√
N(θ̂N − θ∗)

L−→
N→∞

Nm(0, I(θ∗)−1), où

Iij(θ
∗) =

1

4π

∫ π

−π

(∂ log fθ(λ)

∂θi

)
θ∗

·
(∂ log fθ(λ)

∂θj

)
θ∗
dλ.

Remarque.

On retrouve donc ici une vitesse en
√
N comme dans le cas de variables indépendantes. Cependant une des

limitations de la méthode du maximum de vraisemblance réside dans le fait qu'il faille connaître exactement
la loi du processus pour en déduire LN (θ). L'utilisation de cet estimateur reste malgré tout intéressant pour
les processus ARCH(p) (pour lesquels on peut utiliser la vraisemblance conditionnelle gaussienne même si
l'innovation n'est pas gaussienne) et les chaînes de Markov. Mais dans le cas d'un processus ARMA(p, q),

on préférera utiliser une approximation de l'estimateur θ̂N dite approximation de Whittle (voir ci-dessous)
qui o�re deux avantages: pas de nécessité de connaître a priori la loi du processus et un grand gain en terme
de calcul tout en conservant une vitesse de convergence en

√
N .



Master 2 E.T.E.: Mise à niveau en série chronologique 21

Théorème. Soit X = (Xk)k∈ZZ un processus ARMA(p, q) stationnaire et de densité spectrale fθ. On
considère le contraste, dit encore contraste de Whittle:

UN (θ) =
1

4π

∫ π

−π

log(fθ(λ)) +
IN (λ)

fθ(λ)
dλ.

Soit θ̃N = Argmin
θ∈Θ

UN (θ), appelé estimateur de θ par minimum de contraste (ou maximum de vraisemblance

approché de Whittle). Alors, sous les conditions du Théorème précédent et avec une matrice J(θ∗):

√
N(θ̃N − θ∗)

L−→
n→∞

Nm(0, J(θ∗)−1).

Remarque.

Notons tout d'abord que la matrice J = I lorsque le processus est gaussien. Sinon, elle fait intervenir les
moments d'ordre 4 de l'innovation. Ensuite, concrètement, quand on travaille sur des données, les intégrales
sont approchées par des sommes de Riemann calculées pour les λk = πk/n. On peut montrer que l'erreur
d'approximation n'est pas préjudiciable au théorème de la limite centrale ci-dessus.

Conséquence.

On préférera donc nettement l'estimateur par contraste de Whittle pour les processus ARMA(p, q) car il
peut s'appliquer facilement à des échantillons de grande taille (alors que par exemple dans le cas gaussien,
l'estimateur de maximum de vraisemblance classique requiert d'inverser la matrice de covariance ce qui
peut être impossible numériquement dès que n > 104) et comme dit précédemment, il ne requiert pas la
connaissance de la loi de X ou de ε. Pour un processus ARCH(p), cet estimateur peut aussi être utilisé en
l'appliquant aux carrés de ce processus.

4.3 Identi�cation et test d'adéquation pour les processus ARMA et ARCH

Estimation de l'ordre d'un processus ARMA: Une autre question apparaît une fois l'estimation des
paramètres obtenue: comment estimer l'ordre (p, q) de l'ARMA qui dans les deux techniques précédentes
est supposé connu? Pour ce faire on utilisera un critère de sélection de modèle, par exemple le critère BIC
vu précédemment. Dans le cas d'un processus ARMA celui-ci s'écrit:

BIC(p, q) = log
( 1

N

N∑
j=1

ε̂2j
)
+

logN

N
(p+ q),

où ε̂j =
P̂N (B)

Q̂N (B)
·Xj (il faut donc que Q soit inversible causal, donc que les racines de Q soient en dehors du

disque trigonométrique). Les estimateurs P̂N (B) et Q̂N (B) sont calculés en remplaçant leurs coe�cients ai
et bj par les estimateurs obtenus par une des méthodes évoquées plus haut. On calcule ce critère pour tous
0 ≤ p ≤ pmax et 0 ≤ q ≤ qmax et on choisira

(p̂N , q̂N ) = Argmin
0≤p≤pmax, 0≤q≤qmax

BIC(p, q).

Estimation de l'ordre d'un processus ARCH: On peut soit reprendre la technique qui vient d'être
présentée pour les ARMA en l'appliquant aux carrés du processus. On peut également reprendre la formule
générale du critère BIC et l'appliquer à l'estimation de la log-vraisemblance conditionnelle. Auquel cas, on
a:

BIC(p, q) = log
( N∏
j=1

f̂(Xj |Xj−1,Xj−2,··· )
)
+

logN

N
p,

où f̂ est obtenue en remplaçant les coe�cients (b0, · · · , bp) par leurs estimations par maximum de vraisem-
blance.

Test d'adéquation à un processus ARMA: Pour tester l'adéquation à un processus ARMA, on peut
utiliser un test dit de portemanteau (ce qui signi�e �fourre-tout� en anglais). Après avoir calculé les résidus
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estimés (ε̂1, . . . , ε̂N ) obtenus à partir (X1, · · · , XN ) et des coe�cients estimés par une méthode de type

maximum de vraisemblance ou minimum de contraste: comme on a ε =
Q(B)

P (B)
X on dé�nit

T̂N (k) = N
k∑

j=1

(
ρ̂ε(k)

)2
où ρ̂ε(k) =

1
N

∑N−k
i=p ε̂iε̂i+k −

(
1
N

∑N
i=p ε̂i

)2

1
N

∑N
i=p ε̂

2
i −

(
1
N

∑N
i=p ε̂i

)2 .

Notons que ρ̂ε(k) est la corrélation empirique des résidus, qui doit tendre vers 0 si le modèle est bien un
ARMA(p, q) dès que k ̸= 0, suivant un Théorème de la Limite Centrale que nous avons vu un peu plus
haut (d'où le N devant la statistique de test). Notons également que les ε̂i ne sont calculables que lorsque
i ≥ p + 1). On doit choisir k su�samment grand pour donner plus de pertinence au test. Ainsi, sous
l'hypothèse que le processus est bien un processus ARMA(p, q), dont le bruit admet un moment d'ordre 4
on peut alors montrer que:

T̂N (k)
L−→

N→+∞
χ2(k − p− q).

Le fait que l'on doivent retirer p+ q dans le nombre de degrés de liberté du χ2 limite est assez classique et
correspond au fait que cette statistique est obtenue en estimant p+ q paramètres.

Test d'adéquation à un processus ARCH: On peut reprendre la technique présentée pour les ARMA
et l'appliquer aux carrés d'un processus ARCH. On peut aussi directement mettre en place un test du
portemanteau pour les ARCH en �estimant� l'innovation (εk)k par

ε̂k = Xk

(
b̂0 +

p∑
j=1

b̂j X
2
k−j

)−1/2
.

Il n'y a plus alors qu'à reprendre la statistique de test T̂N (k) décrite plus haut pour les ARMA.

5 Prédiction pour un processus à temps discret

Pouvoir prévoir est généralement une des possibilités o�ertes par les statistiques, peut-être même la plus
importante.

5.1 Dé�nitions et propriétés générales

On commence à faire quelques rappels sur l'espérance conditionnelle qui est essentielle pour donner des
formulations théoriques à la prédiction.

Rappel. Si X et Y sont deux variables aléatoires continues de densité jointe f(X,Y )(x, y) alors

IE(X | Y = y) =

∫
xf(X,Y )(x, y)dx∫
f(X,Y )(x, y)dx

.

Propriété. 1. IE(Y | B) est une variable aléatoire de IL2(Ω,B, P ); de plus, IE(Y |X) = h(X), avec h une
fonction borélienne.

2. Pour Y1 et Y2 deux variables aléatoires sur (Ω,A, P ), et (a, b, c) ∈ IR3, alors

IE(aY1 + bY2 + c | B) = aIE(Y1 | B) + bIE(Y2 | B) + c.

3. Si Y1 ≤ Y2, alors IE(Y1 | B) ≤ IE(Y2 | B).

4. Si Y ∈ IL2(Ω,B, P ), alors IE(Y | B) = Y ; ainsi IE(g(X) |X) = g(X) pour g une fonction mesurable
réelle.

5. On a IE(IE(Y | B)) = IEY , donc IE(IE(Y |X)) = IEY .
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6. Si Y −1(B(IR)) et B sont indépendantes alors IE(Y | B) = IEY ; ainsi, si X et Y sont indépendantes,
IE(Y |X) = IEY .

Proposition. Si (Y,X1, · · · , Xn) est un vecteur gaussien, alors IE(Y | (X1, · · · , Xn)) = a0 + a1X1 + · · · +
anXn, où les ai sont des réels.

Dé�nition. On suppose que (X1, · · · , XN ) est connue. On appelle prédiction X̂N+p à l'horizon p X̂N+p =
fp(X1, · · · , XN ) où fp est une fonction mesurable.

Dé�nition. Soit X un processus à temps discret du second ordre. On appelle erreur moyenne quadratique
(MSE) de la prédiction X̂N+p le réel

IE(X̂N+p −XN+p)
2.

Proposition. On suppose que X un processus à temps discret du second ordre. La prédiction X̂N+p optimale
au sens de la moyenne quadratique (ou des moindres carrés) est dé�nie par:

X̂N+p = f̂(X1, · · · , XN ) avec f̂ = Argmin
f∈IL2

(
IE(XN+p − f(X1, · · · , XN ))2

)
.

Alors,
X̂N+p = IE(XN+p | (X1, · · · , XN )).

X̂N+p est donc une variable aléatoire dépendant de (X1, · · · , XN ) telle que

IE(XN+p | (X1, · · · , XN )) =

∫
xN+pf(X1,··· ,XN ,XN+p))(X1, · · · , XN , xN+p))dxN+p∫

f(X1,··· ,XN ,XN+p))(X1, · · · , XN , xN+p))dxN+p
.

Propriété (Cas des processus ARMA). Soit (Xk)k∈Z un processus ARMA(p, q) avec P (B) ·X = Q(B) · ε
où les racines de P et de Q sont à l'extérieur du disque trigonométrique (donc X est stationnaire, causal

et inversible). On suppose également que (X1, · · · , XN ) est connu. Soit X̂N+1 le prédicteur optimal au sens

des moindres carrés. Alors X̂N+1 = −
N−1∑
k=0

ck+1XN−k où les (ck) sont dé�nis par le développement en série

entière de
P

Q
(z) =

∑
k≥0

ckz
k.

Propriété (Cas des processus ARCH(p)). Soit (Xk)k∈Z un processus ARCH(p) dé�ni par

Xk = ξk

√
a0 + a1X2

k−1 + · · ·+ apX2
k−p pour tout k ∈ Z,

où X est stationnaire d'ordre 2 (donc (a1 + · · ·+ ap)IEξ
2
0 < 1). On suppose également que (X1, · · · , XN ) est

connu. Soit X̂N+1 le prédicteur optimal au sens des moindres carrés. Alors X̂N+1 = 0.

Propriété (Cas des chaînes de Markov à espace d'états �ni). Soit (Xk)k∈IN une chaîne de Markov homogène

à espace d'états �ni (e1, · · · , ep) ∈ IRp, de matrice de transition P = (pij)1≤i,j≤p. Soit X̂N+1 le prédicteur

optimal au sens des moindres carrés. Alors X̂N+1 = IE[XN+1 | XN ] =

p∑
j=1

pXN ,jej.

Proposition. On suppose que X est un processus à temps discret du second ordre. Alors la prédiction
linéaire X̂N+p optimale au sens de la moyenne quadratique (ou des moindres carrés) est dé�nie par:

X̂N+p = â1X1 + · · ·+ âNXN + b̂ avec

(âi)1≤i≤N = Argmin
(ai)1≤i≤N∈IRN

{
IE (XN+p − (a1X1 + · · ·+ aNXN + b))

2
}
.

Les coe�cients estimés sont obtenus par régression (théorique).

Proposition. Si X est un processus gaussien, alors la prédiction linéaire par moindres carrés est aussi la
prédiction par moindres carrés (donc l'espérance conditionnelle).
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5.2 Prédiction par �ltrage exponentiel

L'étude théorique précédente présuppose que l'on ait choisi un modèle de bruit pour prédire. On peut cepen-
dant prédire sans avoir besoin de connaître le modèle de bruit. On suppose cependant que la tendance et
la saisonnalité sont composées de certaines fonctions. Le lissage exponentiel est une démarche possible pour
prédire XN+p lorsque (X1, · · · , XN ) est connu.

On suppose donc que la tendance et la saisonnalité s'écrivent sous une forme connue a priori (les fi, fonctions
non constantes, et r sont connues), soit:

a(t) =

k∑
i=1

aifi(t) et S(t) =

r∑
i=1

sigi(t) pour t ∈ T,

avec gi(t) = II{t=i, [r]} sont r-périodiques (on ne suppose pas ici que

r∑
i=1

S(i) = 0).

Notation. • X = (X1, · · · , XN ).

• Fi = (fi(1), · · · , fi(N)) pour i = 1, · · · , k et Gi = (gi(1), · · · , gi(N)) pour i = 1, · · · , r.

• U = (ε(1), · · · , ε(N)).

Le modèle s'écrit alors vectoriellement:

X =

k∑
i=1

aifi +

r∑
i=1

sigi + U.

Proposition. On peut estimer les coe�cients (ai) et (si) par une régression linéaire par moindres carrés
pondérés qui accorde un poids exponentiellement plus important à XN qu'à XM si M < N . Pour cela, on
minimise la distance dans IRN dépendant d'un paramètre β:

∥ X − (a1F1 + · · ·+ srGr) ∥2β= t(X − (a1F1 + · · ·+ srGr)Ω
−1(β)(X − (a1F1 + · · ·+ srGr),

en notant Ω(β) =


βN 0 0 · · · 0
0 βN−1 0 · · · 0
: : : : :
0 0 0 · · · 1

 et avec Z la matrice Z = (F1 · · ·FkG1 · · ·Gr),

Alors X̂N+p = (f1(N + p), · · · , gr(N + p)) (tZΩ(β)Z)−1tZΩ(β)X.

Remarque.

Il faut avoir en tête que si β est proche de 0 alors on prend seulement en compte les toutes dernières
valeurs de la série, alors que β proche de 1 fait que l'on considère toutes les valeurs. En pratique, on peut
arbitrairement choisir β entre 0.5 et 0.9. Mais le mieux est d'estimer une valeur de β adaptée au jeu de
données. Pour ce faire, on utilise les données précédentes (X10, · · · , XN−p) (le 10 est pris ici de manière
arbitraire; on pourrait aussi bien choisir X√

N ou XN/2). Pour chacune de ces valeurs on connait la valeur
réellement obtenue à l'horizon p; il su�t donc pour une grille de valeur de β dans [0, 1], de calculer la
somme des carrés des écarts entre ces valeurs obtenues et les prédictions faites avec le �ltre exponentielle de
paramètre β. On choisira β̂N qui minimise cette somme de distance au carré. Cette technique peut être
étendue à des prédictions linéaires: c'est que l'on appelle une prédiction par le �ltre de


