
Correction de quelques exercices de la feuille no 5:

Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

Exo 2 (*) Soit (E,< ., . >) un espace préhilbertien. Montrer que l’application ψ(x, y) =< x, y > est une
forme bilinéaire symétrique sur E. Montrer que la forme quadratique associée à ψ est définie positive.

Proof. Soient λ1 et λ2 dans IR. Alors ψ(x, λ1y1 + λ2y2) = λ1 < x, y1 > +λ2 < x, y2 > . De plus, ψ(x, y) = ψ(y, x)

(symétrie du produit scalaire). La forme quadratique associée s’écrit: q(x, x) =< x, x >= ‖x‖2, définie positive

(propriétés de la norme). �

Exo 3 (*) Soit (E,< ., . >) un espace préhilbertien et u un endomorphisme sur E. Montrer que l’application
Φ(x) =< x, u(x) > pour tout x ∈ E est une forme quadratique sur E. Déterminer l’endomorphisme
associé à Φ.

Proof. Soit λ dans IR, Φ(λx) =< λx, u(λx) >=< λx, λu(x) >= λ2 < x, u(x) > λ2Φ(x). De plus, pour tout x, y dans

E2, Φ(x + y) =< x + y, u(x) + u(y) >=< x, u(x) > + < y, u(y) > + < x, u(y) > + < y, u(x) >= Φ(x) + Φ(y)+ <

x, u(y) > + < y, u(x) > . On pose ψ(x, y) = 1
2

(< x, u(y) > + < y, u(x) >) et on montre facilement que c’est une

forme bilinéaire symétrique. On peut alors conclure que Φ est bien une forme quadratique.

Soit v l’endomorphisme associé à Φ. On sait que : ψ(x, y) =< x, v(y) > or ψ(x, y) = 1
2

(< x, u(y) > + < y, u(x) >) =
1
2

(< x, u(y) > + < x, u∗(y) >) = 1
2
< x, u(y) + u∗(y) >. On a alors, v(x) = 1

2
(u(x) + u∗(x)).

�

Exo 11 (**) Suivant la valeur de λ, étudier la signature de la forme quadratique suivante:

Φ(x, y) = (1 + λ)(x2 + y2) + 2(1− λ)x y où λ ∈ IR.

Proof. Signature de Φ:

• Si λ = −1, Φ(x, y) = (x− y)2 − (x+ y)2, sgn(Φ) = (1, 1)

• Si λ 6= −1, Φ(x, y) = (1 + λ)(x+ 1−λ
1+λ

y)2 + (1 + λ− 4λ
(1+λ)2

)y2

– Si λ < −1, sgn(Φ) = (0, 2)

– Si −1 < λ < 0, sgn(Φ) = (1, 1)
– Si λ > 0, sgn(Φ) = (2, 0)

– Si λ = 0, sgn(Φ) = (1, 0)
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