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1. [18 points] Soit E = R[X] l’ensemble des polynômes à coefficients réels. On considère l’application

(P,Q) ∈ E2 7→< P,Q >=

min(deg(P ),deg(Q))
∑

k=0

P (k)(0)Q(k)(0),

où deg(P ) désigne le degré de P et P (k)(0) la k-ème dérivée de P en 0.

(a) Pour n ∈ N, et P (X) = Xn, calculer P (k)(0) pour k ∈ N, puis < Xn, Xn >.

(b) Montrer que pour tout polynôme P de E, pour tout x ∈ R, P (x) =

deg(P )
∑

k=0

P (k)(0)
xk

k!
.

(c) En déduire que < ·, · > est un produit scalaire sur E.

(d) Calculer < Xm, Xn > pour m 6= n ∈ N. En déduire que (Xn)n∈N est une base orthogonale
sur (E,< ·, · >). En déduire également une base orthonormale de sur (E,< ·, · >).

(e) Soit F = {P ∈ E tel que P (2) = 0}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
Montrer que dim(F ) = ∞.

(f) Déterminer F⊥.

(g) Soit le polynôme R(X) = X2 − 3X + 2. Déterminer d(R,F ) = inf
P∈F

‖R − P‖, où ‖ · ‖ est la

norme associée à < ·, · >.

Proof. (a) On a P (k)(X) = n(n− 1)× · · · × (n − k + 1)Xn−k pour k ≤ n et P (k)(X) = 0 pour k ≥ n + 1. Donc
P (k)(0) = 0 si k ≤ n−1 et P (n)(0) = n!, puis P (k)(0) = 0 si k ≥ n+1 [2pt]. On en déduit que < Xn, Xn >= (n!)2

[1pt].

(b) La formule de Taylor à l’ordre deg(P ) appliquée à P donne directement P (x) =
∑deg(P )

k=0
P (k)(0)x

k

k!
+O(xdeg(P )+1).

pour tout x ∈ R. Mais comme P est de degré deg(P ), d’après l’unicité d’écriture d’un polynôme de degré deg(P )

alors P (x) =
∑deg(P )

k=0
P (k)(0)x

k

k!
[2pt].

(c) Les propriétés de linéarité et de symétrie sont immédiates. De plus < P,P >=
∑deg(P )

k=0
(P (k)(0))2 ≥ 0. Enfin

si < P,P >= 0 alors P (k)(0) = 0 pour tout k ∈ {0, 1, . . . , deg(P )}. Mais d’après la question précédente, cela induit

que P (x) =
∑deg(P )

k=0
0× xk

k!
= 0 pour tout x. Donc < ·, · > est bien un produit scalaire sur E [2pt].

(d) < Xm, Xn >= 0 [1pt]. On sait que (Xn)n∈N est une base de E. De plus, comme Xm et Xn sont orthogonaux
dès que m 6= n, alors (Xn)n∈N est bien une base orthogonale de E [1pt].
Enfin, comme ‖Xn‖ = n!, alors (X

n

n!
)n∈N est une base orthonormale de E [1pt].

(e) F est un sev car 0 ∈ F et si P,Q ∈ F si λ ∈ R, alors (P + λQ)(2) = P (2) + λQ(2) = 0 donc P + λQ ∈ F

[1pt]. Il est clair que
(

Xk − 2k
)

k≥1
est une famille libre de F (car tous les polynômes ont un degré différent).

Cette famille étant infinie on en déduit que dim(F ) = ∞ [2pt].
(f) Soit P (x) =

∑n

i=0
aiX

i ∈ F⊥. Alors pour tout k ≥ 1, on a < P,Xk − 2k >= −2ka0 + (k!)2ak = 0 quand k ≤ n

et < P, 1−Xk >= −2ka0 = 0 quand k ≥ n+ 1. Par itération, on en déduit que ai = 0 pour tout i et donc P = 0
[3pt].
(g) Comme R ∈ F , on en déduit que d(R,F ) = 0 [2pt].
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2. [5 points] Soit (E,< ·, · >) un espace préhilbertien. Soit u ∈ E tel que < u, x >2=< x, x ><

u, u > pour tout x ∈ E. Déterminer u.

Proof. On a donc l’égalité de Cauchy-Schwarz, ce qui implique que u et x sont liés, et ceci quelque soit x ∈ E

[1pt]. Aussi, quand dim(E) = 1, ceci est toujours vrai, donc u est un vecteur quelconque de E [1.5pt]. Si
dim(E) ≥ 2, si u 6= 0, il existe toujours v 6= 0 tel que u et v sont orthogonaux, soit < u, v >= 0. Comme
< u, x >2=< x, x >< u, u > pour tout x ∈ E, ceci est aussi vrai pour x = v donc ‖v‖2 ‖u‖2 = 0 soit v = 0 ou
u = 0: impossible. Donc u = 0 [2.5pt].


