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1. [18 points] Soit E = R[X] ’ensemble des polynomes & coefficients réels. On consideére I'application

min(deg(P),deg(Q))

(P,Q) € B> »< P,Q >= 3 PH(0)Q™(0),

k=0
ot deg(P) désigne le degré de P et P*)(0) la k-eme dérivée de P en 0.

(a) Pour n € N, et P(X) = X", calculer P*)(0) pour k € N, puis < X", X" >
deg(P)
(b) Montrer que pour tout polynéme P de E, pour tout z € R, P(x Z P(k

(¢) En déduire que < -,- > est un produit scalaire sur E.

(d) Calculer < X™, X™ > pour m # n € N. En déduire que (X™),en est une base orthogonale
sur (E, < -,- >). En déduire également une base orthonormale de sur (E, < -, >).

(e) Soit FF ={P € E tel que P(2) = 0}. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.
Montrer que dim(F') = oc.

(f) Déterminer Ft.
(g) Soit le polynéme R(X) = X? — 3X + 2. Déterminer d(R, F) = Iin% IR — P,
€

norme associée a < -, - >.

- est la

Proof. (a) Ona PP (X)=n(n—1)x---x (n—k+1)X""* pour k < n et P®(X) =0 pour k > n + 1. Donc
P®(0) = o sik <n—1et PM™(0) =n!, puis P*(0) =0si k> n+1 [2pt]. On en déduit que < X™, X" >= (n!)?
[1pt].

(b) La formule de Taylor a’ordre deg(P) appliquée & P donne directement P(x) = ZZE:gO(P) P® (0 0)%r +O( deg(P)+1y,
pour tout z € R. Mais comme P est de degré deg(P), d’apres I'unicité d’écriture d’un polynéme de degré deg(P)
alors P(x Zdﬁg(P) P®( )i—k [2pt].

(c) Les proprletes de linéarité et de symétrie sont immédiates. De plus < P, P >= deg(P) P™(0))? > 0. Enfin
si < P,P >=0 alors P%")(0) = 0 pour tout k € {0,1,...,deg(P)}. Mais d’aprés la question précédente, cela induit
que P(x) = ZZEQO(P) 0 x —k = 0 pour tout z. Donc < -, - > est bien un produit scalaire sur E [2pt].

(d) < X™ X" >=0 [lpt] On sait que (X™)nen est une base de E. De plus, comme X™ et X" sont orthogonaux
deés que m # n, alors (X"),en est bien une base orthogonale de E [1pt].

Enfin, comme || X"|| = n!, alors ()f; JneN est une base orthonormale de E [1pt].

() Festunsevcar 0 € Fetsi P,Q € Fsi\e&R,alors (P+AQ)(2) = P(2)+ AQ(2) =0donc P+ AQ € F
[1pt]. Il est clair que (X k_ 2"’)101 est une famille libre de F (car tous les polynoémes ont un degré différent).
Cette famille étant infinie on en déduit que dim(F) = co [2pt].

(f) Soit P(x) =" a; X' € F*. Alors pour tout k > 1, on a < P, X* — 2% >= —2%qy + (k!)%ar = 0 quand k < n
et < P,1—X*>=_—9%q, =0 quand k > n + 1. Par itération, on en déduit que a; = 0 pour tout i et donc P = 0
[3pt].

(g) Comme R € F, on en déduit que d(R, F) = 0 [2pt]. O



2. [5 points] Soit (E,< -,- >) un espace préhilbertien. Soit u € E tel que < u,r >%=< z,z ><
u,u > pour tout x € E. Déterminer u.

Proof. On a donc I'égalité de Cauchy-Schwarz, ce qui implique que u et x sont liés, et ceci quelque soit x € E
[1pt]. Aussi, quand dim(E) = 1, ceci est toujours vrai, donc u est un vecteur quelconque de E [1.5pt]. Si
dim(E) > 2, si u # 0, il existe toujours v # 0 tel que u et v sont orthogonaux, soit < u,v >= 0. Comme
< u,x >*=< ®,x >< u,u > pour tout x € E, ceci est aussi vrai pour z = v donc ||v||* ||u||> = 0 soit v = 0 ou
u = 0: impossible. Donc u = 0 [2.5pt]. O



