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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (20 points) Soit E I'ensemble des fonctions de classe C! sur [—1,1] et pour f, g deux fonctions
de F, on considere 'application

(a)
(b)
()

< f.9>= f0)90) + [ gt

Montrer que E est un espace vectoriel. Montrer que dim FE = oo.
Montrer que < -, - > est un produit scalaire sur F.

Soit Fy,, I’ensemble des fonctions de E monotones sur [—1, 1]. Montrer que F,, n’est pas un
sous-espace vectoriel de E. Rappeler la définition de F-; cet ensemble est-il un sous-espace
vectoriel de E (le démontrer)?

Soit F}, et F; I’ensemble des fonctions de F respectivement paires et impaires. Montrer que
F, et F; sont des sous-espaces vectoriels de E.

Montrer que E = F, @ F; (on pourra utiliser le fait que pour tout z € [-1,1], f(z) =
3(f(@) + (=) + 5(f(2) = f(=2))).

Montrer que si f € E est impaire alors f” est paire. Montrer que Fj, C Fil puis montrer que
F, = Fi-.

On remplace désormais E par E' = Rg[X] lensemble des polynémes & coefficients réels
de degré inférieur a 2, en conservant le méme produit scalaire < -,- >. Déterminer des
bases orthonormales de F), et de F; dans ce cas. En déduire une base orthonormale de E’.
Déterminer enfin FTJ,;

2. (4 points) Soit (E, < -, >) un espace euclidien. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E
tels que F' C G. On note respectivement pr et pg les projecteurs orthogonaux sur F' et G.

(a)
(b)

Rappeler les définitions de pr et pg apres avoir expliqué pourquoi ces projecteurs existent.

Montrer que pour tout z € E, ||pr(z)| < ||pa(z)].



