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1. (20 points) Soit E I'ensemble des fonctions de classe C! sur [~1,1] et pour f,g deux fonctions
de F, on considere 'application

< f.g>=f(0 +/f

(a) Montrer que E est un espace vectoriel. Montrer que dim F = occ.
(b) Montrer que < -, - > est un produit scalaire sur E.

(c) Soit Fy, 'ensemble des fonctions de E monotones sur [—1, 1]. Montrer que F,, n’est pas un
sous-espace vectoriel de E. Rappeler la définition de F-; cet ensemble est-il un sous-espace
vectoriel de E (le démontrer)?

oi et F; ensemble des fonctions de E respectivement paires et impaires. Montrer que
d) Soit Fj, et F; I’ ble des foncti de £ ti t pai t i i Mont
F), et F; sont des sous-espaces vectoriels de E.

(e) Montrer que E = F), @ F; (on pourra utiliser le fait que pour tout z € [—1,1], f(z) =
3(f@) + f(=0) + 5 (F @) = f(=2)):

(f) Montrer que si f € E est impaire alors f’ est paire. Montrer que Fj, C F;- puis montrer que

F, = Fit.
(g) On remplace désormais E par E' = Ry[X]| l'ensemble des polyndmes a coefficients réels
de degré inférieur a 2, en conservant le méme produit scalaire < -,- >. Déterminer des

bases orthonormales de F), et de F; dans ce cas. En déduire une base orthonormale de E’.
Déterminer enfin FTJ,;

Proof. (a) On montre facilement que E est un sev de I’ensemble des fonctions de R dans R. [1pt].

La famllle de fonctions (1, z, 2, -), qui est une famille libre et infinie, appartient & F donc dim E = oo [1pt].
(b) La symetrle la hnearlte et la positivité sont évidentes [1pt]. Montrons que < f,f >=0= f = 0. Mais
< ff>=f% +f )Y2dt donc < f, f >=0 = f(0 —Oetf )2dt = 0. Comme f’ est une fonction

continue, il en est de méme pour (f')? qui est positive: d’aprés un rebultat du cours, on a donc (f'(t))> = 0 pour
€ [-1,1], soit f'(t) = 0 pour t € [—1,1]. De cela on en déduit que f(t) = ¢ pour t € [—1, 1] avec ¢ une constante

réelle, mais comme f(0) = 0 on en déduit que f = 0 [2pts].

(c) Si on considere les fonctions f et g définies sur [—1,1] telles que f(z) = x* pour = € [0,1] et 0 sinon, g(x) = «*

pour z € [—1,0] et O sinon, il est clair que f et g sont dans F,, (de classe C* sur [—1,0[U]0, 1] clairement, mais

également en 0 en regardant la limite en 0 de f’ et de g'). Mais f + g n’est clairement pas une fonction monotone.

Donc Fy, n’est pas stable par 'addition donc ce n’est pas un sev de E [2pts].

OnaFp ={f€E, Vg€ Fn, <fg>=0}[0.5pts]. On reprend la démonstration du cours pour montrer que

F: est un sev de F [0.5pts].

(d) Si f1 et fz sont paires, pour tout = € [—1, 1], A1f1(—$) + )\Qfg(—x) = )\1f1 (.T) + )\Qfg(l‘) donc )\1f1 + Agfg est

paire: F, est un sev de E (méme chose pour F;) [0.5pts].

(e) Si f € F; N F, alors pour tout « € [—1,1], f(—x) = f(x) car f € F, et f(—x) = —f(x) car f € F,

donc f(z) = —f(x), ce qui implique que f(z) = 0. Donc F; N F, = {0g} [0.5pts]. De plus, comme f(z) =



3(f(2) + f(—2)) + 5(f(z) — f(—2)) avec fy(z) = 5(f(z) + f(~)) une fonction paire et fi(z) = 3(f(z) — f(~=))
une fonction impaire, on voit que toute fonction de E s’écrit comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire. On en déduit que E = F}, + F; et avec ce qui précede, E = F, & F; [1pt].

(f) Si on a f(x) = f(—=) pour tout € [—1, 1], alors en dérivant f'(z) = —f'(—x) donc f’ est bien impaire (et
vice-versa) [0.5pts].

Soit f € Fp, donc f’ est impaire. Alors pour toute fonction g € F; donc pour g impaire, soit ¢’ paire, < f,g >=
f(0)g(0) + fjl f'(t)g' (t)dt. Mais comme g est impaire, g(0) = 0 et comme la fonction f’g’ est impaire (produit
d’une fonction paire par une fonction impaire), on en déduit que f_ll f'(®)g'(t)dt = 0. Ainsi < f,g >= 0, donc
f € Fi*. En conséquence, on a bien F, C F;- [1.5pts].

Soit f € F;-. On peut donc écrire f = f, + f; d’aprés (e). Par définition, pour tout g € F;, on a < f, + fi,g: >= 0.
Comme f, est paire et g; impaire, comme précédemment, < fp, g; >= 0. Par suite on a nécessairement < f;, g; >=
0. Mais ceci doit étre aussi vrai pour g; = f; puisque ceci est vrai pour toute fonction g; € F; et f; € F;. Ainsi
< fi, fi >= 0 et d’apres la propriété 4 du produit scalaire, cela signifie que f; = 0g. D’ou f = f, ce qui signifie
que f est paire. En conséquence, Fi- = F, [3pts].

(g) 1 est clair que comme (1, X, X?) est une base de E’, comme E' = F, ® F;, alors (1, X?) est une base de F,
et que (X) est une base de F;. Donc (X/||X||) = (X/v/2) est une base orthonormale de F;. Et avec le procédé

d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, avec ||1|] = 1 et < 1, X2 >= 0, (17 %) = (1, %Xﬂ est une

base orthnormale de F, [2pts].

X V3 x2
V2’ 2V2

Il est clair que les fonctions 1, X et (X — 1)? sont des fonctions monotones de E’. Donc Vect(F,,) = E’ car ces
trois fonctions sont libres et génératrices dans E’. Or F; = Vect(F,,)" d'ott Fib = {0z} [2pts].

D’apres (f), F; et F}, sont orthogonaux, donc (17 ) est une base orthonormale de E’ [1pt].

O

(4 points) Soit (E, < -,- >) un espace euclidien. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E
tels que F' C G. On note respectivement pg et pg les projecteurs orthogonaux sur F' et G.

(a) Rappeler les définitions de pr et pg apres avoir expliqué pourquoi ces projecteurs existent.

(b) Montrer que pour tout = € E, ||pr(x)| < |lpa(x)]-

Proof. (a) Ces projecteurs existent car la dimension de F est finie (cours) [0.5pts]. Pour tout = € E, pr(z) =
Zle < x,e; > e; ol (€;)1<i<k est une base orthonormale de F' [0.5pts].

(b) Si F = G, la propriété est évidente. Sinon, il est clair qu’en posant H = FYNG,G=F®H avec H C F*. Soit
maintenant z € E. On al’unique décomposition © = ze+z L. Ainsi pe(x) = zg, pr(z) = pr(ze) car pr(zgr) =0
du fait que G+ C F*. Tl est clair que pour tout = € F, pg(z) = ¢ = pr(ze) +pu(ze) = pr(z) + pr(z) car dans
G, H est orthogonal de F. Mais comme H C F*, alors pr(z) et pa(z) sont orthogonaux. On peut donc appliquer
le Théoreme de Pythagore et ainsi [pr(2) |2 + [pn (2)]I° = Ipa (@)%, ot lpr(z)] < lpc ()| [3pts]. O



