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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (11 points) Soit E un espace vectoriel muni du produit scalaire < -,- >. Pour x € E, on note

|z|| = /< z,z > la norme de x.

(a) On considere
B={zecE o] =1}.

Montrer que B n’est pas un sous-espace vectoriel de E. Montrer que si z € E \ {Og} alors
z/||z|| € B. En déduire que B+ = {0g}. Soit xg et z; deux vecteurs de B. Montrer que
xg — x1 est orthogonal a z; + xg.

(b) Soit F, F} et F» trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si Fy C F et Fy C F alors
Fy + F» C F (on rappelle que F} + F» = {a; + ag, a1 € F1, az € F5}). En déduire que si G
et G sont deux sous-espaces vectoriels de F alors G + Gy C (G1 N Ga)*t.

(c) On suppose que E est de dimension finie. En utilisant des bases orthonormales de G; et G,
deux sous-espaces vectoriels de £, montrer que Gi + Gy = (G1 N Ga)*.

2. (Sur 11 points) Soit £ = R" avec n > 2. Pour z = (x1,---,2,) € Eet y = (y1, -+, yn) € E on
définit , ,
n (] K3
<x,y >= Z (Z:c])(Zy]>
j=1

=1  j=1
(a) Pour n = 3, calculer < (2,-1,-2),(4,0,—-2) >.

(b) Montrer que < -,- > est un produit scalaire sur £. On notera désormais ||z| = /< z,z >
la norme de x € E.

(¢c) Pour ¢ =2,3,---,n, soit le vecteur el=(el,-,el)eEtelqueel_; =1 el =—-lete,=0
pour k ¢ {i — 1,i}. Calculer ||e’|| pour i = 2,---,n. Montrer que (e2,e3,---,e") forme une

famille orthonormale de E.

(d) On cherche e' € E tel que (e',e?,---,e") soit une base orthonormale de E. Montrer que

71 = (1,0,---,0) ¢ F ou F = Vect(e?,---,e"). Déterminer Pr(x1) ol Pr est la projection

orthogonale sur F. En déduire Pp. (z1) puis e’.



