Université Paris I, Panthéon - Sorbonne

Licence M.A.S.S. deuxiéme année 2011 — 2012

Algebre S4

Correction du Controle continu n°1, mars 2012

Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (11 points) Soit E un espace vectoriel muni du produit scalaire < -,- >. Pour z € E, on note

|z|| = /< z,z > la norme de x.

(a) On considere
B={zecE |z =1}

Montrer que B n’est pas un sous-espace vectoriel de E. Montrer que si z € E \ {0g} alors
z/||z|| € B. En déduire que B+ = {0g}. Soit xg et z; deux vecteurs de B. Montrer que
xo — 21 est orthogonal a =1 + xg.

(b) Soit F, Fy et Fy trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si F; C F et Fy C F alors
Fy + F» C F (on rappelle que Fy + F» = {a1 + a2, a1 € F1, az € F»}). En déduire que si G
et Go sont deux sous-espaces vectoriels de E alors Gf + G%‘ c(Gin GQ)J_.

(¢) On suppose que E est de dimension finie. En utilisant des bases orthonormales de G et Go,
deux sous-espaces vectoriels de F, montrer que Gi + Gy = (G N Ga)*.

Proof. (a) On a 0r ¢ B donc B n’est pas sev de E (0.5pts). On a ||z/||z|/|| = ||z||/|lz|| = 1 (0.5pts).
Soit € B+, z # 0g. Alors pour tout y € B, < 2,y >= 0. Or y = z/||z|| € B. Donc < z,z/||z|| >= 0, soit 1 = 0,
ce qui est impossible. Donc z = 0g (2pts).
On a < z1 — xo, 1 + 0 >= ||z1]| — ||zo|| =1 — 1 = 0 d’out le résultat (1pt).
(b) Soit 1 € Fi. Donc d’apres hypothese Fi1 C F, 1 € F. De méme, soit 2 € F», donc x2 € F. Mais F' est un
sev de E, donc F est stable par addition, d’ott 1 + z2 € F. Ainsi F1 + F> C F (1.5pts).
OnaG1NG2 C Gi. Or on sait que si A C B alors B ¢ AL, Donc Gt C (G1QG2)L. De méme, G C (G1 ﬂGz)l.
D’apres ce qui précéde, on en déduit donc que G- + Gy C (G1 N G2)* (2pts).
(¢c) On suppose que dimE = n, dimG1 = n1 et dimG2 = nz. On sait que G1 N G2 est un sev de E. Dong,
d’apres le cours, il existe (e1,---,ep) une base orthonormale de G1 N G2 (dans le cas ot G1 N G2 = Og on pose
p = 0). Comme G1 N G2 C G1, on peut écrire qu'une base orthonormale de G1 est (e1, -, €p,€pt1, -, €n,).
De méme, (€1, ,€p,€n1+1," ", En,+ny—p) Sera une base orthonormale de G2, et finalement (e1,---,e,) une base
orthonormale de E.
Grice & tout ceci, G = Vect(en,+1, -, en), G5 = Vect(€pi1, -, €nys€nytng—pti, -, €n), dolt GT + G3 =
Vect(epi1,---,en). Mais on a G1 N Ga = Vect(eq, -, ep) donc (G1 N G2)*t = Vect(epy1,---,en). Ainsi on a bien
Gi + Gz = (G1 N G2)™ (3.5pts).

O

2. (Sur 11 points) Soit £ = R" avec n > 2. Pour z = (x1,---,2,) € Eet y = (y1, -+, yn) € E on
définit

n 7

<x,y>:z(zxj)(§'lyj).

=1 j=1
(a) Pour n = 3, calculer < (2,—1,-2),(4,0,—-2) >.

(b) Montrer que < -,- > est un produit scalaire sur E. On notera désormais ||z| = /< =,z >
la norme de x € E.



(c) Pour i =2,3,---,n, soit le vecteur " = (€%, --,el) € Etel queel_; =1, el =—1et el =0
pour k ¢ {i — 1,i}. Calculer ||e’|| pour i = 2,---,n. Montrer que (e2,e3,---,e") forme une

famille orthonormale de E.

(d) On cherche e' € E tel que (e',e?,---,e") soit une base orthonormale de E. Montrer que
r1 = (1,0,---,0) ¢ F ou F = Vect(e?,---,e"). Déterminer Pr(x1) ol Pr est la projection
orthogonale sur F. En déduire Pp. (71) puis e'.

Proof. (a) Ona < (2,—-1,-2),(4,0,-2) >=2%4+2-1)*(4+0)+(2-1-2)%(4+0-2)=8+4-2=10
(0.5pts).

(b) On a aisément la symétrie et la bilinéarité (0.5pts). De plus < z,z >= 27+ (z1 +22)> + -+ (1 4+ +25)%
Donc on a clairement < x,z >> 0 (0.5pts). Enfin < z,2 >= 0 entraine que =1 = 0, z1 + z2 = 0, ..., et
z1+ -+ 2, = 0. Ceci entraine bien que 21 = x2 = -+- =z, = 0, donc z = 0 (1pt).
(c)Onale]?=0+04-+1>4+02+-.-+0% =1, doit ||€']| = 1 pour tout i € {2,---,n} (1pt).
Soit2<i<j<mn. Alorssij=1i+1, <e;e; >=0%0+---4+0%0+1%x0+0%x1+0%0+---+0x0=0etsij>i+1,
<eiej>=0%0+---+0%0+1%0+0%0+---+0x1+0%0+---+0%0=0. Donc (e")2<i<n forme bien une

famille orthogonale. Comme ||e*|| = 1 pour tout 4, on en déduit que (e?,¢e®,---,e™) forme une famille orthonormale
de E (1.5pts).
(d) Soit la matrice composée des coordonnées dans R" de (z1, e -, e™). Il est clair que c’est une matrice carrée

triangulaire supérieure avec sur la diagonale une fois 1 et n — 1 fois —1. Donc son déterminant est (—1)""! # 0.
Donc la famille (1,2, ---,e™) est libre, et ainsi 23 = (1,0,---,0) ¢ F (2pts).
On a Pp(z1) = 2?12 <exy >e'. Mais < e?,x1 >=1%1+4+0%1+---+0x1=1,< e, 21 >=0%1+1%14+0%x1+4
4 0x1=1, .., <e”,x1 >=0%x1+0x1+---+0x14+1%14+0%1 =1. Ainsi Pr(z1) = Zﬁzgei =(1,0,---,0,-1)
(2pts).
On sait que Ppi(z1) = x1 — Pr(x1) donc Ppi(z1) = (0,---,0,1) (1pt). De plus ||Ppi(z1)| = 1, donc e' =
(0,---,0,1) (1pt).
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