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Examen de 1h20. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (Sur 11 points) Soit £ = R? et u; = (1,1,1), us = (2,-1,0) et uz = (1,—2,—1). Pour

r = (z1,29,73) € E, on note ||z|| = ((x1 — 22)? + (z2 — 23)% + :1:%)1/2

(a) Montrer que | - || est la norme sur E associée a un produit scalaire < -,- > que l'on
précisera (on montrera également que c’est bien un produit scalaire) (2.5 pts). Calculer
|ui|| (0.5pts).

(b) Soit F' = Vect(u1,u2,u3). Déterminer une base de F' et en déduire la dimension de F'
(1.5pts).

(c) Déterminer une base orthonormale de F' (1.5pts). En déduire pour x = (z1,z9,23), la
projection orthogonale de = sur F notée Pr(z) en fonction de (z1,z2,x3) (1.5pts).
(d) Que vaut Pr(2u;) et Pp((1,0,0)) (1pt)?

(e) Quelle est la dimension de F+ (0.5pts)? Démontrer que (1,0,0)—Pr((1,0,0)) est un vecteur
de F+ (1pt). En déduire une base orthonormale de F* (1pt).

C
2. (15 points) Soit E = {(un)nen € RY, 3C > 0 tel que Vn € N, |u,| < ?}, ot RN désigne
n
I’ensemble des suites réelles. On considere application < -,- > telle que pour tout u, v € F avec
U = (un)neN €t v = (Un)neN,

o0

<u,v >= Z(un + Unt1)(Vn + Uny1)-
n=0
(a) Montrer que la suite y = (yp)nenN telle que yp = 1 et y,, = 0 si n € N* appartient a E (1pt).
Montrer que la suite v = (up)nen telle que u, = 1 pour tout n € N n’appartient pas a F
(2pts).

(b) Montrer que E est un espace vectoriel (1.5pts).

(
(d
(e

¢) Montrer que pour tout u, v € E, < u,v > existe (1.5pts).

Montrer que < -, - > est un produit scalaire sur F (2.5pts).

7(:%1\1) telle que wl) = (=17, pour n <i+1et w? =0

sin > ¢+ 2. Montrer que pour tout i € N, (wfjéN) € E (1pt). Montrer que la famille
(w?);en est une famille orthogonale de E (2pts). En déduire une famille orthonormale de

E (1pt).

(f) Soit F' = Vect((w®);en). Démontrer que si v = (u,)nen € E est telle que u € F* alors
Uiy1 + uire = 0 pour tout s € N (1pt). En déduire que F+ = Vect(y) (1.5pts).

N —

Pour i € N, soit la suite w(® = (w



