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Examen de 1h20. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (Sur 10 points) Soit E = R" avecn € N*. Pour x = (21, -, x,) ety = (1, - -, Yn) appartenant
a F/, on note < z,y >= %xty, ol A désigne la matrice transposée d'une matrice A quelconque.
Enfin, on note 1 = (1,---,1) € E.

(a) Montrer que < -,- > est un produit scalaire (1 pt). Calculer ||1||, ou || - || désigne la norme
associée a < -,- > (0.5pts).

(b) Soit F' = Vect(1). Déterminer une base orthonormale de F' (1pt) et en déduire 1’expression

de Pp(x) en fonction de z = (z1,---,x,) € E, ou Pp est la projection orthogonale sur F'
(1.5pts).

(¢) Soit © = (x1,--+,2,) € E fixé, et pour m € R, on définit f(m) = \/% S (s —m)2.
Montrer que f(m) = ||t — m1|| (1pt). En déduire qu’il existe un unique m € R, que 1'on
précisera, tel que f(m) = min,er f(m) (2pts).

(d) Montrer que f2(m) = ||z||?—||Pr(x)||? (2pts), puis exprimer f2(m) en fonction de (z1,-- -, z,)
(1pt).

2. (13 points) Soit F un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale & 3, muni du produit
scalaire < -,- > et de sa norme || - || associée.

(a) Soit F' = {z € E, ||| = 1}. Montrer que F n’est pas ’ensemble vide (1pt), puis montrer
que F n’est pas un sous-espace vectoriel de £ (1pt). Montrer que F* = {0} (2.5pts),
puis déterminer (F+)% (0.5pts).

(b) On suppose que A est un sous-espace vectoriel de F de dimension finie de base e = (ey, - -, €y,).
Montrer que A+ = {z € E, < x,¢; >= 0 pour tout i = 1,---,n} (3pts).

(c) Soit xy € E et yp € E tels que ||xo|| > 0, ||yoll > 0 et < zg,yo >= 0. Soit Q = {x € E, <
x,x9g >= 0 et < x,yo >= 0}. Montrer que @) est un sous-espace vectoriel de E (1pt).

Montrer qu’il existe P € E sous-espace vectoriel de E de dimension 2 tel que £ = Q @ P et
Pt = Q (4pts).



