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1. (Sur 10 points) Soit E = R" avecn € N*. Pour x = (z1,---,x,) ety = (1, - -, yn) appartenant
a E, on note < x,y >= %:Uty, ou ! A désigne la matrice transposée d'une matrice A quelconque.
Enfin, on note 1 = (1,---,1) € E.

(a) Montrer que < -,- > est un produit scalaire (1 pt). Calculer ||1||, ou || - || désigne la norme
associée a < -,- > (0.5pts).

(b) Soit F' = Vect(1). Déterminer une base orthonormale de F' (1pt) et en déduire 1’expression

de Pp(x) en fonction de z = (z1,---,x,) € E, ou Pp est la projection orthogonale sur F'
(1.5pts).
(¢) Soit © = (x1,--+,x,) € E fixé, et pour m € R, on définit f(m \/ S (s —m)2.

Montrer que f(m) = ||x — m1|| (1pt). En déduire qu’il existe un unlque m € R, que 'on
précisera, tel que f(m) = min,er f(m) (2pts).

(d) Montrer que f2(m) = ||z||?—||Pr(x)||? (2pts), puis exprimer f2(7) en fonction de (z1, -, z,)
(1pt).

Proof. (a) Aufinal, < -,- > est égal & 1/n fois le produit scalaire euclidien classique sur R".
Ona 1] =1.
(b) 1l est clair que (1) est une base orthonormale de F' car dim F =1 et ||1]| = 1.
On a d’aprés le cours Pr(z) =< x,1 > 1 donc Pp(z) = + x4+ mn)

(c) (x—ml)=(x1 —m, -, 2, —m) et donc ||z —m1|* = 1 Ly 1(9[:1 , d’ott le résultat.
On a donc infper f(m) = infier ||z —ml|| = infyer Hx —y||. D’apres le cours, on sait alors que infycp ||z —
yll = minmer f(m) = ||& — Pr(x)|| et donc m1 = Pg(z), soit m = L(zy 4 --- —l—a:n).

(d) On sait que z — Pr(z) = PFL( ), donc d’apres Pythagore llz — Pr(2)||? + || Pr(z)||* = |||, dot le résultat.
On obtient ainsi que f(m) = £>"" a7 — (; > 1:51) :

O

2. (13 points) Soit E un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a 3, muni du produit
scalaire < -,- > et de sa norme || - || associée.

(a) Soit F'={z € E, ||z| = 1}. Montrer que F' n’est pas I’ensemble vide (1pt), puis montrer
que F n’est pas un sous-espace vectoriel de E (1pt). Montrer que F* = {0g} (2.5pts),
puis déterminer (F+)% (0.5pts).

(b) On suppose que A est un sous-espace vectoriel de F de dimension finie de base e = (ey, - -, €y,).
Montrer que A+ = {z € E, < x,¢; >= 0 pour tout i = 1,---,n} (3pts).

(c) Soit zp € E et yp € E tels que ||zo|| > 0, ||yol| > 0 et < zg,yo >= 0. Soit Q@ = {z € E, <
x,x9g >= 0 et < x,yo >= 0}. Montrer que ) est un sous-espace vectoriel de E (1pt).
Montrer qu’il existe P € F sous-espace vectoriel de FF de dimension 2 tel que £ = Q @ P et

L =Q (4pts).



Proof. (a) Puisque E n’est pas restreint au vecteur nul, il existe donc un vecteur w non nul dans E, et ainsi

u/||lu|]| € F: F n’est pas I’ensemble vide.

F n’est pas un sev de F car sinon, pour u € F alors 2u € F; mais ||2u|| = 2 puisque |lu]| =1, donc 2u ¢ E.
Soit y € F*. Supposons que y # 0g. Alors < x,y >= 0 pour tout £ € F. Mais comme ||y|| > 0, on a
y/llyll € F, done < y/|lyll,y >= 0 soit [ly]| = 0 donc y = 0.

On a (FJ‘)J‘ = 035 = E puisque pour tout « € E, < 2,05 >= 0.

Il est clair que si z € At alors < x,a >= 0 pour tout a € A, donc comme e; € A, alors < x,e; >= 0 pour
tout i = 1,---,n. Donc A+ C {ac € E, <z,e >=0 pour tout ¢ = 1,~~-,n}. De plus, si < z,e; >= 0 pour
tout ¢ = 1,---,n, alors comme tout a € A s’écrit sous la forme a = a1e1 +- -+ anen, avec (a1, -, a,) € R",
on a < z,a >= 0 pour tout a € A: {x € E, < x,e; >= 0 pour tout i = 1,~~,n} C At ce qui conclue la
preuve.

On a bien-str Og € Q. De plus, si z,y € Q et A\, u € R, alors < Az + puy,zo >= A< z,x0 > +p < y,x0 >=0
car z,y € . De méme, < Az + py,yo >= 0. Donc Az + uy € Q.

Soit P = Vect(xo,yo). 1l est clair que o # Og et yo # Og. De plus < zo,y0 >= 0, donc zo et yo sont
orthogonaux donc non colinéaires. Ainsi dim(P) = 2 et (zo/||zo||,¥0/||yo||) base orthonormale de P. Pour
x € B,onax = Pp(z)+(z — Pr(z)) olt Pp(x) = 52507 w0 + 5240 yo est la projection orthogonale de x sur
P. Mais (z — Pp(z)) € Q car < x — Pp(x),z0 >=< z — Pp(z),y0 >= 0. Donc E = P + Q. De plus comme
par définition et en utilisant la question précédente, Q = P+, alors PN Q = {0g} soit E=P & Q.
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