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1. (Sur 10 points) Soit E = Rn avec n ∈ N∗. Pour x = (x1, · · · , xn) et y = (y1, · · · , yn) appartenant
à E, on note < x, y >= 1

n x ty, où tA désigne la matrice transposée d’une matrice A quelconque.
Enfin, on note 1 = (1, · · · , 1) ∈ E.

(a) Montrer que < ·, · > est un produit scalaire (1 pt). Calculer ‖1‖, où ‖ · ‖ désigne la norme
associée à < ·, · > (0.5pts).

(b) Soit F = Vect(1). Déterminer une base orthonormale de F (1pt) et en déduire l’expression
de PF (x) en fonction de x = (x1, · · · , xn) ∈ E, où PF est la projection orthogonale sur F
(1.5pts).

(c) Soit x = (x1, · · · , xn) ∈ E fixé, et pour m ∈ R, on définit f(m) =
√

1
n

∑n
i=1(xi −m)2.

Montrer que f(m) = ‖x −m1‖ (1pt). En déduire qu’il existe un unique m̂ ∈ R, que l’on
précisera, tel que f(m̂) = minm∈R f(m) (2pts).

(d) Montrer que f2(m̂) = ‖x‖2−‖PF (x)‖2 (2pts), puis exprimer f2(m̂) en fonction de (x1, · · · , xn)
(1pt).

Proof. (a) Au final, < ·, · > est égal à 1/n fois le produit scalaire euclidien classique sur Rn.
On a ‖1‖ = 1.

(b) Il est clair que (1) est une base orthonormale de F car dimF = 1 et ‖1‖ = 1.
On a d’après le cours PF (x) =< x,1 > 1 donc PF (x) = 1

n
(x1 + · · ·+ xn)1.

(c) (x−m1) = (x1 −m, · · · , xn −m) et donc ‖x−m1‖2 = 1
n

∑n

i=1
(xi −m)2, d’où le résultat.

On a donc infm∈R f(m) = infm∈R ‖x−m1‖ = infy∈F ‖x− y‖. D’après le cours, on sait alors que infy∈F ‖x−
y‖ = minm∈R f(m) = ‖x− PF (x)‖ et donc m̂1 = PF (x), soit m̂ = 1

n
(x1 + · · ·+ xn).

(d) On sait que x−PF (x) = PF⊥(x), donc d’après Pythagore, ‖x−PF (x)‖2 + ‖PF (x)‖2 = ‖x‖2, doù le résultat.

On obtient ainsi que f2(m̂) = 1
n

∑n

i=1
x2i −

(
1
n

∑n

i=1
xi
)2

.

2. (13 points) Soit E un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale à 3, muni du produit
scalaire < ·, · > et de sa norme ‖ · ‖ associée.

(a) Soit F = {x ∈ E, ‖x‖ = 1}. Montrer que F n’est pas l’ensemble vide (1pt), puis montrer
que F n’est pas un sous-espace vectoriel de E (1pt). Montrer que F⊥ = {0E} (2.5pts),
puis déterminer (F⊥)⊥ (0.5pts).

(b) On suppose que A est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie de base e = (e1, · · · , en).
Montrer que A⊥ = {x ∈ E, < x, ei >= 0 pour tout i = 1, · · · , n} (3pts).

(c) Soit x0 ∈ E et y0 ∈ E tels que ‖x0‖ > 0, ‖y0‖ > 0 et < x0, y0 >= 0. Soit Q = {x ∈ E, <
x, x0 >= 0 et < x, y0 >= 0}. Montrer que Q est un sous-espace vectoriel de E (1pt).
Montrer qu’il existe P ∈ E sous-espace vectoriel de E de dimension 2 tel que E = Q⊕ P et
P⊥ = Q (4pts).
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Proof. (a) Puisque E n’est pas restreint au vecteur nul, il existe donc un vecteur u non nul dans E, et ainsi
u/‖u‖ ∈ F : F n’est pas l’ensemble vide.
F n’est pas un sev de E car sinon, pour u ∈ F alors 2u ∈ F ; mais ‖2u‖ = 2 puisque ‖u‖ = 1, donc 2u /∈ E.
Soit y ∈ F⊥. Supposons que y 6= 0E . Alors < x, y >= 0 pour tout x ∈ F . Mais comme ‖y‖ > 0, on a
y/‖y‖ ∈ F , donc < y/‖y‖, y >= 0 soit ‖y‖ = 0 donc y = 0E .
On a (F⊥)⊥ = 0⊥

E = E puisque pour tout x ∈ E, < x, 0E >= 0.

(b) Il est clair que si x ∈ A⊥ alors < x, a >= 0 pour tout a ∈ A, donc comme ei ∈ A, alors < x, ei >= 0 pour
tout i = 1, · · · , n. Donc A⊥ ⊂

{
x ∈ E, < x, ei >= 0 pour tout i = 1, · · · , n

}
. De plus, si < x, ei >= 0 pour

tout i = 1, · · · , n, alors comme tout a ∈ A s’écrit sous la forme a = a1e1 + · · ·+ anen, avec (a1, · · · , an) ∈ Rn,
on a < x, a >= 0 pour tout a ∈ A:

{
x ∈ E, < x, ei >= 0 pour tout i = 1, · · · , n

}
⊂ A⊥ ce qui conclue la

preuve.

(c) On a bien-sûr 0E ∈ Q. De plus, si x, y ∈ Q et λ, µ ∈ R, alors < λx+µy, x0 >= λ < x, x0 > +µ < y, x0 >= 0
car x, y ∈ Q. De même, < λx+ µy, y0 >= 0. Donc λx+ µy ∈ Q.
Soit P = V ect(x0, y0). Il est clair que x0 6= 0E et y0 6= 0E . De plus < x0, y0 >= 0, donc x0 et y0 sont
orthogonaux donc non colinéaires. Ainsi dim(P ) = 2 et (x0/‖x0‖, y0/‖y0‖) base orthonormale de P . Pour
x ∈ E, on a x = PP (x) + (x−PP (x)) où PP (x) = <x,x0>

‖x0‖2
x0 + <x,y0>

‖y0‖2
y0 est la projection orthogonale de x sur

P . Mais (x− PP (x)) ∈ Q car < x− PP (x), x0 >=< x− PP (x), y0 >= 0. Donc E = P +Q. De plus comme
par définition et en utilisant la question précédente, Q = P⊥, alors P ∩Q = {0E} soit E = P ⊕Q.


