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Examen de 1h30. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (Sur 7 points) Soit f la fonction 2π-périodique telle que pour x ∈ [−π, π], f(x) = x2.

(a) Tracer f sur [−4π, 4π]. En déduire les éventuels points de discontinuité ou de non-dérivabilité
de f .

(b) Calculer les coefficients de Fourier de f puis montrer que,

f(x) =
π2

3
+ 4

∞∑

n=1

(−1)n

n2
cos(nx) pour x ∈ [−π, π].

(c) En déduire la valeur explicite de
∞∑

n=1

(−1)n

n2
et

∞∑

n=1

1

n2
.

(d) Déduire également (en justifiant)
∞∑

n=1

1

n4
.

2. (Sur 16 points) Soit E l’ensemble

E = {(un)n∈N, un ∈ R pour tout n ∈ N et lim
n→∞

un existe}.

(a) Montrer que E est bien un espace vectoriel.

(b) Soit φ : u ∈ E 7→ φ(u) = limn→∞ un. Montrer que φ est une forme linéaire sur E.

(c) Quelle est la dimension d’un sous-espace vectoriel F tel que E = kerφ ⊕ F? Déterminer
explicitement un sous-espace vectoriel F vérifiant cette propriété.

(d) Soit la famille de suite (u(i))i∈N telle que pour i ∈ N, u(i) = (u
(i)
n )n∈N avec u

(i)
i

= 1 et

u
(i)
n = 0 si n 6= i. Montrer que (u(i))i∈N est une famille libre de kerφ. En déduire que

dimkerφ = ∞.

(e) Pour (u, v) ∈ E2, soit

< u, v >=
∞∑

k=0

ukvk

(k + 1)2
.

Montrer que < u, v > existe pour tout (u, v) ∈ E2. Montrer que < ·, · > est un produit
scalaire sur E.

(f) En utilisant la famille de suite (u(i)) montrer qu’il n’existe pas une suite w = (wn)n∈N telle
que pour tout u ∈ E, φ(u) =< u,w >.


