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. (Sur 7 points) Soit f la fonction 27-périodique telle que pour = € [—7, 7], f(z) = 2%

(a) Tracer f sur [—4m, 47]. En déduire les éventuels points de discontinuité ou de non-dérivabilité
de f.

(b) Calculer les coefficients de Fourier de f puis montrer que,

f(z) +4Z

cos(nx) pour z € [—m, 7).
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(¢) En déduire la valeur explicite de et Z —
n
n=1 n=1
[e.9]
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(d) Déduire également (en justifiant) Z vt
n=1

Proof. (a) Graphe [0.5pts]. f est paire et continue sur R [0.5pts]. La fonction n’est pas dérivable en 7 (modulo
27) car f'(n7) =2m et f'(n7) = f(=nT) = =27 [1pt].
(b) Comme f est paire, b, (f) = 0 pour tout n € N* [0.5pts]. On a par double intégration par parties pour n € N*:

an(f) = 2 /OTr 2? cos(nz)dz = g([wxz}ﬂ — 2l /O”msin(nx)dm>

™ 0 n

= z(Ql[mx 2—/ cos(nz)
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2<2£cos(n7r) oL 1 [sm nx } ) _ 4(71)" [1.5pts].
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Sin=0,al(f) =2 foﬂ z’dr = 2n° [0.5pts]. La fonction f est C' par morceaux sur [—m,7]. On peut donc
appliquer le Théoreme de Dirichlet et on en déduit que f est égale & sa série de Fourier, donc

:%Z

cos(nz) pour x € [—-m,w| [0.5pts].

o 17
(c) En prenant 2 = 7, on obtient que f(r) = 7% = %2 +4>> 4, donc Z 5= % [0.5pts].
n=1
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- n = (=)
En prenant z = 0, on obtient que f(0) =0 = % + 4Zn: =" donc Z (=D = —71r—2 [0.5pts].
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(d) En utilisant le Théoréme de Bessel (possible car f est continue sur R), on a:

1 7r2 71 7r4 771'471222
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1 11 1, , =t
= (-t =" [1pt].
douz 1= 55 ¢)™ =g [tpt]
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2. (Sur 16 points) Soit E I'ensemble
E = {(un)neN, un € R pour tout n € N et nh_)rgo uy, existe}.

(a) Montrer que E est bien un espace vectoriel.
(b) Soit ¢: u € E +— ¢(u) = limy, o0 up,. Montrer que ¢ est une forme linéaire sur F.

(c¢) Quelle est la dimension d’un sous-espace vectoriel F' tel que E = ker¢ @ F? Déterminer
explicitement un sous-espace vectoriel F' vérifiant cette propriété.

(d) Soit la famille de suite (u);en telle que pour i € N, ul®) = (ug))neN avec ul@ =1et
u,(f) = 0 si n # i. Montrer que (u(i))ieN est une famille libre de ker ¢. En déduire que
dim ker ¢ = oo.

(e) Pour (u,v) € E?, soit

< u,v >= Z kuf:}f

Montrer que < u,v > existe pour tout (u,v) € E2. Montrer que < -,- > est un produit
scalaire sur FE.

(f) En utilisant la famille de suite (u(?)) montrer qu’il n’existe pas une suite w = (wy, )pen telle
que pour tout u € E, QS(U) =<u,w >.

Proof. (a) Soit A I’ensemble des suites numériques. On sait que A est un espace vectoriel. On peut montrer que
E est un sous-espace vectoriel de A: en effet, la suite nulle appartient & E (elle admet bien une limite qui est 0)
et si (un)n €t (vn)n sont des suites de E, et si A € R, alors limp—o0 Un + Avp = limp_yo0 Un + Alimp—y 00 v, donc
(un)n + A(vn)n € E [1.5pts].

(b) ¢ est & valeurs dans R. De plus, si (un)n et (vn)n sont des suites de E, et si A € R, alors ¢((un + Aun)n) =
limp 00 Un + AUp = liMy 00 Un + AliMp 00 Vi = G((Un)n) + AP((vUn)r). Donc ¢ est bien une forme linéaire sur F
[1pts].

(c) D’apres le cours on sait que F existe [0.5pts] et dim F' =1 car ¢ est une forme linéaire non nulle [0.5pts]. On
peut toujours écrire que pour (un)n € E, (Un)n = (vn) + (wn) ot Up = Un — liMpe0 Un et Wy = limp— o0 un pour
tout n € N. Or (vn)n € ker ¢ car limnp— o0 Un = 0 et (wn)n € F, oU F est le sous-espace vectoriel de E constitué
par les suites constantes. Donc E = ker ¢ + F. De plus si (un)n € ker¢ N F, alors (un)n est une suite qui admet
pour limite 0 et qui est constante: (un). est donc la suite nulle. Donc (un)n Eker¢p N F ={0g} et E=ker¢p ® F
[2.5pts].

(d) En premier lieu, pour tout i € N, limp 0 usf) =0 puisque Uy(f) = 0 pour n > 4. Aussi pour tout ¢ € N la suite
(u”) appartient & ker ¢ [1pt]. Pour k € N*7 i1 <iz < - <ig € N (\i,..., ) € RF, alors 25:1 Njul) =0

(z

entralne que pour tout n € N, Z = 0. Or pour tout j € {1,...,k}, en choisissant n = i;, alors la

derniere égalité devient A; = 0. Ce qui prouve que \; = 0 pour tout j € {1, ..., k} et donc que la famille (u“))ieN
est libre [2pts].

1l est bien clair que la famille libre (u(?) est une famille infinie de ker ¢, donc dim ker ¢ = oo [0.5pts].

(e) Soit u et v deux suites de E. Comme leurs limites existent et sont finies on en déduit qu'’il existe M, et

M, deux réels positifs tels que |un| < M et |'Un\ < M, pour tout n € N. Aussi pour toute suite u et v a-t-on
(e @)
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| <u,v > < kz: Gt = < M,M, Z k+ MquF < o0 < u,v > est donc une série absolument
convergente, donc une série Convergente. < u,v > existe [2.5pts].

Pour montrer que < -,- > est un produit scalaire, on montre que < uw,v >=< v,u > (évident), que < wu, Ao+
Av® >= X < u, oD > 429 < u,v® > (en utilisant Pécriture sous forme de série), que < u,u >> 0 (évident)
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et enfin que < u,u >= ZZOZO (kiikl)z = 0 entraine (kiikl)Z = 0 pour tout k € N, soit ur = 0 pour tout £ € N, donc
u =0 [2pts].

(f) Si on suppose qu’une suite w existe telle que ¢(u) =< u,w > pour toute suite u € E, alors cette propriété
devra étre vérifiée par les u”. Or < u®,w >= (iﬂﬁ et comme ¢(u?) = 0, ceci entraine que w; = 0 pour tout
i € N: aussi la suite w doit-elle étre la suite nulle. Mais si u une suite de ' admettant une limite ¢ non nulle, alors
¢(u) = £ alors que < u,w >= 0. Il n’est donc pas possible qu’il existe une suite w telle que ¢(u) =< u,w > pour
toute suite u € E [3pts]. O




