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1. (Sur 13 points) Soit £ = Ry[X] I'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a 2. Pour P et () deux vecteurs de F, on considere

< P,Q >= P(0)Q(0) + P'(0)Q'(0) + P"(0)Q"(0).

(a) Montrer que pour tout P € E, P(X) = P(0) + P'(0)X + 5 P"(0)X? (1pt).
(b) Montrer que < -,- > est un produit scalaire sur E (2pts).

(c) Donner (sans justifier) une base de E (0.5pts). En déduire une base orthonormale e de E
(1pt).

(d) Soit les applications fo(P) = P(0), f1(P) = P'(0) et fo(P) = P"(0). Montrer que (fo, f1, f2)
est une famille de formes linéaires (0.5pts). En déduire une base duale de e (1.5pts).

(e) Soit g I'application g(P) = f}l ﬁ P(t) dt. Montrer que g existe pour tout P € E (1.5pts),

puis montrer que g est une forme linéaire sur £ (0.5pts). Déterminer une base de son noyau
(1.5pts).

(f) Exprimer les coordonnées de g dans la base (fo, f1, f2) (1pt). En déduire 'existence d’un
polynoéme @ € F, que l'on précisera, tel que g(P) =< P,Q > pour tout P € E (2pts).

Proof. (a) On utilise la formule de Taylor en 0 & I'ordre 2 et o(X) = 0 car P polynéme de degré 2.

(b) Symétrie, bilinéarité et positivité facile. < P, P >= 0 entraine P(0) = P’(0) = P"”(0) = 0. D’apres (a) on en
déduit que P = 0.

(¢) Une base de F par (1, X, X?). On montre facilement que < 1, X >=< 1, X?> >=< X, X% >= 0, puis < 1,1 >= 1,
<X, X>=let<X?X?2>=4 dotle= (eo,e1,e2) avec eg =1, e1 =1 et e2 = X2/2 est une base orthonormale
de E.

(d) On montre que si fx(P) = P®(0) € R alors fx(AP + uQ) = AP®(0) + uQ™ (0) = Afi(P) + ufx(Q) donc les
fr sont bien des formes linéaire sur E.

Si (f3, fr, f3) est une base duale de e, alors f7(e;) = 6;5. On a fo(1) = 1, fo(X) = fo(X?/2) = 0 donc f§ = fo.
De méme fi = fi. Enfin f35 = fo/2.

(e) Si P(X) = a2X? 4 a1 X + ao alors pour ¢t > 0, P(t)/\/m = aat¥? + a1t*? + apt™/2. Donc il y a un probleme
de convergence de l'intégrale en 0, mais on sait que l'intégrale de Riemann f01 t~1/2dt converge (de méme pour

fi [t|~'/2dt) donc g(P) existe pour tout P € E. L’application g est clairement une forme linéaire d’aprés la
linéarité de l'intégrale.

ker(g) = {P € E, g(P) = 0} = {a: X’ + a1 X + a0, 2[2ast™* + 2a0t1/2](1) =0} = {a2 X%+ a1 X + ao, az + 5ag = 0}.
On en déduit que (X7 1- 5X2)A

(f) Comme g(P) = 4(%(12 + ao) = 2P"(0) + 4P(0) donc g a pour coordonnées (4,0, 2).

D’apres le cours (représentation de Riecz), @ existe et est unique. De plus en posant Q(0) = 4, Q'(0) = 0 et
Q"(0) = 2 on a bien g(P) =< P,Q > donc Q =4+ éXQ.



2. (Sur 10 points) Soit € R et soit la matrice M, telle que:

r+2 xz—2 2
szé r—2 x4+2 -2
2 -2 2

(a) La matrice M, est-elle diagonalisable? (0.5pts).

(b) Déterminer les valeurs propres de M, (on vérifiera notamment que 0 et 1 sont toujours des
valeurs propres de M, pour tout x € R) (2.5pts).

(c) Déterminer, en justifiant, deux valeurs z1 et xo de x (2pts) pour lesquelles M, est la matrice
d’une projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel que ’on précisera dans les 2 cas

(2pts).
(d) Six ¢ {x1,z2} déterminer une base orthonormale de vecteurs propres de M, (2pts).

(e) Déterminer, si elles existent, les valeurs de x telles que la matrice M, est la matrice d’une
isométrie? (1pt)

Proof. (a) M, est diagonalisable dans R car c’est une matrice symétrique.
(b) Le polynéme caractéristique de M, est:
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Donc les valeurs propres de M, sont 0, 1 et z/3.
(c) Siz =3 ousix =0 alors M, n’a pour valeurs propres que 0 ou 1. Il est alors clair que si M, = PD'P, ou P
est une matrice orthogonale et D une matrice diagonale avec uniquement des 0 et des 1, alors M2 = P D?*'P = M,
donc M, est la matrice d’une projection. De plus la projection se projette sur le sous-espace propre associé a la
valeur propre 1 et parallelement & celui associé a la valeur propre 0. Comme ses 2 sous-espaces sont orthogonaux
car la matrice M, est symétrique, on en déduit que M, est une projection orthogonale.
Si & = 3, alors 1 est valeur propre double et le sous-espace propre associé a pour équation {(z,y,z) € R, —x +
y + 2z = 0} donc engendré par (1/v/2,1/v/2,0) et (2/+/5,0,1/4/5). Donc M, est la projection orthogonale sur ce
sous-espace.
Si x = 0, alors 1 est valeur propre simple et le sous-espace propre associé a pour équation {(x,y,2) € R* = =
—yety = —z} donc engendré par (1/v/3,—1/v/3,1/+/3): M., est la projection orthogonale sur ce sous-espace.
(d) D’apres ce qui précede, (1/v/3,—1//3,1/4/3) engendre le sous-espace propre associé a 1.
Le sous-espace associé a 0 est {(z,y,2) € R®, x = —yet z = 2y} donc engendré par (—1/v/6,1//6,2/V6).
Enfin, le sous-espace propre associé & z/3 est {(z,y,2) € R, & = yet z = 0} donc engendré par (1/+/2,1/1/2,0).
(e) Comme 0 est toujours valeur propre de M, cette matrice ne peut étre la matrice d’une application bijective,
donc M, ne peut pas étre la matrice d’une isométrie. O



