Université Paris I, Panthéon - Sorbonne

Licence M.A.S.S. deuxieme année 2013 — 2014
Algebre S4

Correction du controle continu n°2, mars 2014

Examen de 1h20. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (10 points) Soit « € R et soit f la fonction paire telle que f(z) = 1+ ax pour x € [0,7/2] et
f(z) =14 a(r — x) pour x € [r/2,7].

(a) Tracer f sur [—m,7].

(b) Pour a@ = 0, montrer sans calcul que f est développable en série de Fourier sur [—m, 7] et
donner son développement en série de Fourier Sy, .

(c) On considere désormais a quelconque dans R. Déterminer les coefficients de Fourier by, ( fs)
pour n € N*.

(d) Montrer que pour tout n € N, fOTr/Q fa(x) cos(nx)de = (—1)" f:/2 fa(x) cos(nx)dzx. En
déduire que les coefficients de Fourier agp+1(fo) sont nuls pour p € N.

(e) Déterminer ay(fy) pour n € N. En déduire que f est développable en série de Fourier sur
[—, 7] et donner sa série de Fourier Sy, .

(f) Déduire de ce qui précede que 3 72 W = %2.

Proof.  (a) f est constituée de fonctions triangles...(1pt).

(b) Si a =0, f est constante et vaut 1, qui est son développement en série de Fourier: Sy, (xz) = 1 pour tout
x € [—m, 7] (1pt).

(¢) Comme f est paire, bn(fa) = 0 pour tout n € N (0.5pts).

(d) Pourn € N, foﬂ/Q fa(z) cos(nz)der = — f:/2 fa(m—y) cos(n(r—y))dy avec y = m—z. D’ol foﬁ/Q fo(z) cos(nz)dz =
cos(ny) f:/z Sfa(y) cos(ny)dy = (—1)" f:/2 fa(z) cos(nz)dz (1.5pts).
Sin=2p+1, (-1)" = —1, donc foﬂ/Q fo(z) cos(nz)dx = — f:/2 fa(z) cos(nz)dz, d’ou f(;r fa(z) cos(nz)dz =
0, et comme fq est paire, azpt1(fa) = %foﬁ fa(z) cos(nz)dz = 0 (1pt).

(e) Pour n = 2p pair et n # 0, azp(fa) = 2 Oﬁ/2 fa(z) cos(2pz)dz = 2 Oﬂ/Q(l + az) cos(2pz)dx = %p([(l +

ar) sin(2pac)];r/2 — foﬂ/zasin@px)dx) =3 [cos(2px)} 2/2 = "‘((%32])_1). D’olt a2, (fa) = 0 si p est pair et
azp(fa) = —% si p est impair (2pts).
/2 2
Pour n =0, ao(fa) = 2 0 / (1+ az)dr = %(g + a%) =2+ af (1pt).
Comme la fonction f, est continue sur [—m, 7] et de classe C' par morceaux sur [—m, «], d’apres le Théoréme

de Dirichlet, fo est développable en série de Fourier sur [—m, 7] et pour tout z € [—7, 7],

™ 2 o cos((4p + 2))
- — -1 Z _ a2 —_— 1pt).
fa(z) = Ss, () +a4 QWZO 2p+ 102 (1pt)
=
(f) De tout ceci, on déduit que pour z =0, fo(0) =1, dolt Ta — 2« Z;‘;O m, et ainsi Z:io m = %2

(1pt).
O



2. (15 points) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*, muni d’un produit scalaire

<,

- >, e = (e, --,ep,) une base orthonormale de E et soit u une isométrie vectorielle de E. On

note M = (mjj;)i<i j<n la matrice de u dans e.

(a)
(b)
()

(d)
()

(f)

Sin =1, déterminer toutes les expressions possibles de M.

On suppose désormais n quelconque. Ecrire, en justifiant, m;; a l'aide de u, des ej et
de < -, >. Montrer que pour tout x € F, si X est le vecteur colonne comportant les
coordonnées de = dans e, alors < x,u(z) >='X M X.

Déterminer un vecteur zo € E tel que < xg,u(zg) >= > 1 12 _1m;;. En déduire que
| >0 123 1mij| < m.
En choisissant d’autres x appropriés, montrer que pour tout ¢ € {1,---,n}, |m;| < 1.

Que vaut ‘M M? En utilisant les propriétés de la trace d’une matrice, en déduire que
i1 Z;‘L:I mzzj = n.

Pour n = 2, déterminer u de telle maniere que m;; = 0 pour ¢ = 1,2. Déterminer suivant les

cas, les valeurs propres de M.

Proof. (a) Ona'MM = M? = (1) car M est une matrice orthogonale et parce que "M = M du fait que M n’a

(b)

qu’une composante. D’ou M = (1) ou M = (—1) (1pt).

Onau(e;) =) " | <u(e;), e > e; car e est une base orthonormale, donc M = (< u(e;), e; >)1<ij<n (1Pt).
De la méme maniére on peut écrire que X = (< z,€; >)i<i<n. D’ol, en effectuant le produit matriciel,
IXMX=5%" Z;L L <me >< x5 >< ulej), e >.

Par ailleurs, z = Y " < x,e; > e;, dotu(x) =) " | < x,e; > u(e;). On en déduit que < z,u(z) >=<
Yoy < mei >y < we >ule) >=< YL < wee >0 < we; >< eiule) >=XMX
d’apres la bilinéarité du produit scalaire (2.5pts).

Il est clair que le vecteur zo = Z?:1 ei, donc Xo = *(1,1,---,1) vérifie < zo,u(zo) >= 2721 21;21 mMij
(1pt).

On a donc ‘ Yo > mij| = | < xo,u(zo) > |. Mais d’aprés l’Inégalité de Cauchy-Schwarz, | < zo, u(xo) >

< |lxol|| X ||u(xo)ll. ais il est facile de voir que ||xo = = n et comme u est une isométrie,
M il facile de voir q 2 1=

=1

[lu(zo)|| = ||zoll = v/n. On en déduit donc que ‘ Yo Z:Zl mi]-‘ < /n xy/mn=n (2.5pts).

Considérons = = e; (soit X = *(0,---,0,1,0,---,0), le 1 étant en iéme position). Alors < e;,u(e;) >= mii.
Mais en utilisant encore 1'Inégalité de Cauchy-Schwarz, | < e;,u(e;) > | < |les| x |lu(e:)|| = [le:]|® car u est
une isométrie. Comme ||e;|| = 1, on en déduit que |my;| <1 (2pts).

On a M isométrie donc *M M = I,, (0.5pts).
Mais ‘M M = (3°;_, mzkm]k 1<ij<n, donc Trace("M M) =>""  3~"  m7,. Mais du fait que Trace(I,) =
n, on en déduit que Z L ma, =n (1. 5pts)

Si my; = 0, alors, du fait que tMM =I5, on ami, =m3; = 1. On a donc mi2 = +1 et ma1 = +1 (1pt).

Si m12 = m21 = 1, ou bien mi2 = ma1 = —1, alors le polynome caractéristique de M est X2 —1 et les valeurs
propres de M sont donc 1 et —1.
Si mia = —ma1 = 1, ou bien mias = —ma1 = —1, alors le polynome caractéristique de M est X2 + 1 et les

valeurs propres de M sont donc i et —i (2pts).
O



