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Examen de 1h20. Tout document ou calculatrice est interdit.

1. (7 points + 6) Soit o € R et soit la matrice M, telle que
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(a) Montrer que la matrice M, est la matrice d’une isométrie vectorielle si et seulement si @ = i%
(2pts).

(b) Déterminer l'ensemble des o € R tel que M, soit diagonalisable (0.5pts) et déterminer ses
valeurs propres (2.5pts).

(c) Pour a = £3, calculer M ot n € N* (2pts).

(d) (Question facultative sur 6 points) Pour a # +1, calculer M7 ol n € N*.

PT’OOf. (a) Pour que M, soit la matrice d’une isométrie vectorielle, il faut que ‘M., M, = Is. Or la matrice M,
est symétrique d’ou ‘M, M, = Mﬁ, soit

oty a-y g (+iP+@-1P+E  2AC-f)-F 0
O I B R R Rk
V6 _v6 1 0 0 1
1 1 2
Aussi aboutit-on aux conditions:
{<a+12+<a1>2+2 -1
2 1 3 _
2(a” —15) — % 0

Ces 2 équations aboutissent & une seule qui est a? = i et donc a = :I:%.

(b) La matrice étant symétrique elle est diagonalisable dans R pour toute valeur de a € R.
Pour la diagonaliser, on calcule le polynéme caractéristique qui est tel que:

at+i—A a—1 @
XA = det| a-1 ati-x -8
V6 _ V6 _1_
1 1 2
at+i—-X 2a-2A ve
= det a— i 200 — A —? (on somme les 2 premiéres colonnes)
V6 1
T 0 —5—A
a—!—% - 2a— A TG
= det -1+ 0 —2v8 (on soustrait la premiere ligne & la seconde)
V6 0 _1_
4 2
1 ., 3
= —@2a-N(z 242
(20 =2 (7 -X+7)

On en déduit donc que M, admet pour racines 1, —1 et 2a.
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Lorsque 2a = +1, soit o« = +1 5, on retrouve le cas précédent de l'isométrie! Aussi a-t-on: M2 =I5, donc
My = Is sin est pair et MJ M si n est impair.

Si 2 # +1 alors 1, —1 et 2« sont racines simples. Ceci implique que:
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Le sous-espace propre associé & —1 est défini par: {(w,y, z) € R3, {
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3 6z + 62 =0 1 V3
{(x,y,z)ER, { 6y + 6z =0 } Vect(( 7 75 7))
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Le sous-espace propre associé a —1 est défini par: {(z,y,z) € R?, { ( a—t 4)$+( )y+ %Z 0 }:
(a—z+ (—a+ 3 )y Tz=0

y=0

{(m,y,z) € R3, { x;:() } Vect((% ,0)).

~—

S

1 0 0
On en déduit donc que M = QD*Q donc M™ = QD"'Q pour n € N avec D = ( 0 -1 0 ) et
0 0 2o«
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2. (20 points) Soit E 'espace vectoriel des suites réelles indicées dans Z, c’est-a-dire que E =
{(un)nez, Yn € Z, u, € R}.
(a) On note F = {(un)nez, dop22 o u2 < +oo}. Déterminer I'élément nul de F (0.5pts), puis

(b)
()

une suite (up)nez de F telle que u, # 0 pour tout n € Z (1pt) et enfin une suite (uy)nez
de F n’appartenant pas a F' (0.5pts).

Montrer que pour tout z,y € R, (z + )2 < 2(2? + y?) (0.5pts). En déduire que F est un
sous-espace vectoriel de E' (1.5pts).

On considere 'application < -, - > telle que pour tout u = (uy)nez €t v = (v )nez de F, on

ait < u,v >= 3> _wu,v,. Montrer que < u,v > existe toujours (1pt) et que < -,- > est
un produit scalaire sur F' (2pts).

_((j) () () _

Pour j € Z, soit la suite ne un’ )nez telle que u] =1 et u;’ =0 pour n # j. Montrer

que pour tout j € Z, ul¥) € F (0.5pts), puis montrer que la famille (u (g )) jez est une famille
orthonormale de F' (1.5pts).

Soit f l'application telle que pour u = (up)nez € F, f(u) = v avec v = (v )nez €t vy = Up—1
pour tout n € N. Montrer que f est un endomorphisme sur F' (1pt).

Montrer que f est une isométrie sur F' (1.5pts). Montrer que 'application f admet une
application adjointe f* que 'on explicitera (1pt). En déduire que f est un isomorphisme
de F dont on précisera I'application réciproque f~! (0.5pts).
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Montrer que f admet une infinité de valeur propres réelles dans E (2.5pts) mais aucune
valeur propre réelle dans F' (1.5pts).

Pour p € N*, on note fP = f,f,- -, f, la composition étant effectuée p fois. Montrer que f?
est une isométrie de F' pour tout p € N* (1.5pts) et déterminer (fP)* (1.5pts).

Proof. (a) L’élément nul O est la suite (un)nez telle que u, = 0 pour tout n € Z.

(b)

Un exemple de suite de F est (un)nez telle que u, = 2-Inl # 0 pour tout n € Z.
Un exemple de suite de F n’appartenant pas & F' est u, = 1 pour tout n € Z, car alors Z u2 = oo.

Ona2x®+2y° —(z+y)?=a?+9y°—22y=(z—y)?>0.

Pour A € R et (un)nez € F, il est clair que A(un)nez € F car > (Aun)® = A* Y u2 < co. De plus pour
(Un)nez € Fet (Un)nEZ € F,ona (un)nEZ + (Un)neZ € F car Z(un + ’Un)2 < QZ’LLZ —|—U»,21 < co. Donc F
est un sous-espace vectoriel de F.

Pour (un)nez € F et (vn)nez € F, on a |upvn| < 1(ui +07) done | Y unvn| <Y Junvn| < 23" ui +ov; < oo.
Donc < u,v > existe toujours.

< -, > est un produit scalaire car < u,v >=< v,u > et < u, \v + pw >= A < u,v > +p < u,w > (facile...).
De plus <u,u>:2ui > 0. Enfin, < u,u >=0 = Zuizo == up=0Yn€eZ = u=0r.

Pour j € Z, u9 € E par définition. De plus Z(uﬁf))Q =1< oo donc u?) € F.
Pour j1 £ j2 € Z, < w4 U2) 5= Znez u;”)u;”) = u;-il)uyf) —&—u%l)u%z) =1x0+0x1=0. La famille
est donc orthogonale et comme Z(ugf >)2 = 1 pour tout j € Z elle est orthonormale.

Pour u = (un)nez € F et v = (Vn)nez € F, et \,p € R, on a f(Au+ pv) = w avec w, = (Au + pv),—1 pour
n € Z, d'olt wn = AMun—1 + pvn—1. Dot wy = Af(un) + puf(vn) et ainsi w = Af(u) + pf(v) donc f € L(F).

Ona |f(w)* =3, czun-1=2 ez un = |lull” donc f est bien une isométrie.

On sait que pour une isométrie f* existe et f* = f~*. Or f!(u) = v avec vy, = un41 pour tout n € Z, car
ainsi £~ (f(w)) = (un-1)+1)n = .

Par définition d’une isométrie, f est bien un isomorphisme et f~! existe et vient d’étre préciser.

Si A € R est une valeur propre de f, alors il existe u € E telle que f(u) = Au, soit un—1 = Au, pour tout
n€Z. SiA=0,celarevient & u = 0p. Si A # 0, cela revient & u,+1 = A\~ 'u, pour tout n € Z, soit une suite
de type géométrique et ainsi il existe up € R tel que un = (A) " "ug pour tout n € Z. Ainsi I’ensemble des
valeurs propres dans E de f est R* et pour A € R*, le sous-espace propre associé a A est la droite vectorielle
{u == (un)nez, Yn € Z, u, = (A) "uo, uo € R}.

Dans F, on peut reprendre le raisonnement précédent, mais la suite u telle que u, = (A\) ™ "uo pour tout n € Z
n’appartient pas a F sauf si ugp = 0, car alors ZnEZ u? =l Znez()‘)i% cette série n’étant pas convergente
(si |A| > 1, son terme général ne tend pas vers 0 quand n — —oo, quand |A| < 1, son terme général ne tend
pas vers 0 quand n — +o0). Le cas up = 0 conduisant & u = Op, A n’est alors pas valeur propre. Donc f
n’admet pas de valeur propre réelle dans F'.

Pour p € N*, u € E, || fP7(w)|| = || £(f7(w))||. En posant v = fP(u) et par le fait que f est une isométrie, on
a donc || f(v)]| = ||v]l, donc || fPT (w)|| = || f* (u)||. Par itération, on a donc || fP™!(w)|| = |lu|| donc fP est bien
une isométrie.

A nouveau (fP)* existe car fP est une isométrie et (fP)* = (f)~' = (f~1)P ce qui implique que (f?)*(u) = v
avec Vp = Untp-
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