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Vous pouvez traiter les questions dans I’ordre que vous désirez. Beaucoup de questions peuvent étre
résolues méme si les précédentes n’ont pas été traitées...

1. (7 points) Soit < -,- > un produit scalaire sur F un espace vectoriel de dimension finie et soit
u un endomorphisme de F.

(a) Pour z,y € E, soit ¢(x,y) =< u(z),u(y) >. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire
symétrique de E (1.5 pts).

(b) Montrer que ¢(z,y) =< x,y > pour tout z,y € E si et seulement si u est une isométrie
(vectorielle) de E (3 pts).

(c) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur F si et seulement si keru = {0z} (1.5 pts).

(d) Soit ¥ la forme quadratique associée a ¢. Déterminer la signature de ¥ en fonction du rang
de u (1 pt).

Proof. (a) On montre facilement que ¢(z,y) = ¢(y,x), puis ¢(z, Ay1 + A2y2) =< u(x),u(Aiy1 + Aay2) >=<
u(x), Mu(yr)A2u(y2)) >= Mo(z,y1) + A2¢(x, y2) car u est un endomorphisme et <, > est un produit scalaire.
(b) On a < u(z),u(y) >=< z,u"(u(y)) > avec u* 'endomorphisme adjoint de u (qui existe car E est de dimension
finie). Ainsi < u(x),u(y) >=< z,y > pour tout z,y € E si et seulement si < z,u"(u(y)) >=< x,y > pour tout
z,y € E donc si et seulement si < z,u"(u(y)) — y >= 0 pour tout z,y € E. Si ujpu = Id, donc u isométrie, il est
clair que ceci est vérifié. Par ailleurs, en prenant x = u*(u(y)) — y pour tout y € E, on a |lu*(u(y)) — y||> = 0
donc d’apres la propriété 4 du produit scalaire, u* (u(y)) —y = 0 pour tout y € E, donc upu = Id: u est bien une
isométrie.

(c) Les deux premiéres propriétés d’un produit scalaire sont vérifiées par ¢ d’apres (a). Pour tout « € E, ¢(z,x) =
lu(2)||?, donc ¢(z) > 0. Enfin ¢(z,z) = 0 est équivalent & ||u(z)| = 0, soit u(z) = 0 donc z € ker u.

(d) On a ¥(z) = ||lu(x)||*> donc ¥ est positive et la signature de ¥ est (n — dim(ker(u)),0) = (Rang(u), 0).

O
2. (16 points) Soit E = R3 et pour # = (x1, 29, 23) appartenant & F, on note
|z||? = 2% + 23 + 2x123 + 22923 + 323,
(a) Montrer que ||-|| est bien une norme associée a un produit scalaire < -,- > que I’on précisera

(2 pts).
(b) Déterminer une base orthonormale e pour (E, < -,- >) (1.5 pts).

(c) Déterminer la base duale e* de e (on exprimera les formes linéaires en fonction de (1, 22, 23) €
E) (2 pts).

(d) Soit F = {x € E, ||z|| < 1}. Montrer que F' n’est pas un sous-espace vectoriel de E (1 pt)
et déterminer F'+- (1.5 pts).



(e) Soit xg = (1,1,1) et f une application sur E telle que f(x) = —2 < x, 29 >. Montrer que f
est une forme linéaire sur F (0.5 pts) et déterminer ses coordonnées dans e* (1.5 pts).

(f) Soit G = {z € E, < x,xy >= 0}. Montrer sans calcul que dim G = 2 (0.5 pts). Déterminer
G+ (1 pt).
(g) Déterminer la matrice dans e de la projection orthogonale Pg sur G (2.5 pts).

(h) Soit 21 € G, avec 1 # 0g. Soit H la droite vectorielle engendrée par 7 et soit Py la
projection orthogonale sur H. Montrer que Py (Pg) = Pa(Pr) = Py (2 pts).

Proof. (a) On a facilement < z,y >= z1y1 + T2y2 + T1y3 + T3y1 + T2y + T3y2 + 3x3ys. Ceci est bien un produit
scalaire car la symétrie et la bilinéarité sont évidentes, et ||| = (z1 + x3)? + (x2 + 23)? 4+ 3 donc ||z||*> > 0 pour
tout € F et ||z|| = 0 est équivalent & 1 + x5 =0, x2 + x3 = 0 et 3 = 0, soit z = 0.

(b) On part de la base canonique usuelle i = (1,0,0), j = (0,1,0) et & = (0,0,1) et on utilise le procédé
d’orthonormalisation de Gram pour trouver la nouvelle base (e1, ez, e3). Il est clair que < ¢,57 >=0, ||i|| = ||j]| = 1,
donc e; =i et e2 = j. Ensuite < e1,k >=< ez, k >=1donc k— < e1,k > e1— < ez, k > ex = (—1,—1,1) et ainsi
es=(—-1,-1,1)/[(-1,-1,1)|| = (-1, -1,1).

(c) Soit (f1, fa, f3) cette base duale. On a (z1,z2,23) = (1 + x3)e1 + (z2 + z3)ez + xzes, done d’apreés la définition
de la base duale, on a facilement f1(z,z2,x3) = x1 + x3 et fo(x,z2,23) = 22 + 3 et f3(z1, T2, T3) = 3.

(d) F n’est pas un sev de E car e; € F mais 2e; n’appartient pas & F' (puisque ||2e1]] = 2). On a e, ez et e3 qui
appartiennent & F donc comme F' = Vect(eq, e2, 63)J' e {0g} (puisque (e1, ez, e3) base de E).

(e) f est une forme linéaire sur E car f est a valeurs dans R et f(Az + py) = —2 < zo, Az + py >= —2X < xo,x >
—2u < zo,y >= Af(z) + pf(y) pour tout z,y € E et A\, u € R.

Pour (z1,22,23) € E, on a f(z1,22,23) = —2(x1 + 2 + &1 + 3 + 2 + 23 + 323) = —2(221 + 222 + 523). Donc
f=-2(2f1 +2f2+ f3): les coordonnées de f dans e* sont (—4,—4, —2).

(f) G = ker f et comme f est non-nulle, G est un hyperplan, donc dim G = 2.

On peut écrire que G = {zo}+ donc G+ = Vect(zo).

(g) Ona Pg =1Id— Pg.. Or Pyi(z) =< z, 34 > x4, ot Ty = zo/||wol| = z0/3. Soit x = z’e1 + xhes + x5es. Alors
<z, 0 >= %(m’l < ey, xo > +xh < e, x0 > +ah < e3,x0 > ) = %(2xﬁ+2x§+w§) et comme z = 1 (2e1 +2e2+e3)
on a Pg(z) = xler + ahea + xhes — (22 + 2ah + x5)(2e1 + 2e2 + €3) = %((Ew’l — 4z5 — 2x5)er + (—4x) + 5ah —

2x4)es + (—2x) — 25 + ng)eg) et ainsi la matrice de Pg dans e est:

1 5 -4 =2
Mat(Pga,e) = 3 -4 5 =2 .
-2 -2 8

(h) Soit z2 un vecteur de G tel que < z1,22 >= 0 et < x2,22 >= 1. Alors Pu(z) =< z,z1 > x1 et Pg(z) =<
z,x1 > 1+ < x,x2 > x2. Donc Py (Pa(x)) =< Pg(z),z1 > 21 =<< z,21 > 1+ < T,T2 > T2,T1 > 1 =<
z,x1 >< 21,21 > T1+ < T, T2 >< T1,T2 > T2 =< z,x1 > o1 = Py(z). De méme, Po(Py(z)) =< Pu(z),z1 >
21+ < Pu(z),z2 > 12 =<< z,21 > 21,21 > 1 = Pu(z) car < Pu(x),z2 >=0. O



