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Vous pouvez traiter les questions dans I'ordre que vous désirez. Beaucoup de questions peuvent étre
résolues méme si les précédentes n’ont pas été traitées...

1. (10 points) Soit E l’espace vectoriel composé des fonctions de classe continue sur [—1, 1] et pour
Jj € N, e; la fonction telle que e;(z) = cos(mjz). Soit < -,- > le produit scalaire sur E tel que
1
pour f,g € E, < f,g>= [7, f(t)g(t)dt.

(a) Pour a,b € R, montrer que cos(a) cos(b) = & ( cos(a +b) + cos(a — b)) (1 pt).

(b) Montrer que la famille (ex)ren est une famille orthogonale de E (1.5 pts). En déduire une
famille orthonormale (€})jen de E (0.5 pts).

(c) Soit F,, = {x € [-1,1] = Y}_ga;cos(mjz), (ao, -, an) € R*™'}. Montrer que F, est un
sous-espace vectoriel de E' dont on précisera la dimension (1 pt).

(d) Pour f une fonction quelconque de F, déterminer a I'aide des (e}) la projection orthogonale
Pr, (f) de f sur F,, (1 pt). Déterminer || P, (f)|? en fonction de f et des e; (1 pt).

(e) Soit g la fonction telle que g(z) = cos?(wx) pour z € [—1,1]. Que vaut Pg, (f) pour n =0
(1 pt), puis pour n > 2 (1 pt)?

(f) On peut montrer (ne pas le faire!) que si f est une fonction paire de E, alors ||f||? =
lim,, o0 || P, (f)||?. Utiliser ce résultat pour la fonction x € [—1,1] + |z| et en déduire une
série bien connue (2 pts).

2. (13 points) Soit E = R" pour n € N* et soit fi et fo deux formes linéaires non nulles sur E.
Pour z,y € F, on note

U(z,y) = fi(z)fa(y) + fo(2) 1 (y).

(a) Montrer que 1 est une forme bilinéaire symétrique (1 pt). Donner la forme quadratique ®
associée a 1 en fonction de fi et fa (0.5 pts).

(b) Rappeler la nature et la dimension de ker(f;) (0.5 pts).

(c) On suppose que ker(f1) = ker(f2). Soit a € E avec a ¢ ker(f1). Pour x € E, montrer que
y=x—a 2%3 € ker(f1) (1 pt). Que peut-on alors dire de fa(y)? (0.5 pts) En déduire que
f1 et fa sont colinéaires (1 pt).

(d) Montrer que si ker(f1) = ker(f2) alors la signature de ® vaut (1,0) ou (0,1) (1.5 pts).

(e) On suppose que ker(f1) # ker(f2). Montrer que ker(f;) + ker(f2) = E (1 pt). En déduire
que dim (ker(f1) Nker(f2)) =n —2 (1 pt).




(f) On se place ici dans le cas o n = 2 et avec l'exemple suivant: pour (z1,z2) € F, on pose
fi(z1,me) = x1+x9 et fo(x1,22) = x1—2x9. A-t-on ker(f1) = ker(f2) (0.5 pts)? Déterminer
la matrice de ¢ dans la base canonique de F (0.5 pts). En déduire la signature de ® en
diagonalisant cette matrice (1.5 pts). Déterminer les vecteurs isotropes de ® (0.5 pts).

(g) On reprend maintenant le cas général ou n > 2 et ker(f1) # ker(f2). On note g1 = f1 + f2
et go = f1 — fo. Montrer que g1 et go sont deux formes linéaires non nulles et non propor-
tionnelles (1 pt). Ecrire ® a laide de g1 et g2 (0.5 pts) et en déduire que la signature de
® est (1,1) (0.5 pts).



